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THÉORIE 


DE  LA  LIBRATION  DE  LA  LUNE, 


rr 

nBü  AUTRES  PIlàNOMÊNES  QUI  DéPBMDBNT  DF.  LA.  FIGURE  NO^  SPHÉRIOI  F 
DE  CETTE  PLANÈTE. 


( Nouvraux  Mt'iurHres  Hr  V At  adémtr  myate  iie<<  .Çr/r/»rr<  et  Belles-ljettres 
de  Berlin^  année  1780.) 


C’esl  un  pliénomène  reconnu  depuis  longtemps  que  la  Lune  nous  pré- 
sente toujours  la  même  face;  mais  ce  n’est  que  depuis  l'invention  des  lu- 
nettes qu'on  a pu  déterminer  les  lois  de  la  libration,  c’êst-à-dire  de  ces 
balancements  que  la  Lune  parait  faire  autour  de  son  centre,  et  par  les- 
quels, dans  le  cours  de  chaque  mois,  elle  nous  cache  et  nous  découvre 
alternativement,  vers  ses  bords,  quelque  partie  de  sa  surface.  r,alilée  est 
le  premier  qui  ait  observé  la  libration,  mais  il  parait  n'en  avoir  bien 
connu  qu’une  partie,  celle  qui  se  (ail  perpendiculairement  à réclipti(|ue. 
et  qu’on  nomme  libration  en  latitude.  Ilévélius  découvrit  ensuite  la  libra- 
tion en  longitude:  mais  il  était  réservé  à Dominique  Cassini  de  donner 
une  explication  générale  et  complète  de  ce  phénomène,  il  trouva  qu’on 
pouvait  satisfaire  à toutes  les  apparences  de  la  libration,  en  supposant  ; 
1“  que  la  Lune  tourne  uniformément  autour  d’un  axe  dont  les  pôles,  lixes 


U 


THÉORIE 


■sur  sa  surface,  soient  eonslamment  élevés  sur  l'écliptique  de  87“-^,  et  sur 
le  plan  de  l’orhite,  de  83"-^,  et  soient  toujours  sur  un  grand  cercle  du 
glolie  de  la  l.une,  parallèle  au  grand  cercle  qui  passe  par  les  pôles  de 
l’orhite  et  par  ceux  de  l'écliptique;  3°  (|ue  la  rotation  de  cette  Planète 
autour  de  son  axe  s'achève  dans  l'espace  de  s5  jours  et  5 Jieures,  par  une 
période  égale  à celle  du  retour  de  la  Lune  au  nœud  de  son  orbite  avec 
l'écliptique. 

Cette  Théorie  ne  parut  qu'après  la  mort  de  Cassini.  Son  üls  Jacques 
Ca.ssini  la  donna,  en  1731,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris,  mais  sans  aucun  détail  des  observations  qui  avaient  servi  à l'é- 
tablir. Elle  avait  donc  besoin  d'étre  vérifiée  par  de  nouvelles  observa- 
tions, et  c'est  de  feu  Tobie  .Mayer  qu'elle  a reçu  la  perfection  (|ui  lui  man- 
(|uait  encore.  C»“t  Astronome  publia  en  1750,  dans  les  Kosmographische 
Sachrichten  de  Nurtnnberg,  la  première  Partie  d'un  Traité  sur  la  rotation 
de  la  iMne  et  le  mouvement  apparent  de  ses  taches,  destiné  à servir  de 
base  à une  nouvelle  Sélénograpbie.  On  doit  regretter  que  l'Anteur  ne  l'ait 
pas  achevé:  niais  ce  qu'il  nous  en  a laissé  peut  être  regardé  comme  un 
Ouvrage  complet  sur  la  Théorie  astronomique  de  la  libration. 

Par  une  suite  d'observations  de  plusieui’s  taches  de  la  Lune,  faites  avec 
soin  pendant  les  années  1748  et  17491  et  calculées  avec  toute  la  préci- 
sion et  l'élégance  qu'on  peut  désirer,  Mayer  trouve  que  le  plan  de  l'équa- 
teur lunaire  est  incliné  sur  le  plan  de  l'écliptique  de  1 degré  et  39  mi- 
nutes, que  la  section  de  ces  deux  plans  est  toujours  à peu  près  parallèle 
à la  ligne  des  nœuds  moyens  de  l'orbite  de  la  Lune,  en  sorte  que  le  plan 
lie  l'écliptique  tombe  entre  les  deux  plans  de  l'équateur  et  de  l'orbite  de 
la  Lune,  et  que  la  Lune  tourne  sur  l'axe  de  son  équateur,  d'Occidcnt  en 
Orient,  de  manière  que  chaque  point  de  cet  équateur  revient  au  point 
équinoxial  lunaire  dans  un  temps  précisément  égal  à celui  dans  lequel  la 
Lune  revient  au  nœud  par  son  mouvement  moyen,  c'e.st-à-dire  dans  l’es- 
pace de  I mois  draconitique,  lequel  e.st,  comme  on  sait,  de  3715^6“  56*. 
(ies  déterminations  s’accordent  avec  celles  de  (iassini , à l’exception  de 
l’inclinaison  de  l'équateur  lunaire,  que  Cassini  a faite  de  a dcgréset  demi, 
et  que  .Mayer  a diminuée  de  i degré.  (À-Ia  pourrait  faire  croire  que  celte 
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inclinaison  est  variable  et  va  en  diminuant;  mais  Mayer  prétend  ipi'on 
peut  prouver,  par  des  oliservations  laites  du  temps  de  Ca.ssini,  (|iie  eet 
Astronome  s’est  en  eH'et  trompé  de  i degré  dans  la  détermination  de  l'in- 
clinaison de  l’équateur  lunaire,  et  il  promet  d’en  donner  la  démonstra- 
tion dans  une  autre  Partie  de  son  Ouvrage.  Enfin  les  déterminations  de 
Mayer  se  trouvent  confirmées  par  les  observations  que  M.  de  la  Lande  a 
faites  eu  1763,  et  dont  il  a donné  les  détails  et  les  résultats  dans  les  Mi- 
moins  de  l’Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  1 764  ; il  est  vrai  que  M . de 
la  Lande  trouve  1 degré  et  43  minutes  pour  l’inclinaison  de  l’équateur 
lunaire;  mais  cette  différence  pouvant  être  attribuée  aux  erreurs  des  ob- 
servations, un  n’cn  saurait  encore  rien  conclure  par  rapport  à la  variabi- 
lité de  cette  inclinaison. 

Telles  sont  les  luis  de  la  rotation  de  la  Lune  qu’on  a déduites  des  ol>- 
servatiuns,  et  qui  étant  combinées  avec  celles  du  mouvement  de  cette 
Planète  autour  de  la  Terre  sulliscnt  pour  déterminer  à chaque  instant  la 
position  apparente  du  disque  lunaire;  mais  si  la  connaissance  de  ces  luis 
suffit  pour  les  besoins  de  l’Astronomie,  l’.Astronomie  physique  exige  de 
plus  la  connaissance  de  leurs  causes;  et  cette  dernière  connaissance  est 
d’autant  plus  intéressante  qu’elle  peut  fournir  les  moyens  non-seulement 
de  constater  et  de  rectifier  les  lois  déjà  connues,  mais  encore  d’en  dé- 
couvrir de  nouvelles.  L’accord  des  nœuds  de  l’équateur  de  la  Lune  avec 
ceux  de  son  orbite,  et  l’égalité  entre  la  révolution  de  l'équateur  de  la 
Lune  par  rapport  à ses  nœuds  et  la  révolution  de  cette  Planète  dans  son 
orbite  par  rapport  aux  nœuds  de  cette  orbite,  sont  peut-être  les  plieiio- 
inènes  les  plus  singuliers  du  Système  du  monde.  Il  résulte  de  leur  com- 
binaison que  la  durée  de  la  rotation  entière  de  la  Lune  doit  être  parfaite- 
ment égale  à celle  du  temps  périodique  de  cette  Planète;  et  cette  égalité 
est  évidemment  une  suite  nécessaire  de  ce  que  la  Lune  nous  montre  tou- 
jours la  même  face;  phénomène  qui  pour  être  connu  depuis  longtemps 
n’en  est  pas  moins  extraordinaire,  quoique  d’ailleurs  il  ne  parai.sse  pas 
unique  dans  le  Système  du  monde.  En  effet  il  semble  qu’on  puisse  con- 
clure quelque  chose  de  semblable,  à l’égard  du  premier  satellite  de  Sa- 
turne et  du  quatrième  satellite  de  Jupiter,  des  observations  faites  par 
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i-l  Maraldi  sur  les  taches  de  ces  satellites  {voyez  V Histoire  de  l' As- 
tronomie moderne,  livre  X,  ^ Xlll,  et  livre  XI,  § XVI);  ce  qui  porterait  à 
regarder  cette  égalité  entre  la  rotation  et  la  révolution  comme  une  loi 
générale  des  Planètes  secondaires. 

Quoi  i|u’il  en  soit,  comme  le  sjsièmc  de  l'attraction  universelle  ne 
rend  jusqu’à  présent  aucune  raison  de  la  rotation  des  Planètes  autour  de 
leurs  axes,  il  n’en  peut  rendre  aucune  de  l’égalité  dont  il  s’agit.  Le  mou- 
vement lie  rotation  d’un  corps  est  indépendant  de  son  mouvement  de 
translation;  ces  deux  mouvements  résultent  d’une  impulsion  primitive 
et  arbitraire,  et  peuvent  être  par  conséquent  entre  eux  dans  tel  rapport 
que  l'on  veut.  Si  donc  la  rotation  de  la  Lune  est  uniforme  et  parfaitement 
égale  à sa  n-volution  autour  de  la  Terre,  il  est  néce.s.saire  de  supposer  que 
la  vitesse  de  rotation  primitive,  imprimée  à cette  Planète,  est  exactement 
égale  à .sa  vitesse  moyenne  de  translation  autour  de  la  Terre;  et  il  est  clair 
que  cette  égalité  doit  être  tout  à fait  rigoureuse:  autrement  la  dill'érenee 
entre  les  angles  décrits  par  les  méridiens  de  la  Lune  autour  de  son  axe  et 
les  angles  parcourus  en  même  temps  par  le  centre  de  la  Lune  autour  de 
la  Terre  irait  continuellement  en  augmentant;  d’où  il  s’ensuivrait  que 
cette  Planète  devrait  à la  longue  présenter  successivement  ses  faces  à la 
Terre.  .Mais  celte  égalité  rigoureuse  n’est  plus  nécessaire  si  l’on  suppo.se 
(|ue  le  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  .soit  sujet  à queb|ues  inégalités 
dépendantes  de  l'attraction  de  la  Terre  .sur  cette  Planète  su|)poséc  non 
splieri<|ue.  Il  sultll  en  ce  cas  que  la  Lune  ail  reçu  une  vitesse  île  rotation 
primitive  peu  dillérente  de  sa  vitesse  moyenne  de  translation,  et  (|u’cn- 
suile  l’action  de  la  Terre  détruise  l’elTel  de  celte  pi;tile  dilTérence,  en  em- 
pèelianl  le  côté  de  la  Lune  qui  est  tourné  vers  la  Teriv»  <le  s’en  écarter  au 
delà  d’un  certain  terme,  à peu  près  comme  l’action  de  la  gravité  retient 
autour  de  la  perpendiculaire  un  pendule  qui  n’a  reçu  qu’une  impulsion 
assez  petite. 

Cette  manière  d’expli(|uer  pourquoi  la  Lune  nous  montre  toujours  à 
peu  près  la  même  face  est  assez  simple  et  naturelle;  je  l’avais  déjà  pro- 
posée dans  mes  Hecherches  sur  la  libration  de  ta  Lune  présentées  à l’.Vca- 
démie  des  Sciences  de  Paris  en  1763  \ voyez  le  tome  IX  des  Prix  de  celle 
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Acailéiiiie  (“)j.  M.  il'AlcinluTt  I’;i  eonlirmée  depuis  par  une  analyse  en- 
eore  plus  exacte  de  ce  Proljlème;  et  elle  ne  parait  rien  laisser  à ilésirer 

• sur  le  pliénoinéue  de  l'égalité  entre  la  révolution  de  la  I.une  autour  de 
son  centre,  et  sa  révolution  autour  de  la  Terre,  du  moins  en  tant  (|ue  rat- 
traction  universelle  peut  eu  rendre  raison. 

Mais,  si  l’on  est  parvenu  h trouver  une  explication  satisfaisante  de  ce 
phénomène,  il  parait  (|u'un  n’a  pas  été  si  heureux  à l’égard  de  l'autn* 

• phénomène  de  la  rotation  ilo  la  Lune,  qui  concerne  l’égalité  entre  le 
mouvement  des  lueuds  de  l’équateur  lunaire  et  celui  des  neeuds  de  l'or- 
hite  (le  la  Lune.  En  considérant  cette  Planète  comme  non  sphérique,  il 
est  clair  que  l’aclion  de  la  Terre  doit  continuellement  changer  la  posi- 
tion de  son  équateur,  comme  l’action  de  la  Lune  et  celle  du  Soleil  dépla- 
cent à chaque  instant  l’équateur  de  la  Terre;  mais  le  mouvement  des 
points  équinoxiaux  de  la  Terre  est  très-lent  (n’étant  que  de  5o"  par  an) 
et  parait  n’avoir  aucun  rapport  aux  mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune; 
il  n’y  a (|ue  l’inégalité  périodi(|ue  de  ce  mouvement,  qu’on  appelle  l’é- 
quation  delà  prècession  des  équinoxes,  et  la  petite  variation  de  rohli(|uité 
de  l'éclipti(|ue,  (|u’on  nomme  la  nutalion  de  l'axe  de  la  Terre,  qui  dé- 
pendent du  mouvement  des  nœuds  de  la  Lune.  Aussi  M.  d’Alembert,  (|iii 
s'est  occupé  le  premier  de  la  Théorie  physique  de  la  lihration  de  la  Lune, 
en  appli<|uant  à celte  Planète  les  formules  (|u’il  avait  données  pour  la 
Terre,  a d’ahord  trouvé  des  résultats  peu  conformes  aux  ohservations 
(l'ove:  le  XV""'  Mémoire  de  ses  Opuscules,  tome  II}.  Je  lâchai  dans  mes 
Recherches  sur  la  libration  de  suppléer  ce  (|ui  manquait  à cet  égard  à la 
Théorie  de  .M.  d’Alemhert,  en  faisant  voir  (|ue  la  circonstance  de  l’égalité 
entre  le  temps  de  la  rotation  de  cette  Planète  et  celui  de  sa  révolution 
autour  de  la  Terre  empêche  que  les  formules  du  mouvement  de  l’axe  de 
la  Terre  ne  puissent  avoir  lieu  par  rapport  à celui  de  la  Lune,  et  en  don- 
nant les  véritables  équations  qui  doivent  servir  à déterminer  le  vrai  mou- 
vement de  cet  axe;  mais  voyant  (|ue  ces  équations,  qui  sont  au  nombre 
de  deux,  et  du  second  ordre,  étaient  trop  compli(|uées  pour  pouvoir  être 

(■)  Ijc  Méiiioirr  iloni  il  (s«l  ici  nueslion  ap|>artienl  à la  Iroisiéme  Scs-lion  îles  UJirntri  ilc 
l,jifirnngr.  (iVVrfr  rfr  rÉftiteur.] 
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inU-grws  rigoureusement  par  les  méthodes  eoiiuiies,  je  me  eoiileulai  de 
les  Irailer  eoiuiue  .M.  d’Alemhert  avait  fait  relies  du  inouveuieiil  de  l'axe 
de  la  Terre,  eu  les  réduisant  au  premier  ordre  par  l'omissiou  des  termes 
i|ui  eoulicnnenl  les  dill'éreuees  siîrondes  des  variables,  et  que  je  supposai 
pouvoir  être  négligés  sans  erreur  sensible.  J’oblins  de  eelte  manière  de 
nouvelles  formules  pour  les  mouvements  de  l’axe  lunaire,  mais  dans  les- 
quelles le  mouvement  des  noeuds  de  l'orbite  de  la  Lune  n’avait  aiieuii 
rapport  au  mouvement  des  nœuds  de  son  équateur;  l’égalité  de  ees  deux 
mouvements  étant  ensuite  supposée,  je  trouvai  ((u’il  résultait  tle  là  (jue 
l’axe  de  la  Lune  devait  s’approeber  insensiblement  du  plan  de  l’éelip- 
tique,  ce  qui  parait  contraire  aux  observations.  M.  d’Alembert  ayant  re- 
pris cette  matière  dans  les  .\fr'moires  tle  V Académie  des  Sciences  de  Pans 
pour  17G8,  et  l’ayant  discutée  avec  luoiiieoup  plus  de  profondiuir  et  de 
détail  qu’on  n'avait  encore  fait,  est  parvenu  à des  résultats  analogues 
aux  miens,  mais  plus  généraux;  il  a déterminé  de  plus,  par  des  équations 
et  des  constructions  géoinétri(|ues  fort  simples,  les  cas  où  les  mouvements 
des  points  équinoxiaux  lunaires  et  des  no'uds  de  l’orbite  de  la  Lune  doi- 
vent être  égaux,  et  ceux  où  leur  plus  grande  dilféreuce  en  longitude  peut 
être  égale  ou  moindre  que  la  circonférence,  mais  toujours  dans  la  sup- 
position (|ue  les  é(|uations  dilférentielles  des  mouvements  de  l’axe  de  la 
Lune  puissent  être  ri'gardées  et  traitées  roinme  des  équations  diiréren- 
tielles  du  premier  ordre. 

On  voit  par  là  (|ue  le  Problème  des  mouvements  de  l’axe  lunaire  n’a  été 
résolu  jus(ju’ici  d’une  manière  satisfaisante  ni  du  côté  de  l’Analyse,  ni 
par  rapport  à l’idi.servation;  et  que  le  sysliune  île  la  gravitation  univer- 
selle, qui  a si  bien  rendu  raison  des  dill'érents  mouvements  de  la  Lune 
autour  de  la  Terre,  n’a  pas  encore  expliqué  le  [loiiit  le  plus  remarquable 
de  la  Théorie  de  cette  Planète,  la  coïncidence  des  uieiids  de  l’équateur 
lunaire  avec  ceux  de  l’orbite  de  la  Lune.  J’ai  doue  cru  devoir  revenir  sur 
cette  question  et  la  traiter  avec  toute  l’exactitude  et  tout  le  détail  i|ui 
sont  dus  à sou  importance  et  à sa  dilliculté;  et,  pour  ne  rien  laisser  à dé- 
sirer sur  les  phénomènes  qui  peuvent  dépendre  de  l'attraetiou  de  la  Terre 
sur  la  Lune  supposée  non  sphérique,  je  me  suis  proposé  d’examiner  non- 
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seuliMiirnl  rcnx  qui  ont  riipporl  à la  rolation  (!«■  celle  Planète,  iiiaia  aussi 
ceux  qui  regardent  le  inniivenienl  de  translation  <le  la  Lune  autour  de  la 
Terre. 

Tel  est  l’olijel  des  Recherches  que  j’ai  l'honneur  de  présenter  à l'Aca- 
démie.; elles  sont  partagées  en  cinq  Sections. 

La  première  est  destinée  à l'exposition  d’une  méthode  générale  el  ana- 
lytique pour  résoudre  tous  les  Prohlèmes  de  la  Dynamique.  Celle  mé- 
thoile,  (pie  j'ai  employée  le  premier  dans  ma  Pièce  sur  la  lihralion  de  la 
Lune,  a l'avantage  singulier  de  ne  demander  aucune  construction  ni 
aucun  raisonnement  géométrique  ou  mécaniijue,  mais  seulement  des 
opérations  analytiques  assujetties  à une  marche  simple  et  uniforme.  Elle 
n’est  autre  chose  (|ue  le  principe  de  Dynamique  de  .M.  d’.UembeiT,  réduil 
en  formule  au  moyen  du  principe  de  l’équilihre  appidé  rommunémeni 
loi  des  vitesses  riiiiteUes.  .Mais  la  combinaison  de  ces  deux  principes  est 
un  pas  ipii  n’avail  pas  été  fait,  el  c'est  peut-être  le  seul  d(>gré  de  perfec- 
tion ipii,  après  la  découverte  de  M.  d’.AIemhert,  manquait  encore  à la 
Théorie  de  la  Dynami(|ue. 

Dans  I a seconde  Section,  je  considère,  en  général,  le  mouvement  d’un 
corps  de  figure  quelcon(|iie,  et  je  donne  les  formules  nécessaires  pour 
déterminer  ce  mouvement.  J’indique  ensuite  une  transformation  très- 
utile  pour  faciliter  le  calcul,  dans  le  cas  où  le  mouvement  de  rotation  se 
fait  autour  d’un  axe  fixe  dans  le  corps  et  mobile  dans  l’espace,  mais  qui 
demeure  toujours  à peu  près  perpendiculaire  à un  plan  immobile;  ce  qui 
est  le  cas  de  la  Lune  par  rapport  à l’écliptique.  On  pourrait  au.s.si  s’en 
servir  pour  déterminer  les  oscillations  d'un  pendule  de  figure  quelcon- 
que, lorsque  l’axe  du  pendule  ne  s’écarte  que  très-peu  de  la  verticale,  el 
(|ue  le  pendule  a en  méine  temps  un  mouvement  quelconque  de  rolaiion 
autour  de  l’axe;  Problème  jusqu’ici  non  résolu. 

Dans  la  troisième  Section,  j’applique  les  formules  au  inouveinent  de 
la  Lune,  en  tant  r|u’clle  est  attirée  par  la  Terre  el  par  le  Soleil,  el  je  par- 
viens directement  à six  équations  diflérentielles  du  second  ordre,  dont 
trois  donnent  le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  la  Lune  autour  de  la 
Terre,  et  les  trois  autres  donnent  son  mouvement  de  rotation  autour  de 

a. 
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ce  ccnlrc.  Os  éi|ii!)tions  son!  présentées  sous  In  forme  la  plus  simple,  et 
les  trois  dernières  ont  surtout  l'avantage  que  les  variahles  n'y  sont  (|ue 
linéaires:  à l'égard  des  trois  preniicrcs,  elles  sont  analogues  à celles  que 
M.  Éuler  a employées  dans  sa  nouvelle  Théorie  de  la  Lune,  mais  elles 
contiennent  de  plus  les  termes  dus  à la  non-sphéricité  de  celte  Planète  et 
que  .M.  Kuler  a négligés,  Je  termine  cette  Section  par  des  considérations 
sur  la  ligure  de  la  [,une,  que  je  regarde  il'abord  pour  plus  de  simplicité 
comme  un  sphéroïde  elliptique  homogène  dont  l'équateur  et  les  méri- 
diens seraient  des  ellipses  très-peu  excentriques;  je  prouve  ensuite  que 
cette  ligure  est  en  eirel  celle  (|ue  la  Lune  aurait  dû  prendre,  en  vertu  de 
la  force  centrifuge  de  ses  parties,  comhinée  avec  l'attraction  de  la  Terre, 
si  elle  avait  été  |>rimitiv(>ment  Iluide,  et  je  <lélermine  dans  cette  hypo- 
thèse les  véritables  dimensions  de  cette  ligure  par  une  méthode  et  des 
formules  plus  simples  h (|uehpies  égards  ipie  celles  qu’oii  avait  déjà  don- 
nées pour  cet  objet  ; il  en  résulte  que  la  Lune  devrait  être  élevée  sous  son 
équateur,  mais  (juatre  fuis  plus  dans  le  sens  du  diamètre  de  cet  équateur 
qui  est  dirigé  vers  la  Terre,  et  i|iii  passe  par  conséquent  par  le  centre 
apparent  de  la  Lune,  que  dans  le  sens  du  diamètre  perpendiculaire  h 
celui-ci  et  (jui  passe  par  les  bords  apparents  de  cette  Planète. 

Dans  la  (|uatrième  Sr’clion,  je  traite  en  particulier  des  niouvemenls  de 
la  Lune  autour  de  son  centre;  ces  mouvements  se  réduisent  à la  rotation 
de  la  Lune  autour  d’un  axe  lixe  dans  l’intérieur  de  cette  Planète,  et  aux 
mouvements  de  cet  axe,  ou  du  plan  de  l'équateur  lunaire  <|ui  lui  est  per- 
pendieulaire,  par  rapport  au  plan  de  l’écliptique.  Suivant  la  Théorie  de 
la  libration  donnée  par  Mayer,  le,  lieu  moyen  de  la  Terre  vir-  du  centre 
de  la  Lune  et  rapportée  à l’équateur  de  cette  Planète  doit  toujours  ré- 
pomlre  à uu  même  point  de  cet  éipiateur;  et  le  méridien  lunaire  tpii 
passe  par  ce  point  est  celui  que  .Mayer  prend  pour  le  jtremier  méridien 
de  la  Lune,  et  ampiel  il  rapporte  les  longitudes  .sélénographiques  de  ,si*s 
taches.  Mais  cette  Théorie  suppose  l'unilormité  du  mouvement  do  rota- 
tion fie  la  Lune:  si  donc  ce  mouvement  n'est  pas  uniforme,  le  lieu 
moyen  de  la  Terre  rapportée  à l'équateur  de  la  Lune  ne  répondra  pas 
toujours  à un  méritlien  fixe;  mais  il  y aura  une  petite  diHéreiiee  tpii  ex- 
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|iriinera  la  lihraliun  réelle  et  pliysuiue  de  la  Lune;  eelle  petile  «piaiiüté 
est  une  des  varialdes  du  IVuhlcme  et  se  trouve  déterniinée  par  une  «'■i|ua- 
tion  dilTérentielle  linéaire  du  serond  ordre  dont  rinlé}{ralion  est  trfes- 
(aeile.  Intép;ranl  done  cette  équation,  on  a direetenieiit  la  valeur  de  la 
libration  réelle  de  la  Lune,  toute  séparée  de  sa  libration  optique;  et  relie 
valeur  eonlient  un  tonne  proportionnel  au  .sinus  d'un  anjjle  qui  eroit 
Irès-lenlement,  dont  l'elVet  est  analogue  au  iiiouveinent  d’un  pendule  (pii 
l'ail  de  ires-pelites  oscillations.  Ce  ternie  ayant  un  coellicieiit  arbitraire 
sert  à expliquer  eoinuienl  la  Lune  peut  nous  présenter  toujours  à peu 
près  la  même  face,  sans  qu'on  soit  obligé  de  supposer  (pie  la  vitesse  pri- 
mitive de  rotation,  imprimée  à cette  Planète,  suit  exactement  égale  à sa 
vitesse  moyenne  de  translation  autour  de  la  Terre.  Je  fais  d'ailleurs  plu- 
sieurs remar(|ues  importantes  sur  la  nature  et  la  quantité  de  cette  partie 
de  la  libration,  la  seule  qui  suit  l'ell'el  de  la  non-sphéricité  de  la  Lune; 
l’autre  partie  de  la  libration,  c'est-à-dire  la  libration  optiipie,  n'a  par 
elle-même  aucune  dilTiculté,  n'étani  produite  que  par  le  mouvement  non 
uniforme  de  la  Lune  autour  de  la  Terre. 

Je  eonsidère  ensuite  les  mouvements  de  l’axe  lunaire,  et  pouf  cela  j'in- 
tègn*  b‘s  deux  équations  dill'érentielb-s  cpii  renferment  la  loi  de  ces  mou- 
vements. G'Ite  intégration  y introduit  quatre  constanli's  arbitraires;  et 
l'on  voit  d'abord  qu'en  supposant  ces  constantes  iiulles,  ce  qui  est  le  ras 
le  plus  simple  du  Problème,  les  nœuds  de  l’éijuateur  lunaire  doivent 
coïncider  exactement  avec  les  lueuds  moyens  de  l’orbite  de  la  [.une; 
mais  rien  n’oblige  à regarder  ces  constantes  comme  tout  à fait  milles;  je 
suppose  donc  qu’elles  aient  seulement  une  valeur  fort  [letite.  et  je  trouve 
(|u'alors  les  nœuds  de  l'équateur  lunaire  peuvent  s’écarter  des  nœuds 
moyens  de  l'orbite  d’un  angle  plus  ou  moins  grand,  mais  qui  sera  tou- 
jours au-dessous  de  ()o  degrés,  en  sorte  que  leur  mouvement  moyen  sera 
néanmoins  exactement  égal  au  mouvement  moyen  des  nœuds  de  l'or- 
bite; ce  qui  est  parfaitement  conforme  aux  observations. 

■\  l’égard  de  l’inclinaison  de  réi|uateur  lunaire  sur  l'éeliptiipie,  elle 
serait  constante  dans  le  cas  de  la  coïncidence  exacte  des  nœuds  de  l’équa- 
teur et  de  l’orbite  de  la  Lune,  mais  dans  l’autre  cas  elle  est  sujette  à (|uel- 
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i|iK'S  Viirialiftiis  péi'iodiquos;  ce  (|ui  parait  s’accorder  aussi  avec  les  oli- 
servaliulis,  et  i-e  i|ui  élaiil  en  même  temps  contraire  aux  résultats  des 
autres  Théories,  données  jusqu’ici,  prouve  rinsulllsance  de  ces  Théories 
et  la  nécessité  où  l’on  était  de  traiter  le  Problème  de  la  libration  de  la 
l.uiie  par  des  méthodes  nouvelles  et  |dus  rigoureuses. 

Comme  la  valeur  moyenne  de  riiiclinaisoii  de  l'équateur  lunaire  est  à 
peu  près  connue  par  les  observations,  je  m’eu  sers  pour  déterminer  à 
très-peu  près  une  des  constantes  (|ui  dépciideut  île  la  ligure  de  la  Lune, 
laquelle,  dans  le  cas  où  cette  ligure  est  supposée  elliptique,  exprime 
précisément  l’allongement  de  la  Lune  dans  le  sens  du  diamètre  de  l’é- 
quateur qui  est  dirigé  vers  la  Terre.  Je  trouve  i|ue  cette  quantité  est 
nécessairement  renfermée  entre  ces  limites  0,0000746,  o,ooo5i49,  le 
demi-axe  de  la  Lune  étant  pris  pour  l’unité;  mais  la  supposition  de  la 
iluldité  primitive  de  la  Lune  donne  pour  la  même  i|uantilé  une  valeur 
beaucoup  plus  petite:  d'où  il  suit,  ou  que  la  Lune  n’est  pas  homogène, 
ainsi  qu’on  l’a  supposé,  ou  que  sa  ligure  actuelle  n’est  pas  celle  qu’elle 
devrait  avoir  .si  ayant  été  originairement  Iluide  elle  eût  conservé,  en  se 
dnrcis,sant,  la  ligure  qu’elle  aurait  dû  prendre  par  les  lois  de  l’Hydrosta- 
tique. Il  n’y  a au  reste  à cela  rien  de  surprenant;  car  M.  d'.\lemlH'rl  a 
trouvé  aussi  par  rapport  à la  Terre  que  les  phénomènes  de  la  préces.sion 
des  é<|uinoxes  et  de  la  nutation  ne  (leuvent  s’accorder  avec  l’hypothèse 
de  l'homogénéité  de  la  Terre  et  de  sa  ligure  elliptique  telle  qu’elle  résulte 
de  la  Théorie. 

La  derniere  Section  est  destinée  à l’examen  îles  inégalités  que  la  non- 
sphéricité  de  la  Lune  peut  causer  dans  le  mouvement  de  cette  Planète 
autour  de  la  Terre.  Je  fais  abstraction  dans  cette  recherche  des  quantités 
qui  ne  produiraient  que  des  inégalités  de  la  forme  de  celles  qu’on  cun- 
nail  déjà,  parce  qu'il  ne  pourrait  résulter  de  là  que  des  corrections 
presque  in.sensihies  dans  les  formules  du  mouvement  de  la  Lune,  les- 
quelles sont  encore  trop  éloignées  d’avoir  la  précision  nécessaire  pour 
demander  de  pareilles  corrections;  et  je  me  borne  à avoir  égard  aux 
termes  (|ui  peuvent  donner  des  inégalités  nouvelles  et  d’une  forme  par- 
ticulière. Je  trouve  que  les  inégalités  qui  altèrent  le  mouvement  de  la 
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Lune  autour  de  son  rentre  peuvent  influer  aussi  dans  son  mouveineni 
autour  de  la  Terre;  je  détermine  l'eiret  de  eesinéfîaUtés  tanCdans  la  lon- 
fçitude  (|ue  dans  la  latitude  de  la  Lune;  mais  je  démontre  que  eet  efl’el 
ne  peut  qu’être  insensible,  et  qu’il  est  impossible  il’explitiuer  par  là, 
comme  on  pourrait  tl’abord  le  croire,  l’aeeélération  que  l'en  M.  Mayer  a 
supposée  dans  le  mouvement  de  la  Lune,  pour  satisfaire  à la  fois  aux 
observations  anciennes  des  Chaldéens,  et  à celles  des  Arabes,  faites  daus 
le  ex'  siècle.  J’ai  fait  voir  ailleurs  que  cette  accélération  ne  pouvait  être 
produite  par  la  non-spliérieité  de  la  Terre;  mais  il  était  nécessaire  d’exa- 
miner en  particulier  l’effet  de  la  non-sphéririUî  de  la  Lune,  à cause  de  la 
circonstance  de  l’égalité  entre  la  rotation  et  la  révolution  de  cette  Pla- 
nète; et  cet  examen  achève  de  prouver  l'impossibilité  d’exprK]uer  l’équa- 
tion séculaire  île  la  Lune  par  la  Théorie  de  la  gravitation. 


SKf.TION  PREMIKRE. 

SVPIISITIOS  n os  SÉTHOIIE  ASV1.VTHH  s POC*  aSinrUBK  TOCS  CBS  enOBlBMBS 

IIB  DTSAMIOCB. 

I.  Le  principe  donné  par  M.  d’.VIembert  réduit  les  lois  de  la  Dyna- 
mique à celles  de  la  Statique;  mais  la  recherche  de  ces  dernières  lois  pâl- 
ies principes  ordinaires  de  l’équilibre  du  levier,  ou  de  la  composition 
des  forces,  est  souvent  longue  et  pénible.  Heureusement  il  y a un  autre 
principe  de  Statique  plus  général,  et  qui  a surtout  l’avantage  de  pouvoir 
être  représenté  par  une  équation  analytique,  laquelle  renferme  .seule  les 
conditions  nécessaices  pour  l’équilibre  d’un  système  quelconque  de  puis- 
sances. Tel  est  le  principe  connu  sous  la  dénomination  de  Un  des  vitesses 
virtuelles;  on  l’énonce  ordinairement  ainsi  : Quand  des  puissances  se  font 
equiUhre,  les  vitesses  des  points  où  elles  sont  appliquées,  estimées  suivant  Ut 
direction  de  ces  puissances,  sont  en  raison  inverse  de  ces  mêmes  puissances . 
Mais  ce  principe  peut  être  rendu  très-général  de  la  manière  suivante. 


Ifi 


T II  Rouie 


2.  Si  un  syslùinr  quelconque  de  corps,  réduils  à des  points  cl  lires 
par  des  puissances  quelconi[ues,  est  en  éijuililire,  et  (|u’on  donne  à ce 
système  un  petit  inoiiveinent  quelconque  en  vertu  du(|uel  chaque  corps 
parcoure  un  espace  intiniinent  petit,  1a  somme  des  puissances  multi- 
pliées chacune  par  l’espace  que  le  point  où  elle  est  appliquée  parcourt 
suivani  la  direction  de  celle  puissance  est  toujours  égale  à zéro. 

D’où  il  suit  que  si  m,  m,  sont  les  masses  des  corps,  P,  Q,  K,... 

les  forces  accélératrices  qui  sollicitent  le  corps  m vers  des  centres  quel- 
conques dont  les  distances  soient  p,  y,  r, . . . ; et  de  même  P , Q',  IV, . , . 
les  forces  qui  .sollicitent  le  corps  m'  vers  des  centres  dont  les  distances 
soient  p,  q\  r',. , et  ainsi  de  suite;  et  qu’on  suppose  que  les  lignes 

'/■  <• P'- 

deviennent 

l>  — op,  <1  — è<],  r — 5r pf  — ôp',  q'  — iq',  r' — ôr',. . 

par  une  variation  quelconque  inlinimeni  petite  dans  la  position  des 
corps;  on  aura  pour  l’équilihi'e  cette  équation  générale 

Pô/j -t- (Jôç R ôr -e  m'(  Pô/»'  •+i}'àq'  -*  K'ôr' 

m"\  P' $p"  Q" iq"  : It'ÔT"  . .t  + . . . = o. 

.f.  Pour  avoir  les  valeurs  des  variations  ou  difl'érences 
ip,  iq,  ôr,...,  àp',  ôq‘,  ir',..., 

on  dilférentiera  à l'ordinaire  les  expressions  des  distances  p,  q,  r, ..., 

p',  q',  r' mais  en  regardant  les  centres  des  forces  comme  fixes,  et  en 

faisant  varier  seulement  les  quantités  relatives  à la  position  de  chaque 
corps  dans  l’espace,  et  l’on  marquera  les  dilférentielles  par  la  caractéris- 
tique $ pour  les  distinguer  des  différentielles  ordinaires.  On  réduira  ainsi 
les  valeurs  de  toutes  ces  dilférences  à un  certain  nombre  de  pareilles  dif- 
férences qui  dépemlront  uniquement  du  changement  de  position  du  sys- 
tème, et  qui  demeureront  par  conséquent  indéterminées;  et  comme  l’é- 
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(jliiilion  précodciitc  doit  avoir  lipii  quoi  qn<>  piiiss«  ôtre  ce  dianponu'Ul, 
il  faudra  la  vérifier  indépendainmeni  des  différeiu'es  indéleriniiiées  dont 
il  s’agit,  et  par  eonséquent  égaler  séparément  à zéro  la  somme  des  termes 
multipliés  par  chaeiiiie  de  ees  indéterminées;  ee  qui  donnera  préeisé- 
ment  autant  d’équations  partieulicres  et  finies  qu’il  en  faudra  pour  1:1 
détermination  de  l’équililire  du  système  proposé. 

i.  Supposons  maintenant  que  le  même  système  de  eorpssoit  en  mon- 
vemenl,  et  que  a-,  y,  ï soient  les  eoordonnées  reetangles  de  la  eonrlie 
déerile  par  le  corps  m;  x\y,  z'  les  coordonnées  rectangles  de  la  conrlie 
décrite  par  le  corps  m',  et  ainsi  de  suite;  ces  coordonnées  étant  rappor- 
tées à trois  axes  fixes  dans  l’espace,  et  ayant  une  origine  commune.  Il 
i‘st  clair  que  le  mouvement  ou  la  vite.sse  du  corps  m dans  l’instant  (il 
peut  être  regardée  comme  composée  de  trois  autres  vites.s<'s  exprimées 
par 

rix  ily  dz 

777’  777  ’ 7i' 

et  dirigées  parallèlement  aux  axes  desx,  v,  z.  Il  est  de  plus  évident  que 
si  le  corps  était  libre  et  qu’aucune  force  étrangère  n’agit  sur  lui,  chacune 
de  ces  trois  vites.ses  demeurerait  constante;  mais  dans  l’instant  suivant 
elles  se  changent  réellement  en  celles-ci 

dx  ,dx  dr  ,dy  dz  ,dz 
in^''di'  dJ^'‘iî'  777  -^'^777’ 

donc,  si  l'on  regarde  les  vites.ses  précédentes  comme  compo.s<Vs  de  ces 
dernières  cl  des  vitesses 


, dx  , dy  , dz 

-^di'  ~‘'dt'  -''dî' 


ou  bien  [en  prenant  dt  constant) 


</'x 


d’y 


d'z 


il  s’ensuit  que  cellc.s-ci  doivent  être  détruites  par  faction  des  forces  (|iii 
V.  3 
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iigissent  sur  les  corps.  Mais  ces  vitesses  sont  dues  à des  forces  accéléra- 
trices éj'ales  il 

d'x  tl’r  rf’î 

~1ÎF'  ~Hn'  ~Hi=' 

et  dirigées  parallèlement  aux  axes  des  x-,  y,  z (en  exprimant,  suivant 
l'usage  reçu,  la  force  accélératrice  par  réléineiit  de  la  vites.se  divisé  par 
rélément  du  temps),  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  ii  des  forces  égales  à 

d'x  d'y  d'z 

IF'  lin'  ITn' 

et  dirigées  en  sens  contraire,  c’est-à-dire  suivant  les  ligues  mêmes  x,_v, 
j;  donc  il  faudra  que  ces  forces,  étant  supposées  appliquées  au  corps  »i, 
soient  détruites  par  l’action  de  toutes  les  autres  forces  du  système.  Il 
faudra  par  la  même  rai.son  que  les  forces 

d'x'  d'y'  (/'*' 

Ttn'  Ifr'  lïF' 

étant  supposées  appli(|uées  au  corps  /«'  suivatU  les  lignes  x',  y',  z,  soient 
aussi  détruites;  et  ainsi  de  suite.  D'oii  il  suit  qu’il  doit  y avoir  équilibre 
entre  ces  dilférentes  forces  et  les  autres  forces  qui  sollicitent  les  corps, 
et  qii’ainsi  les  lois  du  mouvement  du  système  se  réduisent  à celles  de  son 
équilibre;  c’est  en  quoi  con.siste  le  beau  principe  de  Dynamique  de 
M.  d’Alembert. 

5.  Donc,  pour  avoir  les  équations  du  mouvement  du  système  proposé, 
il  n’y  aftra  qu’à  chercher  celles  de  l’équilibre  des  corps  m.  ni',  ni",... 
stdlicités  par  les  forces 

I»,  Q,  R P',  Q',  R' P%  R 

suivant  les  lignes 

p,  q,  r,.. .,  p',  q',  r' p“,  q",  r" 

comme  dans  le  cas  du  n'’  2,  et  de  plus  par  les  forces 

d'x  d'y  f/’i_  d'x'  d'y'  d'z' _ d'x"  d’y"  d’z" 

HF’  Un' ldi'  ’'  ~3F'  dF'  liF’’  FTF'  lÎF'  'dï''  "' 
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suivant  1rs  lignes 

x,y,  H x‘,  f,  2';  x",y“,  z‘\ 

.\insi  il  ne  faudra  qu'ajuiiter  au  premier  membre  de  réijuatiuii  générale 
du  numéro  cité  les  termes  dus  à ces  dernières  forces. 

ür  les  lignes  X étant  toujours  parallèles  entre  elles,  on  peut  les  regar- 
der <'umme  concurrentes  à un  point  infiniment  éloigné  et  prendre  ce 

point  pour  le  centre  des  forces  Soit  k la  distance  infinie  de  ce  point 

au  plan  auquel  les  lignes  x sont  terminées  et  (|ui  les  rencontre  à angles 
droits,  on  aura  x + h pour  la  distance  du  corps  m au  centre  des  forces 
dont  il  s'agit,  etd.r.sera  la  variation  de  cette  distance,  en  supposant  que 
la  position  du  corps  varie  et  que  celle  du  centre  demeure  fixe,  parce 
qu’à  cause  de  la  perpendicularité  de  la  ligne  A sur  le  plan,  la  variation 

de  cette  ligne  est  nulle.  Donc  le  ternie  dû  à la  force  agis.sant  suivant 
la  ligne  x sera  sut''*®- 

Ainsi  il  faudra  ajouter  au  premier  membre  de  l'équation  du  n"  i les 
termes  suivants 


(d'x 

i3jr  4- 

d'r 

d't 

iz  ) 

"\-dF 

dF 

h’ 

“V* 

dr 

, / d'x* 

-4 

d’r' 

tî»*' 

d^z' 

52'^ 

lii' 

O/ 

dr 

J d'x" 
[-TF 

ôx''4- 

d'r" 

~3F 

'-h 

d'z'" 

ür 

iz") 

Kt  l’on  aura  cette  équation  générale  pour  le  mouvement  du  système 


ftl'x 


fl  y*  '■ 


'■( 


<u 

! d'x'  . , (/*>•'  , (/>2' 


P ip  -f-  Q 0^  -I-  H èr  -f-  ^ 

IF"’  ~dF  ^ Q'^9'-*-  R'ôr'-i-...^ 

„l(l'x"  , , rf’r"  > , d‘i''  , 


•"  -4-  Q"  ^ ir 


3. 
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().  l'our  en  faire  usage,  on  remarquera  d’alioril  que,  si  l’on  ilénole  par 
'.r,,  J,,  3,  les  eoordonnées  reclaiigles  qui  ilélerininenl  la  pusilioii  du  een- 
Ire  des  forces  P,  par  i,  celles  du  cenlre  des  forces  Q,  para", 

îj  celles  du  centre  des  forces  U,  el  ainsi  des  autres,  ces  coordonnées 
étant  rapportées  aux  mêmes  axes  que  les  coordonnées  des  corps,  on  aura 

p = — 'âTj'-)- (/— -t- (Z  — î.)’, 

y = \{x  — a, )•  -e  iy  —p )•  -+■  (z  — z, 

r = + 


de  sorte  qu’en  dilTérentiant  on  aura  les  valeurs  de  d/j,  üq....  exprimées 
eu  üx,  $y,  Hz.  El  l’on  trouvera  de  même  celles  de  5/>',  (tq',...  en  Sx', 
Sy',  Sz',  et  ainsi  de  suite. 

De  plus,  en  avant  égard  à la  disposition  mutuelle  des  corps,  ou  aiii'a 
une  ou  plusieurs  équations  de  condition  entre  les  variables  x,  y,  z,  x'. 
y',  z',...,  par  le  moyen  desquelles  on  pourra  exprimer  toutes  ces  varia- 
bles-par  quelques-unes  d'entre  elles,  ou  bien  par  d’auttx's  variables  en 
moindre  nombre  et  telles,  qu’elles  soient  entièrement  indépendantes  el 
répondent  aux  dilférents  mouvements  que  le  système  peut  recevoir. 

Nommant  donc  ces  variables  indépendantes  u un  aura,  par  la 

substitution  et  la  dill'érentiation,  les  différences  5x,  Sy,  âz,  Sx,  Sy',... 
exprimées  par  celles-ci  df,  5>f,  d'a,...,  et  l’équation  générale  du  nu- 
méro précétlent  prendra  celte  forme 

‘è  -t-  a-  ü dw  -)-...  ==  O. 

Or  les  variables  y,  tji,  w,...  étant  (hypothèse)  indépendantes  les  unes 
des  autres,  leurs  dilférences  Sf,  S<j>,  d«,...  seront  absolument  indéter- 
minées; donc  pour  satisfaire,  en  général,  à l’équation  précédente  il  fau- 
dra faire  séparément  ’’•* 

<b  — O.  'f  = o,  12  = 0,.... 

Os  équations  particulières  étant  en  même  nombre  que  les  variables  in- 
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(k'ifi'minéfs  y,  ij<,  w,...  scrvii-onl  à ilétcrm’mer  ces  mêmes  varialiles,  ei 
par  consêi|uenl  le  mouvemenl  de  tout  le  système. 

7.  Telle  est  la  méthode  générale:  mais  elle  est  suseeplihle  de  dillé- 
reiites  simplilicatioiis  que  nous  exposerons  ailleurs.  Nous  nous  conten- 
terons ici  de  montrer  comment  on  peut  abréger  le  calcul  nécessjtire  pour 
réduire  les  quantités 

f/’x  âar  -h  </')•  i >■  -t-  f/'î  iz 
en  lonctions  de  v 

Pour  cet  elFet  je  remarque  que,  puis(|ue  les  deux  caraetéristi(|ues  </  et  o 
représentent  des  dilTérences  ou  variations  indépendantes  entre  elles, 
toute  quantité  alFectée  de  ces  deux  caractéristiques  à la  lois  doit  avoir  ta 
même  valeur,  dans  quelque  ordre  (|u'elles  soient  placées,  ce  qui  est  facile 
à démontrer  et  forme  le  principe  fondamental  du  Calcul  des  variations. 
Ainsi  d Sjc  sera  la  même  chose  (|ue  9 d.r,  rf’  Jx  la  même  chose  que  (îrf’.r, 
et  ainsi  du  ix'ste. 

Il  .s’ensuit  de  là  que  la  quantité 

d'x  ix  -V-  d‘r  d >■  d’z  iz 

sera  la  même  idiose  que  celle-ci 

»/(  dx  àx  dyir  -t-  dzdz^  — - iJi  dx’  ■+■  dr‘  ■+■  dz‘  ; 

ï 


de  sorte  qu’il  ne  s’agira  que  de  trouver  la  valeur  des  deux  quantités 

dx  àx  -+-  dyày  -H  dz  àz,  dx'  dr’  dz' 

en  y,  ■{/,  u et  leurs  différences,  et  de  différentier  ensuite  la  première 

par  d et  la  seconde  par  3,  c’est-à-dire  en  affectant  les  différences  des  i-a- 
ractéristiques  d ou  3. 


K.  Or  X étant  une  fonction  de  p,  ÿ,  u on  aura 


J dx  , dx  ,,  dx  , 

dx  TX  -J-  -yr  «SI  -t-  . . . , 

rf?  rf'è  ^ d'a 
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THEOHIE 


<•1  ili-  même 


Dune 


iU 


rix 


,!x 


di  dZ 


dxix  _ rfifij?  -U  -e 

et  ainsi  des  autres  <|iiantités  semlilahles  rfv’,  rfv5v.  rf:  5;. 
Ainsi  la  i|uanlité 

dx'  -e  rfr’  — di' 

s*M'a  de  la  forme 

I,  rfy’  -t-  a M rfy  d’^  ■*■  N rf'4>’  + . . . , 

!..  M.  .N, . . . étant  des  funetions  connues  des  variables  linies  y,  ’i. . . 
de  niéine  la  ()uanlité 

dx&x  ■+  dy  Sr  — dz  iz 

sera  de  la  forme 

L rfy  lîy  -i  M rfy  i']<  d<^  iy  1 -t-  N rf'^  oi}(  . 

Donc,  en  dilférentianl  la  pnoiiière  de  ces  quantités  par  ü,  on  aura 


et 


- lîi  rfa*’  4-  rf)  * -+-  dz*) 

7 

= iai.rfy>4-  Lrfyarfy  -t-aMrfyrf->  -u  Mrf+6rfi  -e  M rfy  6rf|  -t-  . . . , 

et  en  dill'érentiant  la  seronde  par  rf,  on  aura  pareillement 
d(dx Sx  -4-  dy  Sy  -1-  dzSz  ) 

— d{Lds,Sf  ■+  Lrfy  rfdy  rf,  M rfy)a'|<  -*  M rfo  rfa4' •+  rf  Al  rf'^iiôy  -eMrf'y  rfày-e.... 

Retranchant  donc  la  quantité  précédente  de  cette  dernière,  en  se  souve- 
nant que  drfy  est  la  même  chose  que  rfdy on  aura  la  valeur  de 

d’xSx  + d’rS  y rf’t  ij, 

laquelle  sera  exprimée  ainsi 

r)l  //ci’ 

d[  L rfy  ) jy ^ — h rf( M rfy  ) -4-  rf( M rf'è  ) ô?  — ôM  rfy  rf’,j/  -e . . . . 
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Olte  quantité  résulte  évidcininont  de  relie  qui  exprime  la  valeur  de 

-6[tlx^  -+-  dy*  ds*), 

n “ 

si  l'üii  y change  les  signes  de  tous  les  termes  (|iii  conliennent  des  dill'é- 
renees  all’eclées  de  la  simple  caractéristique  3,  et  que,  dans  les  autres 
lermes  où  se  trouvent  les  dilTérences  all'ectées  de  la  double  caracléris- 
lique  üfi,  on  eirace  la  d après  la  5,  et  qu'on  l’applique  aux  quantités  par 
lesquelles  ces  didérences  sont  multipliées. 

Ainsi  l’on  changera  le  terme  ^ en  — ^ le  terme  Lr/j 

en  rf(Lrfs)  et  ainsi  des  autres. 

Cette  règle  est,  comme  on  voit,  très-simple,  et  facilite  extrêmement  le 
mécanisme  ilu  calcul  que  notre  méthode  demande.  On  pourrait  la  dé- 
montrer à priori;  mais  nous  avons  préféré  1a  démonstration  précédente, 
comme  étant  plus  smisihie  et  plus  convaincante. 

9.  \ l'égard  des  termes 

Pô/> -+- y -t-  It  or . 

et  de  leurs  semhlahles,  on  remarquera  (|ue  dans  le  cas  «le  la  nature  les 
forces  P,  Q,  R,...  sont  ordinairement  des  Ibnclions  «les  distances  p,  </, 

r en  .sorte  «|ue  les  termes  «lont  il  s’agit  sont  tous  intégrables:  ce  «|ui 

fournit  aussi  un  moyeu  de  simplitier  beaucoup  le  calcul  de  e«‘s  termes; 
car  d n'y  aura  qu'à  intégrer  d'abord  à l'ordinaire  la  i|uantité 

P <//«  ^ y dt)  + Il  (/;• 

et  la  redillérentier  ensuite  relativement  à la  caractéristique  >î. 

Dans  le  Système  du  monde  on  a 


P = 


/ 


/,  g,  /«,...  étant  des  constantes;  ilonc  on  aura  dans  ce  cas 


Vàp  -I-  y ôy  R or 
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10.  D('  ce  ((ue  nous  venons  de  déiiioitlrer  résulte  une  méthode  loil 
siniple  pour  tCMUsl'oriner  réqusitiun  générale  du  n"  5 par  la  .suhstitution 

d'autres  variables  i|uel('onques  à la  plaee  de  x,y,  x',y‘,  î'; 

Soit,  pour  abréger. 


dx'  4-  dy'  - 

I m — 

7-dl’ 


dz’ 


,dx  ‘-t  dy  ’-i 

■ m — 

7dl’ 


dz'' 


\ = m Ç{^d/t  -e  Qdf/  lidr  •^...) 
m'  I {P'dp'  — Q'd(j'  K'dr 
m"  I Vdp"-*-  Q'dq'  ~ R'rfr'-f- . . 


Kt  supposons  x._v,  x',y',...,  exprimées  par  d'autres  variables  quel- 
conques 'j> On  substituera  les  valeurs  données  de  x,  y,  î;  x', 

y', . . . en  y , (J/,  'a. . . . dans  les  deux  quantités  T et  V;  on  dilTérentiera  en- 
suite suivant  a,  en  regardant  y.  'j/,  w....  et  th,  dj,  d'a,...  comme  des 
variables  particulières:  et  l'équation  générale  deviendra 


il 


il. 

orf'i 


oT  ^V\,,  /^oT  n 

t-i  t ’f  ) ^ V 'idi. 


JV\  . 

J-  la»  4-. ..-O, 


en  entendant  par  ^ le  eoellicient  de  dans  la  dillércntielle  de  T,  par 
le  coeflicient  de  dans  la  même  dilTérenticllc:  et  ainsi  du  reste. 

>î<79 

1 1 . Si  les  variables  u,...  sont  indépendanl.es  entre  elles  (et  l’on 
peut  toujours  les  prendre  telles,  qu'elles  le  soient;,  on  aura  sur-le- 
champ  (6),  pour  le  mouvement  du  système,  ces  équations  particulières 


oT 

ir 

ôv 

df/9 

' 5, 

oT 

ô*r 

6\ 

■ 

'iji 

èT 

ÔT 

av 

odôi 

QU 
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Mais,  si  ces  variables  ne  sont  pas  inilépeiulantes,  alors  il  faudra  ré- 
duire les  diirérences  $9,  5'i,  . au  plus  petit  nombre  possible,  et, 

éÿ'alaiit  ensuite  à zéro  le  eoellicienl  de  ebaeune  de  celles  qui  resteront, 
on  aura  les  équations  du  Frobléme. 


12.  Si  l’on  multiplie  les  équations  précédentes  respeclivemeiil  pai  f/p, 
d',!,...,  qu’eiisiiite  on  les  ajoute  en.semble,  un  aura  une  équation  in- 
téfîrable.  En  ellet,  puisque 

, , ,,  , of  , , ijT  1/  ôï  J J,  J \ 

<5T  „ ÔT  . , 5T  ,, 

- 57/0'' 


idiit 


l’equatiou  dont  il  .s'agit  sera 

,/  ôT  , /,  I \ 

0É/9  ooif  O a*»  / 


■îT  , ÔT  . , „ 


— r/cy  — TT  «y 
09  o'y 


qT 

^ (Jfi) 

67 

6m 


oV 


ih 


adt  r—  rt'ii  : 

^ O'I» 


oy  ' 

Or,  V mu*  foiic  l'ion  ruiie  iïv  on  iaira 


ii\ 


J\ 


ti\  = ~T~  -4  TT 

//iL  ^ 


f/\ 

#/6»- 


rA.»  • 


*i\  oV  ,/V 

0';’ 


f/y  ôç  ’ f/ij^ 


ro  4|iii  est  («vident  par  la  tialurt*  du  Caltul  diflereiUiel.  D<nu*  on  aura  aussi 


6\ 

o:> 


ftZf  -4-  “ f/d»  -4-  ~ f/M  -»  . . . = f/\  . 


On  démontrera  de  même  <|ue,  puisque  T est  une  funetion  des  (|uantités 
linies  9.  'i,  v),...  et  de  leurs  ililVérences  premières  f/9,  d'^,  d-,i,....  en  re- 
V. 


■* 


21) 
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{{ui'diint  9,  ta,...,  th,  </•]«,  d’ü,...  cuiiime  aillanl  ilc  varialiles  iiuli‘iM‘ii' 

liantes  les  unes  des  autres,  on  aura 


oT  , ,,  ÔT  . if  , , if  ,,,  ,,  / I 

i «■2/  + -c  il'it  -i-,-  O i/s  -t-  -r-ir  « «'J'  "•  ■r-ï—  » -f- . . . = « I . 

ov  oi{i  ou  oih  o«<J» 


ô </m 


Ainsi  réi|uatiuii  |>réeédeule  prendra  eetle  forme 

( il:  ^ â:  ^ + •••)-'/•'  + «/'  O. 

dont  l’intégrale  est 

ôT  . ôT  ,,  ôT  , ...  ,, 

-:-j-  «s  + —.7  «y  -e  7-,-  «4>  + . . . — t l'onsl. 

od'j  ooy  o</4i 

Je  remarque  maintenant  que  par  la  nature  de  la  quantité  T on  a né- 
eessairement 

, ÔT  ,,  ÔT  , 


O ifftt 


t'.ar  T étant  une  ronetiou  homogène  de  deux  dimensions  des  dillérenees 
da\  (/y,  dz,  dx',  dy' , dz',...  (10),  elle  sera  aussi  une  pareille  funetion 
des  diirérences  df,  rf'i,  i/'o,...;  dune,  regardant  ees  dillérenees  eomme 
des  variables  partieulicres.  on  aura  par  la  priqiriélé  ronnue  de  ees  sortes 
de  fonetiuns 

</l 


i/T  , i/T  ,, 
</o  -t-  ,-rr  d-^  - 


dd 


ddl 


011.  ee  qui  revient  au  même, 
ÔT  , ÔT 


dd’i! 


ÔT 


d't>  iT, 


d'\  + a l - 


ôi/y  ôi/|  ” ^ ^ ô</')i 
L’intégrale  trouvée  deviendra  donc 

Th-  V=  eonsi.. 


équation  qui  n’est  autre  chose  que  celle  qui  renferme  le  principe  eonnu 
de  la  consenalion  des  forces  vices;  car  il  est  visible  que  aT  exprime  la 
somme  des  forces  vives  actuelles  de  tous  les  corps  du  svsième,  et  que 

consi.  — 2 \’ 
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cst  ù lii  vah'iir  de  ces  (brci's  en  supposani  les  eorps  libres  et  isolés 
( numéro  eité). 

.Notre  inéilioile  donne  ainsi  une  démonstration  direete  et  générale  de 
ee  fameux  prinei|K‘,  mais  on  aurait  tort  de  la  eonfondre  pour  eela  avee 
ce  même  prineipe;  ear  ee  priueipe  ne  donne  de  lui-mème  <|n'uiie  seule 
é<|uation.  et  ne  .sullit  seul  que  pour  résoudre  les  Pnd)lèmes  qui  ne  de.- 
maiidenl  qu'une  seule  é(|uatiun;  au  lieu  que  nutr<‘  méthode  donne  tou- 
jours toutes  les  équations  néee.ssaires  pour  la  solution  du  Problème. 

On  aurait  pu  au  rest*‘  déduire  immédiatement  le  prineipe  de  la  eon- 
servation  des  Ibrees  vives  de  l'équation  générale  du  n”  5,  en  ebangeaiit 
la  earaetéristi(|ue  ü en  f/  (ee  ipii  est  évidemment  permis,  pui.s<|ue  les  dif- 
férenees  mar(|uées  par  5 sont  indéterminées  et  arbitraires)  et  intégrant 
ensuite;  mais  nous  avons  eru  qu'il  n'était  pas  inutile  de  faire  voir  eom- 
ment  les  dilférentes  équations  dilférentielles  du  mouvement  du  système 
fournis.sent  toujours  une  équation  intégrable,  (|ui  n'est  autre  ebose  (|ue 
relie  de  la  eonservation  des  Ibrees  vives. 

O).  Si  le  système  donné  était  eomposé  d'une  inlinité  de  partieules 
animées  par  des  Ibrees  queleonques  proporlionnelles  ii  des  Ibnetions  des 
distanees;  nommant,  en  général,  (/m  la  masse  de  ebaque  partieide,  P, 
Q,  R,...  les  Ibrees  (|ui  la  sollieitent  vers  des  rentres  donnés  et  (|u'on  sup- 
pose proportionnelles  à des  fonetions  des  di.stanees  p,  </,  /•,...  à ees  ren- 
tres, a-,  y,  : les  eoordonnées  reetangles  ijiii  déterminent  la  position  de 
eette  parlienle  dans  r<Tspaee:  et  dénotant  par  le  signe  S des  intégrations 
relatives  à la  suinnir  de  toutes  les  partieules  du  .systi'ine;  il  est  elair  que 
les  (piantités  T et  V ilii  n"  10  deviendront 

S ( -'-(/)••-  tJz  • I </m 

Srffli  j fr/p  ^ {Jt/t/  Hf/r-t- 

l-'t  l'on  pourra  apri's  les  substitutions  faire  sortir  hors  du  signe  S les 
variables  f,  qui  sont  eensées  ne  dépemire  (|ue  de  la  position  du 

systiune  en  général 

I 
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TH  KOHI  E 


Diiiis  II*  Sysli*nn“  ilii  mond**  on  aura 


diilK- 


R = 


f/m  f/m  , dm 

if  S n ÎS 


SECTION  DEUXIEME. 

tPPLIC.tTIU\  tlK  !.«  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE  t ÉA  RECUEDCIIK  DEP  ÉUT^TiUN» 
PflDR  I.E  MOUVEMENT  D UN  CORPS  SOLIDE  DE  PIGI'RE  VI  ELCOSgl'E.  ATTIRÉ 
PAH  DES  FORCES  UU ELCONgU ES . 

14.  Il  l'aul  cuiniiiunrer  par  clu-ri'lior  les  i-oiidiliuns  ijiii  n-Miltfiil  du  la 
sididilù  du  corps;  or  eus  condilion.s  uonsislunt  évidumniuiil  un  eu  (]uu  lus 
dislaiiuus  mutuelles  du  tous  lus  points  du  corps  demuuiriit  iiivarialdus. 
Nommant  donc,  en  général,  J", y,  s lus  coordonnées  ruclanglus  d'un  point 
ipiclronipic  du  corps,  ut  J",, y,,  î,  lus  coordonnéus  ructangics  d'un  autre 
point  du  même  corps,  il  faudra  i|ue  la  (|iianlité 

vix  — t.r  — y,  ,‘-e  — s,  i* 

soit  toujours  la  même,  ut  soit  par  conséipiunt  indépundantc  du  moiivu- 
munt  du  corps. 

Ola  püs<‘,  soient  x',  y',  s'  les  coordonnées  d'un  autre  point  du  corps 
pris  à volonté  et  que  nous  appellerons  dans  la  suite  lu  centre  du  corps,  ut 
soit,  un  général, 

x = *'.+-Ç.  y É,  s — 

il  est  visible  (|uc  5,  tj.  Ç seront  lus  coordonnéus  du  même  ulemuni  ilii 
corps  auxquelles  appartiennent  les  x,  y,  :,  mais  rapportées  à des  axes 
pas.sant  par  le  centre  du  corps  et  parallèles  aux  axes  des  .r'.  v‘.  Si 
donc  r,,,  J,  sont  les  valeurs  de  ï,  r,,  Ç pour  relement  qui  ap|iartient 
aux  cuurdoniices  x,,  y,,  un  aura  aussi 

a:,  = X*  , y,  = 1'  + T.„  Z,  — 3'  -e  ï. . 
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et  la  (lislailt'c 


viJ  - y — }\  ‘+z  — :,’ 


sera  ex|)niiu*e  par 

V'(  î — î.)' -*■  (K  — H- i ? — Ç.i'- 

!>(■  sorti-  que  k‘s  i-oiiililiuiis  provriianU's  ili-  la  sol'ulité  ne  pourront  rejîar- 
iler  que  les  eooriloiinées  r>,  J,  et  nulleinenl  les  eoonlonnées  .r',  v',  s', 
lesquelles  deineureront  par  eonséipient  imlélerniinées.  (Test  ee  qui- est 
(railleurs  évident  de  soi-inéine,  puisipie  ees  dernières  eoordonnées  se 
rapportent  à un.  point  déterminé  de  la  niasse  dn  corps,  dont  la  position 
ilans  l’espace  peut  être  quelconque. 


15.  Toute  la  dilliculté  se  réduit  donc  il  déterminer  la  t'urme  des  quan- 
tités £,  i;,  f , en  sorte  qu’elles  satisl'assent  aux  conditions  de  la  solidité. 
Or  je  remarque,  en  |;énéral,  que  si  l’un  imaf;ine  dans  l'inléricnr  dn  corps 
trois  axes  lixes  et  perpendiciilaire.s  entre  eux  (|ui  .se  coupent  dans  le  cen- 
tre du  corps,  et  qu’on  rapporte  à ees  axes  la  posirion  de  chaque  point  du 
corps  par  de  nouvelles  coordonnées  reclanj»les  a,  h,  c,  ces  coordonnées 
.serviront  à déterminer  la  position  et  la  distance  inutnelle  de  tous  les 
points  du  corps;  de  sorte  que  le  corps  sera  solide  lorsque  ces  coordon- 
nées 8(>ronl  constantes  pour  chaque  point  dn  corps,  et  par  conséquent 
indépendantes  du  temps;  mais  si  elles  peuvent  varier  d'un  instant  à 
l’antre,  le  corps  changera  alors  de  ligure,  comme  les  coi  ps  llexihiesou 
iluides.  Il  n’y  aura  donc  qu’à  chercher  les  valeurs  des  premières  coor- 
données ïi,  ^ exprimées  pai’  les  dernières  a,  h,  c.  et  les  conditions  de 
la  solidité  seront  remplies  en  regardant  ces  dernières  comme  constantes. 

Or,  comme  ces  diirérentes  coordonnées  se  rapportent  aux  mêmes  points 
dn  corps,  et  ont  d’ailleurs  leur  origine  dans  le  même  point  (|u’on  prend 
pour  le  centre  du  corps,  mais  ne  dillèrent  que  par  la  position  de  leurs 
axes,  il  n’est  pas  diilicile  de  trouver  les  valeurs  dont  il  s’agit,  soit  à l’aide 
de  la  Trigonométrie,  ou  par  des  constructions  géométriques,  ou,  ce  qui 
est  encore  plus  simple,  par  la  Théorie  connue  de  la  traiisl'ormation  des 
coordonnées;  nous  les  donnerons  plus  lias,  et  nous  commencerons  ici 
par  faire  des  remarques  générales  sur  les  expressions  de  ces  valeurs. 
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16.  Sans  clifirlMT  rt‘S  (‘X|iri'ssions  on  poul  il’aliord  coin'luro,  suil 
la  Tlicoric  (l<*  la  transl'onnation  des  coordonnéos,  soit  de  ccUe  considcra- 
lion  i|(i'cn  .sn|i|>osaiil  ou  ou  ^ rmistuntos  'ce  qui  dniinc  des  plans 
pcrpcndicniaires  aux  axes  de  ces  memes  coordonnées)  on  doit  avoir  lou- 
joiirs  des  c(|ua(ions  linéaires  entre  a,  h,  e;  on  peut,  «lis-je,  conclure  de 
là  (]iie  les  valeurs  de  £.  t,,  J en  a,  h,  c ne  peuvent  être  que  «le  la  tonne 
suivante 

r,  - li  n'  f>~n  en", 

?-  ar-4  fcr-ccr. 

les  quantités  r,’,  t,",...  étant  les  mêmes  pour  tons  les  points  du 

corps  et  dépetldani  uniquement  de  la  position  de  ses  axes  par  ra|qiort  aux 
axes  lixes  des  coordonnées  ar,  _v.  z. 

Or  les  conilitions  d«>  la  soli<lite  du  c.orps  consistent  en  ce  «pie  la  dis- 
tance entre  deux  points  (|nelcun«pies  doit  être  constant«-,  et  par  « «insé- 
«pient  in«lcpi'ii<lante  «l«-s  ipiantit«'S  £',  r,',  T,  y;",  ...  ; «loue,  si  r«in  su|i- 
pose  que  les  coor«Ionné«-s  a.  h,  r et  ij.  Ç ré|iondenl  à un  point  du  c«ir|is, 
et  que  pour  un  autre  point  elles  devi«‘nnent  a,,  b,,  c,,  £,,  r,,,  il  «‘sl 
«dair  «pie  la  distance  entre  ces  d«•ux  points  sera  exprimi'c  également  par 


et  par 


V ( n — a,  -t-  ( i - (c  — c,  ’ 

k 5 -t- 'y; — (ï— ï, 


«■n  sorte  qu'il  faudra  «pr«m  ait  «'ette  équation  identiipic 


ï-  ï,  -=  « - c-c,  >. 

Mais  il  «‘.St  visible  «pie  pour  avoir  r,,,  il  n'y  a tpi'à  changer  », 
h,  c en  a,,  b,,  c,  ilaiis  les  «‘X[ir«‘ssions  précé«lentes  «le  £,  r,,  et  «pi'ainsi 
pour  av«)ir  £—£,,)!  — k;,,  il  n'y  aura  ipi'à  mettre  «lans  les  niéni«'s 

expressions  » — »,,  b — b,,  c — c,  au  lieu  «le  a,  b.  c. 

Substituant  donc  ces  valeurs  dans  rcquation  précéd«'nte  et  «'om|iaranl 


Digitized  by  Google 


I»K  I.A  UUKVTION  l»F.  I. A LUNE,  ETC.  :U 

k's  tci'ini^s  si'inl>lal)les,  on  iiuni  ces  si\  éi|ii:itions  de  eoiulilioii 


t" -e  V» -t- r*  = ' 

. î'r  + «'r'  + ç'r=-o, 

. rr+>i"r.'+r!:"=o. 

enlia-  les  neuf  variables  |',  r/,  Ç', 

1",...;  en  sorte  que  ces  variables  se  ré 

duii'ont  H trois  indét(!rminées. 

17.  Si  l’on  voulait  avoir  les  valeurs  de  a,  b,  c en  ■<).  Ç.  il  sullirail 
d’ajouter  ensemlde  les  trois  équations  ci-dcssus 

'—«5'  + ....  Kl  = an'-(-. . .,  ; = «!;' H-..., 

après  avoir  inulliplié  respecti veinent  ces  é(|uations  par  r,',  Z',  par|", 
r,",  et  pari",  r,",  car  en  vertu  de  ces  six  équations  de  condition 
trouvées  on  aura  sur-le-champ 

-t-ï!»'  -eïÇ', 

6=ir-i-î)yi"-i-;r. 

Or,  coinine  ces  expressions  de  a,  b,  c doivent  satislaire  égaleineul  à l’e- 
(|ualion  identique 

ri  — <*.  ' -e  ( fc  — A,  ('  -e  ' c — c,  = ( ' — ' -i-  j:  — »î, 

en  les  sulistiluanl  dans  celte  équation  et  comparant  les  termes  lioiuolo- 
ÿ^ues,  un  aura  ces  six  autres  équations  de  condition 

■"  -t-  ï'«'  l"r,"  -U  ï-rj"  “ o. 

/i''  -I-  r,"'  -t-  = I . I'  r r ï"  - o. 

r‘-i- r*  - I.  r.'ï'-(- r - 

lesquelles  doivent  être  une  suite  nécessaire  de  celles  qu'on  a trouvées  ci- 
dessus,  puis(|u’elles  ré.siiltent  de  la  même  é(|uatiou  iileiitiqiie. 

18.  Substituons  maintenanl  dans  les  expressions  de  T et  \ du  n"  II), 
pour  .r,  y,  î,  leui-s  valeurs  ar'-i- 1,  v'-i-  r,,  z'-h  | 1 4 . 
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On  ciiii'u  ir»iioi'il 

//r’-  — f/y'tlr.  dz'dX  d^^-^  dr/-^  d^^; 

iniillipliiiiit  |i:ir  dm  i-t  iiiti'-j'nint  |>ar  r:ip|mrl  à la  <’ai‘acltTisti(|iii‘  S.  la- 
(|iifll(‘  III'  n-ganlo  <ni<*  la  variahilité  «les  coonlonnées  a,  b,  c eonleiiues 
ilans  les  valeiii’s  «le  •«;,  î,  pnisi|ue  res «■oor«l«>nn«'>es  sont  les  seules  i|uai)- 
tites  (|ui  varieiil  «rtin  poiiil  du  rorps  à Taulre,  un  aura 

^ ftj"' ^ ^ d.r'^dztfm-i-d}'i^flr.ftni~r 
~ ■!  lit  * ’ hP  tth' 

et  il  ne  restera  plus  «lu’ii  substituer  b-s  valeurs  de  dz,  dr,!  dt. 

Or,  I «‘tant  «'■gai  à «£'  ■ /«£"  + c|',  on  aura,  en  reganlanl  a.  b,c  eoninie 
«'«instantes  dans  la  «liiïerentiution  «le  |,  et  ensuite  roinine  seul«-s  varialib's 
«lans  rint«>gratir>n  tnaripii'e  par  S,  on  aura,  dis-je. 

Sdidm  — «/''Sa«/ni  df"SI>dm  «/-"Sr'/ni. 

et  r«)ii  aura  de  in«'*ine  U's  valeurs  de  Sdr,dm,  Sdtilni  «‘ii  rliangeani  dans 
la  pree«'«lente  la  lettre  | en  r,  ou  J. 

19.  Mais  je  reinai  «|ue  que,  si  r«in  supp«ise  (ee  «pii  est  permis  «'t  ni«'ine 
trt's-naturel)  «pie  le  point  qui'  nous  avons  pris  pour  le  «-entre  du  «-or|>s  ( I l) 
en  soit  l«'  viTÎtable  centre  de  graciié,  les  valeurs  des  intt'grab's 

Sndm,  Shdm,  Sedm, 

i|ui  expriment  l«‘s  sommes  des  muineiltsde  « liaipie  parlii'iib-  d/n  du  eorps 
par  rajipurt  à trois  axes  passant  par  son  «-entre,  seront  niilles  par  les  pro- 
pi'ii'li-s  eonnues  du  «-entre  «1«-  gravit»-.  De  sorte  «pi'on  aura  «lans  «-«-tle  liv- 
potlièse 

S'/;rfni  — O,  Sd/,dm  o,  S«/ï«/ni— •>, 

«'«■  «pii  simplilie  beaiteoup  la  valeur  «le  T,  et  la  ri'-diiit  à 

dx’’ dy’’ -t  dz‘‘ ^ dZ-)dm 

I - - ' —} - • 

■?#//* 

Ollf  fxprfs.^ion  (U*  T e^l,  ciMniiie  <»ii  voil,  d<*  deux  parties. 
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dont  lu  |)ii*iiiiere  dépi-nd  un't(|uemriit  des  variablos  x',  j',  s'  i|ui  se  raie 
portent  an  rentre  de  gravité  du  eorps,  et  dont  la  seconde  dépend  senle- 
inenl  des  variables  r,,  Ç qui  donnent  la  position  de  toutes  les  particules 
du  corps  autour  de  ee  centre;  ainsi  ces  deux  parties  sont  indépemlanles 
enire  elles  et  peuvent  être  traitées  séparément.  La  première  n’est  autre 
( liose  que  la  valeur  de  T qui  aurait  lieu  dans  le  cas  oii  l’on  supposerait 
tout  le  corps,  dont  la  masse  est  Srhn,  concentré  dans  son  centre  de  gra- 
vité, et  où  l’on  cberclierait  le  mouvement  de  ee  centre;  la  .wcutide  partie 
exprime  au  contraire  la  valeur  de  T qui  aurait  lieu  dans  le  cas  où  l’on 
suppo.serait  le  centre  du  corps  lixe  (soit  que  ce  centre  soit  celui  île  gra- 
vité ou  non),  ce  qui  donnerait 

rfx'  O,  dy'=:  O,  th'—  O, 

et  où  l’on  cberclierait  seulement  le  mouvement  de  tous  les  autres  points 
du  eüi-jis  autour  de  ce  centre. 


20.  Je  désigne  la  valeur  de  Si/m  on  la  niasse  du  corps  par  m.  Ainsi 
la  première  partie  de  la  i|uantité  T sera  représmitée  par 

</x''  H-  ilr’’  -e  dz’' 

-,  /«■ 

a f/c 

(iomme  cette  expression  ne  contient  que  les  variables  x',  y’,  z’  qui  sont 
(liypollièse)  indépendantes  tant  entre  elles  que  des  autres  variables  du 
Problème,  elle  n’a  pas  besoin  d’autre  préparation;  ainsi,  en  remployant 
à la  place  de  T dans  les  équations  du  n"  1 1 et  prenant  x , r',  z'  pour  f,  ij/, 
w,  on  aura  les  trois  équations  nécessaires  pour  le  mouvement  du  centre 
du  corps. 

Mais,  si  au  lieu  des  coordonnées  x'.  y'  de  l’orbite  projetée  on  veut 
employer  à l’ordinaire  le  rayon  vecteur  p et  l’angle  t parcouru  par  ce 
rayon,  on  fera 

x'  = pcoSff,  y' = P sim, 
et  l’on  aura,  en  substituant. 


V. 


i/x’’  -e  dr"  = p'f/i’  df. 


5 
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Otlf  dt'raÜTf  iiiaiiièr«  de  représenter  l’orhitedu  corps  est  siirloiit  ulilc 
lorapi'flle  est  peu  différente  d’un  cercle  et  en  même  temps  peu  inclinée 
an  plan  des  coordonnées  x^.y' , comme  cela  a lien  à l’égard  de  toutes  les 
l’Iani'Ies  par  rapport  à réclipti<|ue;  car  alors  p est  une  (pianlité  à peu 
près  constante,  çesl  à peu  pri’s  proportionnel  au  leinps,  et  z'  est  toujours 
une  quantité  très-petite,  ce  qui  lournit  des  inuyens  d’approximation 
pour  la  détermination  du  mouvcmeiil  du  corps. 

Si  l’on  veut  éviter  les  angles,  on  eonsidéix‘ra  qu’en  représentant . 
pour  |)lus  de  simplicité,  le  temps  / par  l’angle  du  mouvement  moyen, 
e’est-à-diiv  par  la  valeur  moyenne  île  7,  la  différence  <3  — 1 sera  ton» 
jours  un  angle  fort  petit  dans  l’Iiypothè.se  pivcédente:  d’où  il  s’ensuit 
<|ue  psinfî  — t)  sera  une  i|uantité  fort  petite  et  pros{7—  t)  une  quan- 
tité p<‘u  variable. 

Faison.s  donc 

osiii  7 — — peos(7  — <) — X, 

on  aura 

psii>7  =.  V ros/ X sin/  y',  p eoss  — X cos/ — V sin/ - jr'; 
et  de  là  on  tirera 

((/Y  \ill 

Il  est  aisé  de  voir  (|ue  les  variables  .X,  Y introduites  à la  place  de  x'.y' 
in-  sont  autre  ebose  (|ue  de  nouvelles  coordonnées  rertangles  ayant  la 
Oléine  origine  ipie  celles-ci,  et  courbées  sur  le  niéine  plan,  mais  |ila- 
eées  de  manii*re  que  l’axe  des  .X  soit  mobile  et  pas.se  toujours  par  le  lieu 
moyen  du  corjis,  et  que  l’axe  des  \ soit  toujours  perpendiculaire  à celui- 
là.  C’est  ainsi  que  .M.  lùiler  a représenté  le  mouvement  de  la  Lutte  dans 
■sa  nouvelle  Tbéorie  de  cette  Planète;  et  notre  métbude  donnera  iminv- 
diateineiit  les  mêmes  équations  i|ue  .M.  Enler  n’a  trouvées  ipi’à  l'aide  de 
plusieurs  substitutions  et  réductions. 

En  employant  d’autres  substitutions  on  trouvera  des  formules  dillé- 
rentes,  et  l’on  sera  assuré  d’avoir  toujours  par  cette  métbode  les  équa- 
tions les  plus  simples  dont  chaque  manière  de  représenter  le  mouvement 
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(lu  corps  est  susceptible;  ce  <|ui  ii’est  pas  un  des  moindres  avanla^t's  de 
notre  nu'tliode. 

21.  Venons  inainUmanl  à l’autre  partie  de  la  valeur  de  T,  la(|uelle 
contient  les  (piantilés  relatives  au  mouvement  de  n)lation  du  corps  au- 
tour de  S((ii  centre  de  gravité,  et  (|ui  est  repré.sentée  par  la  formule 

TdP  ' 

On  y substituera  donc  à la  place  de  d%,  dri,  di^  leurs  valeurs  tirc-es  des 
expressions  du  n"  16.  .Mais  je  rematajue  (|u’on  rendra  les  résultats  beau- 
coup plus  simples,  si  à la  place  de  la  quantité 

</ï'  -e  du'  -e  dZ’ 

on  prend  celle-ci 

l'df  + r/dr.  Z'dZY  -t-fT'/?  -c  ^’dr,  -t-  Z"dZy-*-\Vd\  rTdr.  + Z'dZ', 

(|ui  lui  est  é(|uivalentc  en  vertu  des  équations  de  condition  du  n"  17. 

Kn  ell'et,  puisque 

dî,  ftdl'-+-hdl"  — cdf"',  dn  = adr,' ~ lidr," -^edr,’",  d%=  »dZ' l>dZ" + < dZ“' . 
si  l'on  lait,  pour  abréger, 

dV  — l’dl”+  rTdn’-^-  Z’dZ". 

(/y  = l'dl’  4 >iV/n'  Z'dZ"  , 
dV,--l"dî:  -^r,“d-n‘  Z" dZ'. 

et  (pi'on  ait  égard  aux  é(|uations  de  condition  du  n"  16  dill'emi liées,  on 
lrouver.1 

edi  4 4-  Z'dZ  = crfy - é(Ot. 

\"d^  -+-  •n” dr,  4-  Z"dZ  “ adii  — cdP, 

X’dl  + rTdr.  + Z’dZ^  A(/P-<i</g. 

.Ajoutant  ensemble  les  carrés  de  ces  trois  quantités,  un  aura  donc 

dl’  dr,‘  -i-  dZ‘  — \i'd(j  - hdl\  ' jae/K  — crfP)’4- (i  rfP  — o//y /• 

« c’  i/(P4-(/>'— e'.rfP' — s/iC(/0(/lt— anc(/P(/K  — 7oA(/P(/<J. 

5. 
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Af/K'-^  BdQ’  -f-  C(/l>=  F(/QrfR  -t-  G./Pr/R  -^  BdVdQ 
t.dt'  ' dl’ 

<‘11  raisant,  pour  aliroger, 

V = S, a’  -t  h')  dm,  R = S a’  -I-  c')  dm,  C = S(b'  ■+-  c*j  dm, 
i-  =SI’rdm,  ii  = Sftcdm,  }l  = Sididm. 

Os  iiilf^grations  soni  «‘lalivcs  à loiite  la  masse  du  corps,  <-ii  sorte  que 
A,  H,  G,  F,  G,  Il  doivent  <;tre  maintenant  rejîardét's  et  traitées  eomnn- 
des  constantes  données  par  la  ligure  du  corps. 

22.  Il  est  à présent  néeessaire  de  réduire  les  neuf  variables  |',  »)',  Ç', 
à trois  indéterminées,  ce  <|u’on  peut  obtenir  par  li-  moyeu  <les  six 
équations  de  coinlition  du  n"  lü,  ou  plus  siniplemi-nt  eneori'  en  cber- 
ebaut  ilirectement  les  valimrs  de  ces  mêmes  variables  par  la  métliodi* 
connue  <le  la  transformation  d<‘s  coordonnées. 

Kn  l'Ifet,  puis(|ue  ç,  ij,  ^ sont  les  coordounées  rectangles  d'un  point 
(|uelcoui|ue  de  la  masse  du  corps  par  rapport  à trois  axes  passant  par  son 
centre  et  parallèb‘s  aux  ax<‘s  fixes  îles  coonlonnéesx,  y,  z,  et  <|ue  a,  b,  c 
sont  les  coordonnées  rectangles  du  même  point  par  ra|qiort  à trois  autres 
axes  passant  par  le  même  centre,  mais  tixes  au  dedans  ilu  corps  et  par 
consi'quent  variabU's  à l'égard  des  axes  îles  ç,  ïj,  il  s'ensuit  que  pour 
avoir  les  expressions  de  |,  r,,  Ç en  a,  h,  c il  n'y  aura  (|u'à  transformi‘r  de 
la  manière  la  plus  générale  ces  dernières  coordonnées  dans  b‘s  autres. 

Pour  cela  nous  nommerons  tu  l'angle  que  le  plan  des  a,  h lait  avec 
celui  des  |,  r,,  et  l'angle  que  l’intersection  de  ces  di'ux  plans  fait  avec 
l'axe  des  £;  enfin  nous  désignerons  par  9 l’angle  que  l’axe  des  a fait 
avec  la  même  ligne  d'intersection;  ces  trois  quantités  ta,  t{<,  ^ serviront, 
eonimtt  on  voit,  à déterminer  la  position  tb‘S  axes  des  cuordontuu's  a,  b,  c 
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rcliilivcmeiit  aux  axes  des  coordunnées  r,,  Ç;  par  const^ciuenl  on  peut 
par  leur  moyen  exprimer  ees  dernières  par  les  autres. 

Il  est  riair  que,  si  l’on  imagine  (|ue  le  corps  proposé  soit  la  Terre,  tpie 
le  plan  des  a,  h,  soit  celui  de  l’équateur,  et  que  l'axe  des  a passe  par  un 
méridien  donné:  que  de  plus  le  plan  des  >j  .soit  celui  de  l’écliptique, 
et  que  l’axe  des  ç .soit  dirigé  vers  le  premier  point  d’.Vries;  il  est  clair, 
dis-je,  que  u .sera  robliiiuilé  de  l'écliptique,  ij*  la  longitude  de  l'équinoxe 
d’automne  ou  du  nœud  ascendant  de  l’équateur  sur  l'écliptique,  et  f s«‘ra 
la  distance  du  méridien  donné'  à cet  étiuinoxe.  .Mais,  si  l’on  transporte 
ces  dénominations  à la  Lune,  en  prenant  cette  Planète  pour  le  corps  dont 
il  s’agit,  un  aura  u pour  l'inclinaison  de  l'equateur  lunaire  sur  l'éclip- 
tique, pour  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  cet  équateur,  et  9 pour 
la  distance  d'un  méridien  lunaire  à ce  nœud. 

En  général  y sera  l’angle  que  le  corps  décrit  en  tournant  autour  de 
l’axe  des  coordonnées  c,  axe  (|u’on  pourra  ajipeler,  à cau.se  de  cela,  a.re 
de  rotation  du  corps,  90“—  'a  sera  l’angle  d’inclinaison  de  cet  axe  sur  le 
plan  fixe  des  coordonnées  | et  r,,  et  — 90"  sera  l’angle  entia*  la  projec- 
tion de  ce  même  axe  et  l’axe  des  coordonnées  £. 

23.  Qda  posé,  suppo.sons  d’abord  qu’on  cbange  les  deux  coordonnées 
a et  b en  deux  autres  a',  b'  placées  dans  le  même  plan,  mais  telles,  (|ue 
l’axe  des  a'  tombe  dans  l’intersection  des  deux  plans  et  celui  des  />'  soit 
perpendiculaire  à cette  intersection;  on  aura 

a'  = (ICOS9  — 6 sinç,  h'=  b cos^  -*-  a sinç. 

Supposons  ensuite  que  les  deux  coordonnées  //  et  c soient  changées  en 
deux  autres  è",  c,  dont  l’nne  6”  soit  toujours  perpendiculaire  à l’intersec- 
tion des  plans,  mais  soit  placée  dans  le  plan  des  - et  r,,  et  dont  l’autre  <■' 
soit  perpendiculaire  à ce  dernier  plan;  on  trouvera  de  la  même  manière 

6"  = é’cosw  — csiii'.),  <é=  cros'.)-i-  A'sinoi. 

Entin  supposons  encore  qu’on  change  les  coordonnées  a et  b"  qui  sont 
déjà  dans  le  plan  des  | et  r;  en  deux  autres  a",  b'  placées  dans  ce  même 
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plim.  iiiiiis  telles,  i]iie  l'axe  des  a"  eoîiieide  avec  l'axe  des  on  troiiver.i 
|ia  l'eillemenl 

<»"  «' cos (j;  ~ A' cos^» -t- <»'sin'|. 

ICt  il  est  visilde  i]ue  les  trois  coordonnées  h",  c'  seront  la  iiiéine  chose 
(|iie  les  T,,  iniisqu’elles  sont  ra|iporlées  aux  iiiêiiies  axes;  de  sorte 
qit'eii  suhstituant  sueeessivenietit  les  valeurs  de  a,  //,  //',  on  aura  les 
expressions  cherchées  de  |,  r,,  en  a,  b,  c,  les(|uelles  se  trouveront  <le 
la  inénie  lorine  (|ue  celles  du  n“  16.  en  supposant 

•'  — coso  cos'l  — siiiç  siii<|«  cos'ii, 

J"  -1  — sinycostli  — coso  siiiî}/ cosoi, 

:=.  sinijj  sinu; 

k’  = C0S5  siii'^  -h  siii9  cos'l  cossi, 
r,"  — — siii9  sin'^  + coso  cos<{<  ros>.>, 
r,“—  — rosi}»  sinw  ; 
ï'  — sin9  sin'e, 
ï'  “ coso  sio'e, 

C"  ~ cos'.i. 

Ces  valeurs  satislont  aussi  aux  six  équations  de  condition  du  même  nu- 
méro. ainsi  qu'à  celles  du  n"  17,  et  résolvent  ces  équations  dans  toute 
leur  étendue,  puisqu'elles  renrennent  trois  variables  indéterminées  9, 

y»  'w. 

Si  maintenant  on  l'ait  ces  substitutions  dans  les  valeurs  de  c/P,  t/Q.  c/R 
du  n"  21,  on  trouvera,  apri-s  (|ueh|iies  réduetions,  ces  expressions  fort 
simples 

c/l*  sino  siii'ii  (éj/  -4-  cosof/si, 

-/g.  cosç  sin'.w/i|c  — siii9</u, 

</lt  ^ (/o  -V  cos  W (/'](. 

21.  Puisque  les  variables  o,  'i,  ta  sont  indéterminées  et  indépendantes 
entre  elles,  il  ne  s'agira  donc  plus  (jue  d'avoir  les  (|uantités  ï et  V en 
t'onctions  de  ces  variables;  ensuite,  diirérentiant  par  rapport  à la  carac- 
téristique 5,  on  aura  trois  équations  de  la  forme  de  celles  du  n“  1 1 , les- 
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ijUcllt'S  serviroiU  :'i  (léUniliiiiKi-  ccs  vari»bi<-s  par  le  letnps  t,  et  par  coitsé- 
ipjenl  à eonuaitre  les  lois  de  la  rotation  du  corps. 

Si  l'iMi  développe  ces  équations,  on  les  trouvera  analogues  à celles  que 
j'ai  données  aulreluis  dans  ma  pièce  sur  la  Libration;  mais  elles  se  pre- 
s*-nleront  ici  sous  une  rorme  encore  plus  simple,  ce  qui  est  dû  à la  ma- 
nière dont  nous  avons  exprimé  la  quantité 

+ (/«■  + 

par  le  moven  des  trois  quantités  rfP,  rfQ,  rfR.  Mais  quoique  ce.s  éi|uations 
aient  peut-être  toute  la  simplicité  que  la  nature  ilu  sujet  peut  comporter, 
elles  sont  néanmoins,  comme  toutes  celles  qu’on  avait  déjà  trouvées,  peu 
propres  pour  la  solution  du  Problimie  de  la  libration  de  la  Lune,  à cama- 
des  sinus  et  co.sinus  d’angles  ijui  se  trouvent  mêlés  avec  les  diirérentielles 
de  ces  angles,  et  qui  rendent  l'intégration  fort  dillicile  et  l’approxima- 
tion peu  exacte. 

25.  Comme  ce  Problème  ne  peut  être  résolu  que  d’une  manière  ap- 
prochée, un  doit  .s’appliquer  principalement  à donner  aux  équations  dil- 
férentielles  la  forme  la  plus  convenable  pour  l’approximation,  et  il  n’est 
pas  dillicile  de  se  éonvainere  que  les  formules  les  plus  propres  à cela  se- 
raient celles  qui  ne  contiendraient  aucun  sinus  ou  cosinus,  du  moins 
dans  les  termes  diirérentielset  indépendants  des  forces  |>crturbatrices,  et 
dans  le!U|uelles  ces  termes  seraient  des  fonctions  de  quelques  variables. 
(|ui  par  la  nature  de  la  (luestion  devraient  demeurer  trè.s-petiles;  en  sorte 
(|tie  dans  la  première  approximation  on  pût  réduire  ces  fonctions  à la 
forme  linéaire,  qui  est,  comme  on  sait,  la  seule  susceptible  d'intégra- 
tion', en  général,  et  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  et  l’ordre  de 
leurs  dilfércnces.  Or,  s’il  est  possible  de  remplir  ces  conditions,  ce  ne 
peut  être  (|u’à  l’aide  de  quelques  substitutions  convenables;  mais  il  serait 
peut-être  diiricile  de  découvrir  ces  substitutions  à posteriori  d’après  les 
é(|uations  didérentielles  déjà  trouvées;  heureusement  notre  méthode 
fournit  pour  cette  recherche  des  moyens  directs:  ils  dépendent  des  con- 
sidérations suivantes. 


in 
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2ti.  On  voit,  par  la  fonne  (les  équations  du  n“  1 1 , que  les  termes  dillé- 
renliels  cl  imlépeiidauts  des  forces  perturbatrices  viennent  iiniqiieinent 
de  la  i|uanlite  T;  ainsi  la  dilliculté  se  ré'diiit  à faire  en  sorte  (|ue  eetle 
(juantité  soit  elle-nième  exprimée  par  des  fonelions  sans  sinus  et  cosinus 
de  (|ueli|ues  variables,  (jui  doivtnit  rester  tri-s-peliles;  pour  cela  il  faudra 
i|Ue  la  i|uantité  T,  et  par  eonsé(|uent  ebaeiine  d(*s  trois  ipiantités  ilV,  (éQ, 
</R.  soit  de  la  forme  dont  il  s'affit.  Or  je  remar(|ue  (pi’en  appliquant  à la 
Lune  les  formules  du  n“  ’2^,  l'angle  -u  (|ui  exprime  rinelinaison  de  l'é- 
i|ualeur  lunaire  sur  le  plan  de  r(‘eliplique  sera  toujours  très-petit  et  au- 
dessous  de  a degres  d'apri's  les  observations;  d’oii  il  s'ensuit  que,  si  l'on 
prenait  pour  iueonnues  à la  place  de  deux  des  trois  angles  !f,  u les 
deux  (|uantités  T.  Ç,  ou  les  deux  l'.r,",  ees  nouvelles  variables  auraient 
la  condition  demandée,  et  il  ne  resterait  plus  i|u'à  faire  en  sorte  i|ue  les 
sinus  et  cosinus  du  troisiimie  angle  disparaissent  entièrement  des  trois 
i|uantités  rfP,  r/Q.  r/R. 

Il  est  vrai  (|ue  si  l'on  voulait  appliquer  les  mêmes  lbrmub‘s  à la  Terre, 
il  r(>gard  de  lai|uelle  >u  serait  égal  à l'obliquité  de  réelipti(|ue,  i|ui  est 
de  a3"^,  les  quantités  ï'.  r,"  ne  seraient  |)lus  si  petites,  par  eon- 

sr-quent  la  première  approximation  ne  serait  pas  à beaucoup  près  aussi 
exacte  que  pour  la  Lune:  mais  il  n'v  aurait  alors  qu'à  pousser  l'approxi- 
niation  plus  loin  par  les  métbodes  connues. 

Quant  à l'autre  condition  (|ui  regarde  révanonissement  des  sinus  et 
cosinus,  pour  peu  que  l’on  considère  nos  formules,  ou  s'apercevra  aisi’- 
nient  (|u'elle  se  trouvera  remplie  en  prenant  pour  inconnues  les  deux 
quantités 

siii'asin^,  î"=^  siii'.ieosy. 

avec  la  somme  des  deux  angles  et  car  il  arrivera  néee.ssai renient  que 
les  sinus  et  cosinus  de  5 -t-  'i  s'en  iront  des  expressions  de  rfP,  rfQ,  r/R. 

.Mais  au  lieu  de  pivndre  pour  inconuui‘s  les  deux  quantités  sinusimp 
et  sitlMCOSf,  il  vaudra  mieux,  pour  éviter  les  radicaux,  prendre  ees 
deux-ei 

liinu—  sinî*,  laiiK-  cosv, 
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(|ui  ont  en  inèiiie  temps  l'uvAntuge  (rêtpe  toujours  plus  petites  (|Ui’ 
eelles-lk. 


il.  Je  ferai  Hotte 


i = lang-siii9,  « = lang  - cosç,  6 = 9 -t- i}/, 
et,  sulistituant  H'ahorH  Hans  les  funnules  Hu  n"  23 


o> 

1 tang- 
% 

, w* 

t -K  lang*- 
a 


aUng’- 


1 + Ung’- 


à la  piaee  He  siiiu,  cosu,  ensuite  6 — f,s,ua  la  place  He  i(i,  lailj;-  sin?, 
tang  J eosç  et  -4-  h’  à la  place  He  tang’^i  on  aura 

y,  _ (I  -f-  u’  — 1’;  cos  6 -4-  nu  sinS 
s — !+*■-(-«>  " ’ 

(«  + *’—«’)  sinS  -4-  eos6 


r=- 


I + j’  4-  «’ 
2H  sin9  — 21  cosS 


I a'  -4-  u’ 


, _ ( I -4-  — s')  sin 6 — 2«H  cosS 

I 4~  »’  -4-  «’  ’ 

, (14-1’ — «’)cos8  — 2iHsiii9 


I 4-  4-  H' 

2«  cosO  4-  aasinS 
i-n’-ÎT*  ’ 


V. 


1 4-  r 4-  n’ 


I — a’  — ti* 

1 4-  a’  4-  «' 


ti 
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!2H.  Sul>slituanl  ensuite  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  r/P,  r/Q, 
r/R  du  11“  21,  on  aura,  après  les  réductions,  celles-ci 


i/R- 


(i  — s’  — u'))IO  — ^{tdu 
I -e  j’  -1-  «’ 


iidsj 


,/g^ 


7i(ue/9  — (h] 

I -+-  V’~rr>'’ 


r/l>  = 


» tiio  -h  du) 
u‘  ’ 


lcsi|uelles  ne  contieimcnl,  comme  on  voit,  ni  sinus  ni  cosinus  d’anpies, 
mais  seulement  les  variahles  linies  s,  u,  avec  leurs  diirérenlielles  pre- 
mières t/s,  du,  et  la  dilTérenee  r/5  île  l’aiiffle  5. 


29.  Il  ne  restera  plus  qu’à  faire  les  mêmes  substitutions  dans  la  quan- 
tité V,  laquelle  dépend  de.s  forces  particulières  qui  a(;isseut  sur  le  corps 
( 13):  mais  ce  calcul  n’ajant  par  lui-rnéine  aucune  difliculté,  nous  remei- 
Irons  à la  Section  suivante  à le  développer  relutivemeni  à la  Lune,  en 
lant  qu’elle  est  attirée  par  la  Tenf  et  par  le  Soleil. 

30.  .Mais  avant  de  terminer  celle-ci,  nous  croyons  devoir  faire  remar- 
quer que  l’axe  autour  duquel  nous  avons  considéré  la  rotation  dn  corps 
« 22),  et  qui  est  fixe  dans  l’intérieur  du  corps,  mais  mobile  dans  l’espace, 
n’est  pas  le  vrai  axe  autour  duquel  le  corps  tourne  à cbaque  instant  et 
(ju’on  peut  nommer  axe  spontané  de  rotation.  ta;lui-ci  est  mobile  tant  h 
l’égard  du  corps  que  dans  l’espace,  et  sa  position  dans  le  corps  dépend 
des  trois  quantités  </P,  j/Q,  </R.  Kn  elTct  la  formule 

(/{’  -t-  dr,'  -4-  f/C’  = (crfQ  — A rfR)*-f-  (o  rflt  — c(/P)*-4-  (A  (/P  — 

du  n"  21  fait  voir  que  si  l’on  prend  les  coordonnées  a,  It,  c pi'opnrtion- 
nellcs  respectivement  à t/P,  i/Q,  t/R,  la  quantité 

</$■  -4-  t/n’  -I- 1/« 

devient  nulle  pour  tous  les  points  qui  répondent  à ces  coordonnées;  de 
sorte  qu’il  y a par  rapport  au  centre  du  corps  une  suite  du  points  en 
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r»*|t(is,  forinant  une  ligne  droite  qui  passe  par  ce  rentre  et  fait  aver  les 
axes  (les  coordonnées  a,  b,  c des  angles  dont  les  cosinus  sont  respecti- 
ve ment 

_ dV  _ _ _ '/ÿ  _ _ _ 

v</p'-(-</y'  + <7n>’  (7g>'^(7it‘’  + 

c'est  l’axe  spontané  dont  il  s’agit.  On  peut  démontrer  aussi  (|ue 

^ Wfu + rflt' 

<y> 

exprimera  la  vites.se  de  rotation  autour  de  cet  axe,  et  (|ue 

dV  dQ  (/R 
dl  ' dt'  dt 

seront  les  vite.sses  particulières  de  rotation  que  le  corps  peut  être  sup- 
pos('  avoir  h la  fois  autour  des  axes  des  coordonnées  a,  h,  c,  et  qui  par 
leur  composition  donnent  In  vitesse 

v«7p^~(/g’4-(/lT’ 

dt 

autour  de  l’axe  spontané. 


• SECTION  TROISIEME. 

UEVELOPPEMEST  DES  FOBUUEES  SÉCESSAIEES  POl’E  DÉTEEHtSBE  LES  MOl'VEHESTS 
DE  LA  LISE  OCI  DÉDESOEST  DE  LA  SOS-S  dl  K » I CITÉ  DE  CETTE  PLASÉTE. 

31 . Nous  venons  de  donner  les  formules  qui  renferment  la  solution 
générale  de  ce  Problème;  ainsi  il  ne  s’agit  que  d’appliquer  ces  formules 
au  cas  particulier  de  la  Lune,  en  tant  qu'on  la  regarde  comme  non  splié- 
ri()ue,  et  que  chacune  de  se.s  particules  est  attirée  par  la  Terre  et  par  le 
-Soleil  en  raison  inverse  des  carrés  des  distances. 

32.  Quelle  que  soit  la  manière  dont  on  représente  le  mouvement  d’un 
corps  de  ligure  quelconque,  nous  avons  vu  que  ce  mouvement  dépend  de 

6. 
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six  variables,  dont  trois  dtilermineiit  la  position  d’un  point  (|uelcuiK|ue 
donné  du  rorps  ' point  (|ue  nous  appelons  en  général  le  centre  du  enrpsj 
et  dont  les  trois  antres  déterminent  la  position  inénie  du  corps  autour  de 
son  centre:  et  nous  avons  montré  que  chacune  de  ces  variables  fournit 
pour  le  mouvement  du  corps  (11)  une  équation  de  la  forme 

, iT  5T  i5\ 

= O, 

OU9  09  09 

9 étant  une  de  ces  six  variables,  et  T,  V des  fonctions  de  ces  mêmes  va- 
riables; ainsi  tout  se  réduit  à déterminer  ces  fonctions. 


33.  La  fonction  T ne  dépend  que  des  forces  accélératrices  qui  pro- 
viennent de  l’inertie  du  corps,  et  la  fonction  V dépend  uniquement  des 
forces  accélératrices  extérieures  qui  sont  supposées  agir  sur  le  l'orps. 

Kn  nommant  t le  temps  dont  l’élément  est  supposé  constant,  x',  v', 
les  trois  coorilonnées  rectangles  du  centre  du  corps,  qu’on  suppose  être 
son  centre  de  gravité  (ces  coordonnées  étant  rapportées  à des  axes  fixes 
dans  l’espace),  £,  r,,  Ç les  coordonnées  rectangles  de  chaque  particule  dm 
du  corps  par  rapport  à trois  axes  pas.sant  par  son  centre  et  parallèles  aux 
mêmes  axes  fixes,  p,  les  distances  rectilignes  de  la  particule  dm 


au  centre  des  forces^,»  on  a trouvé,  en  général,  (13,  l!l) 


dx  ' dy"' + dz  > 
a<//’ 


■ </«'  -I-  </?’  I dm 
idV  ' 


. . _ _ , c rfm  — ' S — — 


la  caractéristique  S dénotant  des  intégrales  totales  et  relatives  ii  la  iuas.se 
entière  du  corps. 

Kxaminons  successivement  les  dilférents  ternies  de  ces  formules  et 
voyons  ce  qu’ils  deviennent  par  rapport  à la  Lune. 


3i.  Nous  regarderons  la  Terre  comme  en  repos,  et  nous  prendrons  j', 
y',  z'  pour  les  coordonnées  de  l’orbite  décrite  par  le  centre  de  gravité  de 
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la  Lune  autour  de  la  Terre;  les  ileux  premières  ,r'.  y'  seront  prises  dans 
le  plan  de  l'écliptique,  l’axe  des  a-' étant  dirigé  vers  le  premier  point 
A'  A ries,  et  l’axe  des  v'  vers  le  point  qui  répond  à 90  degrés  de  longiltide; 
et  l’axe  de  la  troisième  coordonnée  s'  sera  perpendieulairi*  à l’écliptique 
et  dirige  vers  soti  pèle  horeal. 

Comme  la  latitude  de  la  Lune  est  toujours  assez  petite,  il  est  clair  que 
la  varialde  z’  sera  aussi  très-petite;  mais  il  n’en  est  pas  de  même  des  ilen\ 
autres  variables  a;',  cepcndatit  si  l'on  considère  que  le  mouvement  de 
la  Lune  autour  de  la  Terre  est  à peu  près  circulaire  et  unirorme,  on  verra 
qu’en  ititroduisant  à la  place  de  ces  coordonnées  le  ravon  vecteur  f,  de 
l’orbite  projetée  sur  récliptifpie  et  l’angle  7 de  la  longitude  vraie,  on 
aura 

a' = pros  a,  >-'  = psin», 

expressions  dans  lesquelles  p sera  presque  constant  «‘t  7 à peu  près  pro- 
portiotinel  au  temps. 

Suppo.sons  pour  plus  de  simplicité  que  la  distance  moyenne  de  la  Lune 
à la  Terre  soit  représentée  par  l’unité,  et  (|ue  le  temps  / soit  représenté 
par  l'angle  du  mouvement  moyen,  c’est-à-dire  par  la  longitttde  moyenne 
de  la  Lune;  on  aura 

p = i-t-p',  7 = 1 + 7', 

p'  et  7'  étant  des  quantités  fort  petites. 

.Mais  au  lieu  de  ces  substitutions  il  vaudra  mieux  eni|doyer  celles  que 
nous  avons  Indiquées  dans  le  n"  20,  et  (|ui  consistent  à faire 

psin(7  — I =\,  pros  7 — l,  = \, 

où  Y est,  comme  on  voit,  une  quantité  fort  petite  et  .X  une  quantité  peu 
ililTérente  de  l’unité.  De  cette  manière  on  aura 

x'  = p vos  7 - V ros  I — V sin  /, 

>•'=;  p sin 7 = V ros  / + \ sin/, 

et  de  là  on  tirera 


dx’’ -t-  f/y’’  = {d\  +\dl  ‘ + {d\  — \ <// >*. 


ÏHEOHIK 


^(i 

35.  Nous  iiienruiis  pour  plus  de  simplieité  i -t-.r  à la  place  de  X,_v  à 
la  place  du  Y et  s à la  place  de  z'.  Ainsi  les  trois  coordonnées  rectangles 
X , v'  et  s'  de  l’orhite  du  centre  de  gravité  de  la  Lune  autour  de  la  Terre 
seront  représentées  par 

(i  + x)cos/ — vsin/,  ,*'cos/ -t- (1  4- XJ sinr,  s; 

et  l’on  aura 

dx’’  4-  dy"'  4-  dz’'  = [rfr  4-  ( i 4-  x;  dt]‘  4-  {dx  — ydt)'  4 di-, 

expressions  dans  lesquelles  les  trois  variables  x,  v.  z seront  toujoui>  fort 
petites;  et  ces  trois  variables  si'ront  les  mêmes  que  M.  Kulera  employées 
et  désignées  par  les  mêmes  lettres  dans  sa  \oin-elle  Théorie  de  la  Lune. 

Nous  adoptons  ici  cette  manière  de  représenter  le  mouvement  de  la 
Lune  d'autant  plus  volontiers  qu'on  trouve  dans  cet  Ouvrage  de  M.  Euler 
les  valeui-s  des  quantités  x,  v,  en  tant  qu'elles  dépendent  de  l'action 
de  la  Terre  et  du  Soleil  sur  la  Lune,  regardée  comme  un  point,  déjà  ex- 
primées |)ar  les  mouvements  moyens  et  calculées  avec  une  grande  pré- 
cision; et  nous  ferons  usage  de  ces  valeurs  dans  nos  recberches  sur  l'eflet 
de  la  non-sphéricité  île  la  Lune. 

3G.  Ainsi  la  première  partie  de  l'expression  de  T,  celle  qui  se  rapporte 
au  mouvement  progressif  du  centre  de  la  Lune,  sera  (en  nommant  m la 
masse  de  la  Lune) 


Je  dénoterai  dans  la  suite  celte  quantité  par  T’. 

37.  Pour  repré.senter  le  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  autour  de 
son  centre  de  gravité,  on  imaginera  dans  l'intérieur  de  la  masse  de  cette 
Planète  trois  axes  fixes,  perpendiculaires  entre  eux,  qui  pas.seiit  par  ce 
centre  et  qui  demeurent  toujours  fixes  au  dedans  du  corps;  et  l'on  rap- 
portera à ces  trois  axes  la  position  de  cbaque  particule  dm  de  la  masse 
de  la  Lune  par  le  moyen  de  trois  coordonnées  a,  h,  c.  On  aura  (ainsi 
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qu’on  l’a  vu  dans  la  Section  |trécédente,  n“  16)  pour  les  coordonnées 
•lî,  Ç de  celte  particule  les  formules 

ç = flÇ'+6ï''-t-c5”,  n =«m' + (.«"+ CV)".  ; = ('ï'-t-cî", 

dans  lesquelles  Ç',  sont  indépendantes  de  la  position  de  celle  par- 

ticule dans  l’inlérieur  du  corps,  et  sont  uniquement  des  loiictions  des 
varialiles  qui  déterminent  lu  position  du  corps  autour  de  son  centre. 

38.  Maintenant  je  regarde  le  plan  qui  passe  par  les  deux  axes  d<‘S 
coordonnées  a b comme  l’équateur  de  la  Lune,  et  par  conséquent  le 
troisième  axe  des  coordonnées  c comme  l’axe  de  rotation  de  cette  Pla- 
nète. Je  nomme  u l’inclinaison  de  l’équateur  lunaire  sur  l’écliptique. 

la  longitude  du  nœud  ascendant  de  cet  équateur,  lequel  est  en  même 
temps  le  nœud  descendant  de  l’écliptique  par  rapport  au  même  équa- 
teur. c’est-à-dire  l’équinoxe  d’automne  de  la  Lune,  cette  longitude  étant 
vue  du  centre  de  la  Lune  et  prise  à l’ordinaire  sur  l’écliptique,  ou  sur  un 
plan  parallèle  à l’écliptique  et  passant  par  le  centre  de  la  Lune;  enlin  je 
nomme  9 la  distance  du  point  de  l’équateur  lunaire,  par  lequel  pa.sse 
l’axe  des  absci.sscs  a,  au  nœud  ascendant  de  cet  équateur,  c’est-à-dire 
l’angle  formé  au  pùle  de  la  Lune  par  le  méridien  lixe  qui  passe  par  cet 
axe,  et  par  le  méridien  mobile  qui  pas.se  par  le  nœud  ascendant  de  l’é- 
quateur, et  qui  est  par  rapport  à la  Lune  le  colure  de  l’équinoxe  d’au- 
tomne. Il  est  visible  que  ces  trois  angles  u,  ÿ,  9 sullisent  pour  déterminer 
dans  un  instant  quelconque  la  position  du  corps  de  la  Lune  par  rapport 
à l’écliptique;  ainsi  l’on  pourrait  les  prendre  pour  les  variables  tlont 
nous  avons  parlé  plus  baul,  et  réduire  par  conséquent  la  détermination 
du  mouvement  de  la  Lune  sur  son  centre  à trois  équations  entre  ces  va- 
riables, comme  on  en  a usé  jus(|u’ici  dans  toutes  les  recherches  de  ce 
genre.  Mais  nous  avons  déjà  indiqué  les  inconvénients  aux(|uels  les  équa- 
tions trouvées  de  la  sorte  sont  sujettes,  et  nous  avons  donné  dans  le  n"  26 
un  moyen  de  les  éviter,  lequel  consiste  à employer  au  lieu  des  angles 
y,  4'.  les  fonctions 

Ung-sin9  = «,  tang- cosç»  = 
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(foui  les  deux  premières  ont,  par  rapport  à la  Lune,  l'avantage  d'('tre 
toujours  très-petites,  puis(|u’on  sait  par  les  observations  que  l'inelinai- 
soii  ra  est  fort  petite,  eetle  inclinaison  ayant  été  trouvée  par  Cassini  de 
a"i.  par  Mayer  de  (“aq',  et  par  M.  de  l.alande  de  i“47  * 

39.  A l'égard  de  l'angle  S,  son  emploi  a aussi  un  avantage  parlieulier 
par  rapport  h la  Lune;  en  elTel,  puisipie  t est  la  longitude  moyenne  de  la 
l.une  {3i).  I -h  i8o“  sera  la  longitude  moyenne  de  la  Terre  vue  du  eenire 
de  la  Lune,  et  retranrlianl  l'angle  on  aura  t -+-  i8o“—  •!(  pour  la  lon- 
gitude moyenne  de  la  Terre  comptée  depuis  le  noMid  ascendant  de  l'équa- 
teur lunaire;  donc  / — i|,  sera  celle  longitude  comptée  depuis  le  nneud 
descendant  de  cet  équateur,  c’est-à-dire  depuis  l’équinoxe  du  printemps 
de  la  Lune.  Or  il  résulte  des  observations  exactes  de  la  libration  de  la 
Lune  faites  par  Mayer  que.  si  l'on  transporte  cette  longitude  t — -!f  sur 
l'équateur  lunaire  en  parlant  du  même  équinoxe  lunaire,  elle  doit  ré- 
pondre toujours  à un  même  point  de  cet  équateur,  en  sorte  que  le  méri- 
dien lunaire  qui  passera  par  ce  point  sera  (ixe  sur  la  surface  de  la  Lune. 
Mayer  prend  ce  méridien  pour  le  premier  méridien  de  la  Lune,  et  y rap- 
porte les  longitudes  sélénograpbi<|ues  des  tacbes  de  la  Lune;  nous  le 
nommerons  aussi  d'après  lui  le  premier  méridien  lunaire,  et  nous  suppo- 
serons, ce  qui  est  permis,  qu’il  coïncide  avec  le  méridien  fixe  par  lei|uel 
passe  l’axe  des  coordonnées  a.  et  ipii  fait  avec  le  colure  de  l’équinoxe 
d'automne  de  la  Lune  l'angle  y;  or  nous  venons  de  voir  (|ue  le  premier 
méridien  fait  avec  le  colure  de  l’équinoxe  du  printemps  l'angle  t — 
ainsi  il  fera  avec  celui  de  l’équinoxe  d'automne  l’angle  t — i8o"; 

donc  on  aura  y = / — 'J<  -f-  180°,  et  de  là 


ç -4-  ’j/  “ 8 = 180“  -4- 1. 

Celte  détermination  est  fondée  sur  le  phénomène  connu  de  la  non-ro- 
tation apparente  de  la  Lune,  et  sur  l’hypothèse  de  l'uniformité  de  la  ro- 
tation réelle  de  cette  Planète  autour  de  son  axe,  et  du  mouvement  des 
nœuds  de  l’équateur  lunaire  sur  l’ik’liptique;  si  ces  mouvements  sont 
sujets  à quelques  inégalités,  alors  la  distance  du  premier  méridien  à l'é- 
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(|uinoxt>  (lu  |irintcni|)s  ne  soni  plus  cxai-lvmeiil  égale  à / — <)<,  mais  elle 
sera  t — •\i  -h  r,  r élaiit  une  (|uantité  ilépeiiilaiile  (le  ces  iiu-galités,  et  par 
eons('(|m‘iil  Irès-petile,  puis(|ue  ju.s<]u’ioi  les  ohservalioiis  n'üiil  pu  la  faire 
connaitre.  Dans  ce  cas  la  valeur  de  f ou  de  5 deviendra  i8o"-)-/  + r. 

iO.  De  celte  manière  donc  le  mouvement  de  la  Lune  autour  de  son 
centre  sera  déterminé  par  les  trois  variables  très-petites  r,  s,  u,  de  même 
(|ue  celui  de  son  centre  autour  de  la  Terre  l'est  par  les  trois  variables  x. 
y,  Z,  aussi  fort  petites.  Mais  les  trois  premières  sont  beaucoup  plus  pe- 
tites que  ees  dernières,  et  l'on  pourra  les  n'garder  comme  des  (|uantitcs 
très-p(dites  du  pixonier  ordre,  vis-ii-vis  des<|uelles  il  sera  permis  de  né- 
gliger eelles  des  ordres  suivants;  cependant  il  faudra  tenir  compte  des 
(|uantit('s  du  s<>cond  ordre  dans  les  expressions  de  T (>t  de  V,  parce  i|Ue 

celles  de  - se  trouveront  rabaissées  au  premier. 

41 . .\ous  avons  déjà  donné  dans  la  Section  |)réeédenle  (27 ) les  valeurs 
exactes  des  quantités  |", . . . en  fonctions  de  5.  s,  ui  ainsi  il  ne  s'agira 
(|ue  d'y  substituer  pour  5 sa  valeur  i8o“  +-  / 4-  r,  et  par  conséquent  pour 
sin$ 

— sio;/  - r)  00  — sin/ eosr  — cos/ sinr, 

et  pour  cos5 

— COS!/  •-ri  ou  — cos/ eosr -(  sin  / sinr, 

et  de  négliger  les  termi>s  où  les  (juantités  r,  s,  ii  formeraient  ensemble 
des  produits  de  plus  de  deux  dimensions,  en  mettant  pour  cet  elfet  à la 

#•* 

place  de  sinr  et  c(/sr  leurs  valeurs  approcbées  r et  i — — ■ 

Nous  donnerons  d'abord  les  expressions  des  valeurs  dont  il  s'agit  en  y 
con.servanl  les  sinr  et  eosr,  parce  que  nous  pourrons  avoir  occasion  d'en 
faire  usage  sous  cette  forme;  on  aura  ainsi,  en  négligeant  les  dimen.sions 
de  s et  1/  au-dessus  de  la  seconde, 

5'  — — j(i  — 5*’)  eosr  (-  21U  sinr]  cos/  -t-  [,i  — aj’)sinr  — 7 su  eosr] sin/, 

5" .-•  [(  I — 7u‘)  eosr  — isii sinr]  sin /-(-[(  i — an’;  sinr  ar«  eosr]  cos/, 

5"  - — aincosr-  .«sioi  sin/ — a « sin  r — i cosrj  cos/; 

V.  ^ 
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n'  = — [ I — ïï*)  cosr  H-  1SU  sinr]  sin  / — [ i — sinr  — ?.i«  t'osr]  cos/, 
/;"=  — [(I  — ■*«*)  cosr  — »««sinr]  cost  -f-  [(i  — aw’)  sinr  -JiM  rosr]  sin  /, 
a(  U cosr  -f-  s sinr)  eus  / — a («  sin  r ~ s r'OS^^  sin  / ; 


r = ai,  Ç"=a«,  Z'*=i  — ai* — 2«*. 


r ^ 

Vi.  Suiistiluaiil  inainlMianl  i — ” à la  place  de  cosr,  et  r à la  place 

(le  sinr.  et  négligeant  toujours  les  produits  de  r,  s,  it  au  delà  de  deux 
diiueiisious,  l(*s  expressions  précé(leulos  se  eliangeront  eu  cidles-ci 

— a»“jcüS/-(-  r — 7JH  sin/, 

5"=  a«'^  sin/  c 4-  ttii)  cos/, 

E"—  — a(  « 4-  rs  ) sin  / 4-  a ( » — ni  cos  / : 


I)'  = — ~ ^ ~ ~ r — 


7 5H  cos/. 


■xsli  sin  /, 
n‘"=  al  « 4-  r*)cos/  4-  a(i  — cm)  sin/; 

!;'  = 9S,  E'— au,  I — a«— aM‘. 


Si  l’on  fait  les  inênies  substitutions  dans  tes  expressions  des  (piantilés 
(/P,  f/y,  f/R  du  n“  28,  et  qu’on  y néglige  aussi  les  troisièmes  dinnnisioiis 
de  r,  s.  II,  on  aura 


f/R 


= ^1  -f-  — a»’  — au’^  e//  — ■x{sdu  — mis). 


■'-=*(-£*  î)'"- 


43.  Or  nous  avons  déjà  réduit  la  i|uantité 

S'  ill'-^  ilr,  ' A- il*'  ) dm 
7.dl‘ 


Digitized  by  Google 


DK  l.\  LIBHVriON  DE  L.V  LUNE,  ETC. 


51 


i|iii  est  l:i  sefondo  partie  de  la  valeur  de  T,  à une  simple  l'unetiuii  tie  <l\'. 
fiQ,  f/R  (21):  ainsi,  faisant  les  snlistitniions  préeédentes  et  négligeant 
toujours  les  inénies  dimensions,  on  aura  pour  la  (|uanlilé  dont  il  s'agit 
et  (|ue  je  désignerai  parï"  la  formule 


■f  . 


V / if/r  f/e' 

a V ' f//  f//’ 


dT 


4 » <h 

Tir 


) 


/ du  \ > 

-,k( 

^ * 

V-^di) 

U -7- 

1 dt 

/ f//f 

>sdr 

Jniu  \ 

-4» 

f ds 

('■’  JF 

* iir 

" ~jf) 

r>  iit/r  ilnis  , 

~3i  dF  ) 


44.  Réunissant  doue  les  deux  (|uantités  T'  et  T,  on  aura  la  valeur 
eonipléle  de  la  ijiiantilé  T,  lai|uelle  aura  ainsi  l'avantage  d'étre  une  fone- 
tion  rationnelle  et  entii-re  des  six  variables  très-petites  x.  v,  z,  r,  s.  u et 
de  leurs  dillérenees  premières,  sans  aiieun  mélange  de  sinus  et  eosiniis 
fl'angles. 


45  II  faut  eherelier  maintenant  la  valeur  de  la  fonetion  V i|ui  dépend 
nnii|uemenl  des  forces  accéléra triees  (|u'on  suppose  agir  sur  le  corps. 
Os  forces  dans  la  <|ueslion  pré.sente  ne  |)euvent  être  (|tic  raltraction 

lie  la  Terre  et  celle  du  Soleil,  les(|uelles  étant  exprimées  par  et  ^ re- 
lativement à cliai|ue  particule  dm  de  la  Lune,  on  aura  (35^ 


^ dm 
'/ 


4(i.  Considérons  il'aliord  le  terme  — fS — venant  de  l'attraction  de 

• l> 

la  Terre,  p sera  la  distance  rectiligne  de  la  particule  dm  de  la  Lune  an 
centre  de  la  Terre,  par  conséi|iient  elle  sera  exprimée  ainsi 

/)  ^ x'-|.  ï Ï1P-+- ?)', 


car  J- , v',  étant  les  coordonnées  n-ctangles  du  centre  de  la  Lune  par 
rapport  ail  centre  de  la  Terre,  et  s.  r,,  ^ celles  de  la  particule  dm  de  la 
Lune  par  rapport  au  centre  de  cette  Planète,  il  est  visible  ijiie  .r' -i- 


5-2 


THÉO RIE 


Î -4-;  seronl  celles  de  la  même  |iarlii-ule  dm  |>ar  rappori  au 
centre  de  la  Teriv. 

Or,  par  le  ii“  35,  on  a 

jr'  — (| -f- xicos/ — vsin/,  = |-ros/ -t- (I  ■+ .r  I •>iti /.  i'=j; 

et  si  dans  les  rorninles 


| = -(-cï',  nz=.ar:  -^hrr-*-  cr,-,  ï - «ï' AT cl;', 

lin  n"  37,  on  substitue  les  valeurs  de  Ê',  du  n“  42,  on  trouvera 

5 = — ).  cos< -t- sin/,  r,  = — ).sin/ — ucdsI, 
eu  l’aisaiit,  pour  abréger. 


>.  _ « ^1  — ^ — /n r H-  7 su)  — ac(i  — ni  i, 

( I — ^ — ae  « -t-  la  , 


a~a>r  — a»/i)  -t-  l> 
a = 7rtj  aé«  -e  c(i  — a*’  — au’  ; 


ainsi  l’on  aura 

i-i-j  — i)cos/  — ,u  sin/, 
j;  (i  + X — /.  sin  I +{y  — u 1 cos/, 
i'  + Ç =.  a + v: 

donc 

P =:  y ; I -t-  X — /•;'-+-(.> — U l’  -i-  i 4-  a 4, 

expression  qui  a l’avantage  d’être  délivrée  d<>  l’angle  /. 

47.  Comme  dans  l’expression  intégrale  S le  signe  S se  rapporte 

uni(|uement  a lu  variabilité  «les  coordonnées  a,  b,  c de  la  particule  dm 
par  rapport  aux  axes  du  corps,  il  est  nécessaire  de  développer  la  valeur 

de  i relativement  aux  «|uantités  a,  b,  c renrermées  dans  v;  or  ce 

développement  ii'a  point  de  diiliciilté;  car  les  i|uaiitités  a,  b,c  ne  pou- 
vant jamais  surpasser  le  demi-diamétre  de  la  Lune,  elles  seronl  toujours 
«les  fractions  très-petites  ' la  distance  moyenne  de  la  Lune  à la  Terre  élaiil 


Digitized  by  Google 


DE  l.\  UBK.VriON  DE  LA  LUNE.  ETC. 


3:1 

|>ri.s<>  polir  l’unilé),  et  iiièine  bciiucoup  plus  petites  (|iie  les  (piaiitités  du 
premier  ordre  a-,  j",  î,  r,  s,  u:  et  il  en  sera  de  même  des  (piantitês  a,  v. 

Soit  p'  la  valeur  de p lorsque  a’,  h et  c sont  mils,  e’est-à-dire  la  distanee 
du  rentre  de  la  Lune  à la  Terre,  ou  le  rayon  veeteiir  de  l’orliite  réelle  de 
la  Lune,  un  aura 

v'(' + 

et  par  eonsé(|uenl 

p = y'p’’  — 2 X(  1 -t-  j)  — a ’ r 2 + X’  + U*  -t-  v‘ . 

Dune,  en  ne  poussant  rapproxiniatioii  que  jusqu’aux  seeondes  dimen- 
sions de  ).,  fi,  V,  on  aura 

I I i(i JT) -e  fxy  — v2  -t- it’ -1- w’  3[).  i -+•  JT) fi)- — >2  )’ 

/<  p'  p’'  2/»'*  2f»’> 

multipliant  par  ilrn  et  ensuite  intégrant  relativement  à la  earaetéris- 
tique  S.  laquelle  ne  regarde  que  la  variabilité  de  a,  h,  c,  ou  aura 

^f/m S</m  ^ (i -e  j)  SXf/m -1- )-S.ü<//n  — zSvtim  Si' X’ -1- fi’ v’  ilin 

a — 4- X;’S).’i/ni  a-  r’Su.‘(/m  a-  2’S»’</»i 
2/>| 

a-  2(1  -a-  a:) y SXut/m  — 2(1  -e  x 2 SX» dm  — 2 )-2  Su-w/m  j . 

Il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  remettre  à la  place  de  X,  11,  v leurs  valeurs 
du  numéro  précédent,  en  faisant  sortir  hors  du  signe  S les  quantités  r, 
s,  U qui  doivent  être  regardées  comme  constantes  dans  ces  intégrations. 

i8.  On  voit  d’abord  que  les  valeurs  des  trois  intégrales  SXd/w.  S[xdm, 
S/tlm  renfermeront  dans  tous  leurs  termes  les  quantités  Sadm.  Sbdm, 
Sedm.  qui  sont  milles  par  les  propriétés  du  centre  de  gravité,  puisqu'on 
suppose  (|ue  re  centre  est  l'origine  des  coordonnées  a,  h,  c\  ainsi  l’on 
aura 

SX(/m  = o,  Siidm  = o,  S»(/oi  = o. 

Pour  avoir  la  valeur  des  autres  intégrales  il  faut  commencer  par  clier- 
elier  celles  de  a*,  v’,  Xfji., ...  ; et  comme  les  valeurs  de  /.,  v ne  sont 


Digitized  by  Google 


THÉORIE 


4*\ut'U*s  qu'à  lii  troisième  (iinieiision  près  de  r.  s et  il  tàudra  également 
nèj'liger  relie  ilimensioinlan.s  les  valeurs  dont  il  s'agit.  On  trouvera  ainsi 

}.*  —rt\i  r*  — 4^  ' — ru, -h  .^bn-s, 

ot*  .-  — r*  — 4 «*,1 ic'u^  --  "itthir  — “ï^m)  — 4^*rr«  — ^bc  u rs  , 

V’  ”4'**^*-+  “*  *^*‘ * *~  4'*^ ~ 4 “■  ■*  ibvUt 

f.UL  ^ r — ^su  — A*(  r 4-  2 ««  I H-  4 

• fib  i 2 /•*  — ij’  — 2 «*  — 7 ac{  U 7 n)  — 2 ftc  < — ? nt  » 

>.v  = 7a's  — 7b*rtt  — nc*\S  ~ ru 

— 7ub  U — rjf  [ -+  «c  ~ — H**  — 2«*j  — bcir  lisu  , 

^wv  ; 7.a‘rs  2 6-«  — 2c*l  m rs 

— IS'  — 8/1O  . 


- 2rt/>  1 - ru  ur  r ~ tii/j 


hc 


(-Ï 


Or  nous  avons  déjà  suppose  2t 

S a*  — b' \ tiw  S «•  ' e*  f/w  =.  R,  S b- c'  dm  I), 

Subdm—\\,  Sucdw  (i,  Sbcdm—V; 

d'(Ui 

SaV/m  =.  — -"-T  ' , SA=</m - S rU/n>  - " - ~ , 

2 2 7 

donc,  multipliant  les  valeurs  précédentes  par  dm,  intégrant  et  snlisti- 
tuant  e<*s  dernièivs  valeurs,  on  aura 

> 

S)^dm  ■=.  ^ E •— Ri /•  -4- 4 E“~ A J*— 2 II  r-K2j/i  -*4H  1— r«  -h  î Km. 

Sy^dw  It—E  r'-t-{  H— r—2su  — 4^i"’"~4*'  » 


Sv’f/«»  = ^ ^ — — -i-  41  A — C J*  H - 4*  ' — R «•‘HH*//  — î lu  — j K«, 


SXm///«  = (B  — E r-t-2  R E— 'lA)*// 

- Il  I—  2T^—  2**—  2*/^  — 2(.i  lt--7rs  — 2|-  2r«,, 
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S>.v(/oi  =:  a A — C)  J a I B — A ) r« 

a ll(  U ri)  + C ^ — 8j’—  a«’^  — K r 4-  (îiu  ), 

Suv(/m=  *(  A — B)«  -I-  a(  A — C)r5 

4-  a H (i  4-  ru  ) + (i(r  — l!»u)  4-  E ^ i — ^ — ai’  — 8«’ J . 


On  fcr.1  donc  ccs  suh.siitiitioMs  d;ins  l'expression  de  S Ironvée  ci- 

des.siis,  el  nuiltipUnnt  ensuite  tous  les  lennes  piir  — /,  on  aura  la  |)artie 
de  la  fonction  V i|ui  est  due  à rallraction  de  la  Terre  sur  la  Lune. 

4!).  Cette  partie  de  V sera  donc  ri'présentée  de  la  manière  suivante,  en 
mettant  rn  i>  la  place  de  Sf//u. 


p' 

ap'* 


A 4-  B 4-  C) 

— 

I ^ 4-(C  - B)r>  -e  4^C  - A)i‘ 

— aH(r4-ai«)  — 4*'  ^ — ™ 


^f  y ' fA  4-C  — B 
ap’’  I a 


3/i>  B 4-  C - A 
ap'*  a 


4-(B  — C)r’4-4(B  — AWC 

4-  a H ( r — ai«  ) — 4 <>  ru  — 4 Et  « -e  Ci  ) 
4-4,  A — C)I>4-  4(A  - B)u' 

4-  8 II  III  4-  4 G i .4  4 K U 


- — j^(B— C)r4-a(B4-t;— aA)i«4-Ht I — ar‘— ai’— au)) 

— a.G  ( H 4-  a r«  — a K(i  — a rn  ) j 
j^a(  A — C)i  4-  a (B  — A )ru  4-  ait  (H  — la) 

4-  G ( I — ^ — 8i’  — a u>  \ — E ( r 4-  liiH  I 


a (A  — B H 4-  a(  A — t;)i-i  4-  ait  (i  4-  ru) 

. / r’ 

4-Gir  — biu)4-Eli  — — — 


Cette  formule  est  encore  susceptible  de  quelques  réductions,  à cause 


5« 


THÉOlUE 


lie  la  (li-s  (|uaiitités  T,  y,  s ; mais  nous  avons  oru  devoir  donner 

d'abord  la  valeur  eoiiiplète,  pour  (|u’ou  puisse  ensuite  mieux  voir  (|uels 
sont  les  ternies  (pi'on  y peut  négliger. 

.50.  Il  reste  ii  examiner  l'autre  partie  de  la  fonetion  V,  laijnelle  doit 
provenir  de  l'action  du  Soleil  sur  la  I.iine.  Or,  en  désignant  par  ç la  dis- 
tanee  rertiligni*  du  Soleil  à rliaque  partieule  f/m  de  la  l.iiiie,  l'action 
directe  du  premier  de  ces  deux  astres  .sur  tonte  la  inas.se  de  l'antre  donne 

dans  la  lonclion  V la  quantité  — jÇ'S  et  pour  avoir  la  valeur  de  9 il 

sullil  de  se  rappeler  que  x'-t- 1,  v' -1- >!,  s- ' sont  les  coordonnées  rec- 
tangles de  cliaqtie  particule  f/m  de  la  Lune  par  rapport  aux  axes  fixes  pas- 
sant par  le  centre  de  la  Terre:  de  sorte»qur,  si  l'on  noinnie  X et  Y les 
deux  coordonnées  du  lien  du  Soleil  dans  l'écliptiipie  par  rapport  aux 
mêmes  axes,  on  aura  évidemment 


</  — V X —x'  — V — r'  — K ’ (Î'-I-Ï)’. 

Soit  H la  distance  du  Soleil  à la  Terre,  c'est-ii-dire  le  rayon  vecteur  de 
son  orbite,  et  X longitude  de  la  Terre  vue  du  Soleil,  en  sorte  que 
i + irti)"  .soit  la  longitude  vraie  du  Soleil,  on  aura 

X — — U cosX,  V = — K sinX; 


et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'expression  précédente  de  t/,  ainsi 
que  celles  de  .-r'-h  £,y''-i-  >!,  s'-f-  Ç trouvées  dans  le  11“  4(>,  on  aura 


d'où  l'on  déduira  la  valeur  de  ->  et  ensuite  celle  de  S — par  des  opéra- 

tions  semblables  à celles  des  numéros  précédents;  mais  il  y a ici  une  re- 
marque importante  à faire. 


51.  Nous  avons  .supposé  jus(|u'ici  la  Terre  <‘u  repos  pour  n'avoir  à 
considérer  que  les  dill'éreiits  mouvements  de  lu  Lune  par  rapport  à la 
Terre,  lesquels  sont  les  seuls  qu'il  nous  importe  de  connaitre;  cette  su|>- 


Digilized  by  Google 


DE  LA  LIBRATION  DE  LA  LUNE,  ETC. 


.57 


poMit'uiii  (‘Si  |)(‘i-misn,  mais  plie  (leinandp  (|ii'on  relranclic  de  la  Idrce  di- 
recle  du  Soleil  siir  la  l.ime  la  partie  employée  à lui  donner  le  mouvemeiil 
<{ui  lui  est  eunimun  avt>e  lu  Terre,  et  parle(]uel  eesdeux  corps  eimileni 
aulonr  du  Soleil  ; oreette  force  est  évidemmcnl  épale  a rattraetion  du  So- 


leil sur  la  Terre;  par  eons(‘(|uent  il  faudra  joindre  à la  force  provenant 

de  raclion  directe  du  Soleil  sur  clia(|uc  parti(mle  dm  de  la  l.une,  une 
force  égale  el  directetnent  coiilraire  à celle  du  Soleil  sur  la  Terre.  Or  il 


est  visible  (|ue  la  force  deviendra  celle  dont  il  s'agit,  en  y faisant  g né- 
gatif, et  en  supposant  (|ue  dans  rexpression  de  y les  ((uantités  a ' -t- 
r,,  -h  Ç s'évanouissent  vis-à-vis  de  X et  Y,  ou,  ce  (pii  revient  au 
même,  en  y regardant  le  rayon  U de  l'orbite  du  Soleil  comme  intinimeiil 

grand.  Donc,  puisipie  la  force  donne  dans  la  fonction  V le  terme 
gS  la  nouvelle  force  dont  il  s'agit  y donnera  un  autre  terme  égal 
à igQ.  en  dénotant  par  Q ce  ipie  devient  la  fonction  lorsipTon  y re- 
garde R comme  intinimeni  grand.  .Mais  dans  cette  bypotbèse  on  a,  en  ré- 
duisant la  valeur  de  - en  série. 


_ ( I — ).!  cos( / — X)  — {y  — uj[sin  ' — - / 

-7~R  '■  ” H' 

(il  est  nécessaire  de  tenir  compte  du  second  terme,  parce  ipie  le  premier 

ilisparait  dans  les  dilferentiations  de  V);  multipliant  donc  cette  ipiantité 
par  et  intégrant  par  rapport  à la  earactéristi(|ue  S,  on  aura,  en  re- 
maripiant  ( Y8  que  Sdm  — m,  S'/.dm  = o,  = o, 

O — nij  ' _ O eos(/ — i)  — ^‘sinf/ — Ï)J 


El  la  valeur  exacte  de  la  fonelion  V,  en  tant  qu'elle  est  due  a l'action 
du  Soleil  sur  la  Lune,  sera  exprimée  par 


V. 


8 
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52.  Avaiil  d'aller  plu.s  loi»,  il  est  bon  de  déteniiiner  le  rapport  entre 
les  deux  euMstaiitesyet  g'<|»i  expriuieiil  les  forees  absolues  de  la  Terre 
et  du  Soleil  à la  distance  égale  a i,  et  (|ui  sont  par  conséquent  propor- 
tionnelles aux  tnasws  de  ces  deux  corps.  Or  ces  masses  sont  à très-|»eii 
pri“s,  par  les  Tbéorènies  connus,  en  raison  directe  des  cubes  des  distances 
moyennes  de  la  Lune  et  du  Soleil,  et  en  raison  inversi'  des  carrés  des 
temps  périodiques  de  ces  deux  astres,  ou  bien  en  raison  directe  di‘s  carres 
de  leurs  mouvements  moyens.  Donc  ayant  supposé  la  distance  moyenne 
de  la  Lune  à la  Terre  égale  à i,  si  l'un  nomme  X'  celle  du  Soleil,  et  i|u'on 
désigne  par  n le  ra|q)ort  du  mouvement  moyen  du  Soleil  à celui  de  la 
Lune,  on  aura 

et  parcuiisé(|uent 

#.'  = **"’/• 

Vinsi  la  partie  de  la  l'onction  V (|ui  dépend  de  l'action  du  Soleil  sera  re- 
presi-ntée  par  la  l'ormule 

(y- «“)• 

h'.i.  Il  ne  s'agit  plus  que  de  développer  la  quantités^;  mais  j’ob- 
serve d’abord  (|iie  les  termes  provenant  des  quantités).,  p.,  v qui  dépen- 
dent de  la  ligure  de  la  Lune  se  trouveront  divisés  par  y*,  en  désignant 
par  (j  la  valeur  de  q lors()u'on  y suppo.se  ces  <|uantités  milles,  c'est-à-dire 
la  distance  rectiligne  du  centiv  de  la  Lune  à celui  du  Soleil;  ilonc  ces 

termes  seront  multipliés  par  - > et  seront  par  conséquent  aux  termes 

semblables  provenant  de  l'aetion  de  la  Terre  sur  la  l.nne  dans  le  rapport 
fh'n’  f 

de  ■ à “j;  mais  p est  à peu  près  égal  à i (47)  et  q est  aussi  à pi'U 
7 f* 

près  égal  à X,  à cause  du  peu  d’excentricité  de  l'orbite  du  Soleil  et  de  la 
grandeur  de  la  distance  du  Soleil  vis-à-vis  de  celle  de  la  l.nne;  d’où  il 
s'ensuit  que  le  rapport  dont  il  s’agit  sera  à très-peu  près  égal  à celui 
de  n’  à 1 . Or  un  a par  les  Tables,  en  |>renant  les  mouvements  moyens  i|ui 
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r(^poiKl('nl  ;»  nm»  année  rominune. 


nn 


<lonr 


I i*a<y’44'^o"  35(^,747* 

1 3”’  4*  D"  4^^)“»  ^^7 


0,0^4  n; 


/I*  = O ,oo5  5c)5  io  = 


I 

17», 7^4' 


«lotir  lo  ni|)|)ort  chcrrlu'  stTa  à lr«‘s-|)i‘ii  prfcs  île  i à 17c). 

Je  coiu'lus  lie  là  tjti’oii  |teul  néglijîer  en  tonte  snreté  les  int-({aliU's  de 
raetinn  du  Soleil  sur  la  l.iine  dues  à la  non-sphéricité  de  cette  Planète 
vis-à-vis  de  celles' de  l'action  de  la  Terre  sur  la  Lune  dues  à la  même 
cause.  Par  consé(|uent  on  pourra  substituer  partout  ç'  à la  place  de  tf.  ce 
i|ui  donnera 

^ dm  _ „ dm  _ m 

'/  î 9 


q étant  la  valeur  de  q lors«|ue  pi,  v sont  niilles,  e’est-à-dire 


9'=  y K'  î K'  I x)  cos(  < — ^ ) — 1 R l'siiil  / — il  -1- 1 1 + ,r  1’  -e  )■’  -i-  z*. 


5i.  Ras.seml)lant  ce  «|ue  nous  venons  de  trouver  depuis  le  n"  45,  on 
aura  la  valeur  eoniplète  de  la  fonction  V.  Iai|uelle  sera  coin|ioséc  de  deux 
parties,  l'une  V'  indépendante  de  la  figure  de  la  Lune,  et  i|ui  se  trouvera 
tonte  multipliée  par  la  masse  ni  de  cette  Planète,  l'autre  V"  due  entière- 
ment à la  nun-sphérieité  de  la  Lune,  et  dont  cha(|ue  terme  sera  multiplié 
par  une  des  six  constantes  A.  H.  L,  F,  G.  H,  <|ui  ilépendiMit  uni(|ncmeni 
de  la  figure  de  la  Lune  f21  ). 

La  première  partie  sera 


,,  ri'  ( I -e  X cos'/ — 2)  — )sio  / — i)  1 

' ar-  - -J’ 

et.  à eaiisi*  de 

y>'‘  = (i  -e  X ’-t-  » ‘-i- 

». 
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la  scfondtî  partie  sera 
\ ' 


f<  \ ) H C » 

4/»’ 


L il'  -t-  a II  ( r -t-  fsit 


• -i- 4<i'r  — r«)  — 4 Kjï  j 

I B_C;r-t-7  ü -r  C — a \1«< ll(i— ir‘— a*"  — a«’j 


— a (i  H -f-  a rf  ) — a K » — a r«  I 
).  — I a \ _ C)s  ■+■  a(Il  — A)r»/  -i-  aH(«  — rs] 

P ' 

-i-  G 1 1 — 8f'  — a «•  j — K(  r -l-  (>5«lJ 

-h  I B—  II— Glr'— 4 B— V)H’— aH  r — a«c -(•  4<*™  î " 

a/>  ' 1 

-t-  j A — 4 ( A — (!;  4’  — 4 ( A — B ! «’  — 8 H j«  — 4 ‘ ~ 4 !■  " J 

\ \ 5 |I(,  ^ eu)  ^ r— 6jmi 

/ #•! 


55.  .Ayant  donc  par  ics  formules  les  valeuia!  de  V et  de  V".  ainsi  (|iie 
celles  de  T'  et  de  T"  par  les  formules  des  li"’  !lt>  et  A5,  on  aura  les  valeurs 
complètes  de  T =T'  e T"  et  de  V V'4-  V"  en  functions  des  six  varia- 
hlesx,  J,  r,  s,  u,  dont  les  trois  premières  déterminent  le  niouveineul 
du  centre  de  la  l.uiie  autour  de  la  Terre,  et  dont  les  trois  deriiii'res  dé- 
lerniineut  le  mouvement  de  cette  Planète  autour  de  son  centre  de  fçra- 
vité;  et  l'on  aura  par  rapport  à chacune  de  ces  variables  nue  éipiation  de 
la  forme 

, ÔT  oT  o'V 

d V-  -+-  •—=  O, 

O dx  ox  ax 


eu  faisant  varier  séparément  dans  les  fondions  T et  V lesipiantitésa-,  dt-, 
V,  dy,  Z,  dz,  r,  dr et  uiar(|uaut  ces  variations  par  la  earacléristii|ue  à. 
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5().  ('.oinnie  T'  et  V'  sont  des  fonetioiis  de  ar,  v,  î sans/-,  .i.  «.  ei  i|ne 
T"  est  une  fonetion  de  r,  s,  u sans  a-,  v,  il  est  elaii-  (|iie  les  li-ois  é(|Uii- 
linns  dues  aux  variations  de  a-,  v,  z et  <le  leurs  diirérenlielles  seront  de 
lu  forme 


oT' 

o\" 

_ 

àilx 

jx 

-r 

5x 

6x  ! 

iV 

ÔT 

5V' 

0 V" 

idy 

ày 

4- 

dv 

3 

II 

T 

ai' 

6T 

av' 

idz  ■ 

■ liz 

-t- 

oz 

-e  ™ ^ O, 

et  (|ue  les  trois  autres  provenant  îles  variations  de  r,  s,  u et  de  leurs  dif- 
férentielles seront  de  la  forme 


aï" 

il! 

a\  " 

idr 

àr 

or 

AT 

ar 

a\" 

'^ids 

às 

d^'^L- 

ar 

o\-' 

àtiu 

0» 

a« 

Les  trois  premières  serviront  doue  à déterminer  a-.  v.  =.  e’est-à-dire  le 
mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  et  les  trois  dernières  serviront 
à déterminer  r,  s,  u,  et  par  eonsé(|uent  à ronnaitre  la  rotation  de  eette 
Planète. 


57.  Puisipie 


par  le  u“  30,  on  aura  par  lu  dilferentiation 


a T 

m 

/ dx  V 

ÔT' 

ddx 

~Tt 

(i// 

ox 

^ "'U 

-4-  1 -h  .1 

ot’ 

m 

ar 

/ 

tU  \ 

0 dy 

” ift 

0>- 

^ - m ( 

7/1  j 

aï' 

dz 

ÔT' 

= m 

dp' 

6z 

:=-  f»; 
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riii^:oHiK 


(>2 

tMiMiiili-  avant 


^ n'h'  ( I + J)  cos  / — ^ — _rsiti  < — - ) 


K' 


<•1 


/>'=  ^;  I -t- a- s’ 

^ II'  -t-  »lt  (I  + X I nos  / — ï)  — » K )sin(<  — ij 
lit)  ii-iMivn-a  par  la  ililIV'irntialion 


o \ ' . r I + 1 / K ros'  t — il  1 -»-  I + JT  eus  / — i 

^ — =/ni  I - -*-«'*'{  — — T 

nx  •'  I»'’  V q'  R' 


ô\ 

aT 


; I i ïiîL',7  ï lit- . ) I . 


5S.  Siili.stiliianl  ers  valeurs  dans  les  trois  premières  îles  e(|iialioiis  du 
II''  56  ei  divisant  par/n.  on  aura 


•xdr 

/ 1 

n’A'  1 

iU- 

~ ~di~  ' 

— 1 - 

- fn’k' 

f- 

W' 

-i) 

eosf  t — 1 -H 

1 iX'l 

m ilx 

r/>r 

odx 

r l 

1 n’/i’\ 

tiv 

^~dr' 

- y - 

F ^ 

— fn'i' 

(- 

-il-'] 

] sin(/  — i)  -t- 

1 av'^ 

Vv 

«v 

m 

= O, 


n'h'\ 
î“  / 


I a\ 


m o: 


(à.'  sont  les  équalions  qui  doivent  servir  à déterminer  l'orlule  de  la 

I, une.  et  elles  s’aeeordenl  avec  relies  de  M.  liuler,  dans  sa  Somelle  Throric 

II,  ' 3''  1 a\"  . , ,,  , 

dr  la  l.iifie.  aux  iiiianlites  — » ; — » près,  lesuiielles  resul- 

' m ox  m or  m os  ' ' 
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lent  (le  lu  lloii-s|ihiTicitt‘  de  celle  Planèle  (54)  et  (|ue  ,M.  Killee  u iie- 

Kli«ées. 

59.  Pour  faire  usage  de  ces  eijualioiis,  ou  eoiiiuieiicera  par  réduire  eu 
.sérié  les  (|uaiilil(>s  irrationnelles  p et  q ainsi  (|ue  leurs  puissances,  ce 
i|ui  n'a  aucune  dillieulU'  à cause  de  la  pelilesse  d(>s  (|uanliU‘S  x,  v,  a 

(■I  ^ vis-à-vis  de  ruuitf';  ensuite  on  iuU'-grera  par  les  iut-tliodt“s  connues; 

l'Üuvrage  cité  de  .M.  Kuler  ne  laisse  rien  à d(‘sirer  sur  eel  idijel,  du 
iiioins  en  tant  i|ti'nn  fait  ulislracliou  de  la  ligure  de  la  Lune;  ainsi  nous 
pourrons  prendre  les  valeurs  de  x,  v,  z trouvées  dans  cet  Ouvrage,  pour 
celles  i|tii  satisfont  aux  trois  écpiations  précédentes  dans  le  ras  où  l'on 

, I-  I . . I âX"'  I oV"  I <3\*'  -, 

neirhee  les  iiuaiililes  exlrememeiU  peliles  - i ^ » et  il 

ne  restera  (|u’à  chercher  relfel  de  ces  (]uanlit(‘s. 

Voici  ces  valeurs,  dans  lesquelles  je  n’ai  conservé  que  les  ternies  dont 

les  coellicients  sont  au-dessus  de  • et  où  i'ai  nommé  «,  â,  v,  t les 

lOOO  ' ' * 

arguineuLs  que  >1.  Euler  désigne  par  q,  r,  />,  l,  c'est-à-dire  i’auonialie 
moyenne  de  la  Lune,  l'argument  moyen  de  sa  latitude,  la  distance 
moyenne  de  la  l-une  au  Soleil,  et  ranomalie  moyenne  du  Soleil, 

X — — o,oo3  587  I — o,ou6  37  4 tj  • cos  a y -1-  u,o54  Soo  o.cosa 

-t-  0,001  5i3 i).rosaa  -e  0,010  i(>7  5.cos(  2 / — al  -4-  0,001 1)87  0. cos 7 3, 

)•  — 0,010  33o  4 .sin  îy  — 0,1  o<)  4*>7  8.sina 

“ — 0,022  2(k>  I .siii(2y  — a)  -+-  o,oo3  164  3. sine  — 0,001 1)80  3. sin 2 3, 

; = o,o8i)(>4oo.sin3  -e  o,oo3  32(>5.sin  2y  — 3)  — 0,002 sin  a -t-  3 
— 0,007  248  O.  sin  (a  — 3'  — 0,00 1 1787  .sin  2y  — a — 3 • 

Les  angles  «e,  7,  e croissent  proportionnellement  au  temps,  eu  sorte 

'!n'  (//’  (//’  ïïi  quantités  constantes,  et  égales  aux  rapports 

des  mouvenumts  moyens  de  l'anomalie  de  la  Lune,  de  son  argument  de 
latitude,  de  sa  distance  au  Soleil,  et  de  l'anomalie  du  Soleil,  au  mouve- 
ment moyen  de  la  longitude  de  la  l.une,  à cause  que  nous  exprimons  le 


Digitized  by  Google 


TIIEUUIE 


ti’t 

ll•lll|ls  / par  ri-  (irrnier  mouveineiil  (3i);  ainsi  rtui  aura  par  lt‘sTal)li‘s 
ilf  .Mayt-r,  rii  prenant  les  monvenienls  moyens  <jui  répoinlenl  il  une  année 
Julienne, 


i3’'’7.‘?8"43'  i5" 

4:'*  «7  2 

— <M)!I'544. 

1/i  ~ 

“ 48o  <»38 

''i- 

i3"'4"?8"42'  j8" 

_ 4«’  «7  ' 

= i,oo4oi8, 

(tî 

i3"'*  4'<r^3'5" 

~ 48«;)38 

<h 

12"'  4’f/'37'24’ 

— 

<//  ~ 

T3"‘~4'<)"2ÿ5'' 

<h 

<U 

ii‘2;r44'35'' 

I V“  4'i)'‘23'5'' 

^ i%L7l 

= 0,07^800. 

(>0.  Avant  île  ipiilter  ees  éi|iialions,  il  est  Itou  de  délerininer  par  leur 
moyen  la  eoiislanle  /" <|ui  exprime  l'atlraetion  alisolue  île  la  Terre,  et  ipii 
miilliplie  aussi  tous  les  termes  de  la  ipianlité  V". 

Pour  cela  il  sullit  de  eonsidérer  la  première  é(|ualion,  laipielle  devant 
avoir  lieu  dans  l'hypothèse  ipie  x,  y,  i soient  des  quantités  assez  petites, 
il  t'aiidra  aussi  i|u'elle  ait  lieu,  à très-peu  pri'S,  eii  supposant  ees  quan- 
tités luilles;  or  dans  ee  cas.  si  l'on  né;;li{{e  les  termes  venant  du  Soleil  et 
atleetés  du  eoellieient  très-petit  /<’.  ainsi  que  eeux  qui  proviendraient  de 
la  non-sphérieité  de  la  Lune,  le  premier  menihre  de  l'équation  dont  il 
s'agit  se  réduira  à — i -•  y,  à cause  que  //devient  égal  à i;  par  eonsé- 
quent  on  aura  à très-peu  près  f — \ . 

Si  l'on  veut  aussi  avoir  égard  aux  termes  dus  au  Soleil,  on  considérera 
qu’à  cause  de  R très-grand,  on  a à peu  près 

I I COS  / — i — )sill  t — "i. 

il''  IF~ 


suhstituant  cette  valeur,  mettant  pour  R sa  valeur  moyenne  k,  et  ne  re- 
tenant que  les  termes  tout  constants,  le  premier  menihre  de  la  même 
équation  se  réduira  à 

r 3/"’ 

— \-^J  I -f-  n- — - , 


savoir 
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Cl . A r<^gard  de.s  ronsLmtes  A,  H,  C,  F,  G,  H,  on  ne  saurait  les  ilèler- 
niiner  sans  eonnailre  la  figure  et  la  eonstitulion  intérieure  de  la  l.nne. 
Kn  général,  puisque  (21) 

A = S(o’ -t- i’i  f/«i,  B = S(a’-l-c’  dm,  C = S[b'  + c’]dm, 

F = Sfcc(/m,  G :=  Sacdm,  Il  = Saé(/m, 


il  est  visible  <|ue  les  trois  constantes  A,  B,  C ne  sont  autre  chose  que  les 
mnmenis  d’inertie  de  la  masse  de  la  Lune  autour  des  axes  des  coordon- 
nées c,  b,  a,  c’est-à-dire  autour  de  son  axe  de  rotation,  du  diamètre  di- 
son  équateur,  perpendiculaire  au  premier  méridien,  et  du  diamètre  de 
l’équateur  qui  est  dans  ce  méridien:  et  que  les  trois  autres  constantes  F, 
G,  H sont  proportionnelles  aux  sommes  des  moments  des  forces  centri- 
fuges par  rapport  à ces  inémes  axes,  en  sorte  qu’en  supposant  ces  der- 
nières consta^ntes  nulleson  a les  conditions  nécessaires  pour  que  les  trois 
axes  dont  il  s'agit  soient  des  axes  naturels  de  rotation,  (^la  est  assez 
connu  par  la  Théorie  des  axes  de  rotation,  pour  que  nous  soyons  di.s- 
pensé  d’entrer  là-dessus  dans  aucun  détail. 

Si  la  Lune  était  homogène  et  sphérique,  il  est  clair  <|u’on  aurait 

A Il  = C,  cl  F = O,  G O,  Il  = o ; 

et  la  même  chose  aura  lieu  aussi  en  supposant  la  l.une  compo.sée  de  cou- 
ches sphéri(|ues  de  dilîérentes  densités;  ce  n’est  donc  ipi’autant  (|ue  la 
ligure  de  la  Lune  et  celle  de  ses  couches  s’écartent  de  la  sphérique,  que 
les  constantes  B,  G peuvent  être  inégales,  et  les  constantes  F,  G,  II, 
différentes  de  zéro. 

Soient  B la  distance  d'une  particule  que!coii(|ue  dm  au  centre  de  la 
V.  9 
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Lune,  l’ l’angle  du  rayon  R avec  le  plan  dos  a el  I/,  Q l’angle  de  la  pro- 
jeclion  de  R sur  ce  plan  avec  l’axe  des  a,  un  aura 

c=RsinP,  A - U rosP  siiiQ.  a = R rosi’ costy; 

de  plus  on  aura 

R>cosP(/l'«/Uf/R 


pour  le  volume  de  la  particule  r/m;  de  sorte  (|u’eri  nommant  l)  la  densité 
de  cette  particule  on  aura 

</»i  = ÜR'rfR  cos  P f/ P (/y; 

ainsi  l’on  aura 

m = SI)R'(/U  i/siii  Vi/Q; 

A = S DR’t/R  cos’P(/siti  Pi/y, 

, R — S DR' f/Rfsiu’P  + cos’P  cos’ty)  (/sin  P</Q, 

— SÜR'(/R(sin‘P  cos’P sin'Q) </sln  Pr/y: 

!•  ;=  S D R'j/R  siii  P rosP  sin  y (/siii  P (/y, 

G S DR'  </R  sin  P cos  P cosy  </sin  P</y, 

Il  = S D R'  dit  cos' P sin  y cosy  r/sin  P dy.  ^ 

Il  y a ici  trois  intégrations  consécutives  à exécuter,  la  p?-emicre  par  rap- 
port à R.  et  l’on  prendra  cette  intégrale  depuis  R = o jus<|u’à'R  = R'  (en 
nommant  R'  la -valeur  île  R à la  surface  de  la  l.une^;  ayant  ensuite  suli- 
stitué  pour  IV  sa  valeur  en  P et  Q donnée  par  la  ligure  de  la  Lune,  ou 
exécutera  les  deux  autres  intégrations,  l’une  par  rapport  à P depuis 
P=  — go“  jusqu’à  P — <)o",  l’autre  par  rapport  il  Q depuis  Q = o jusqu’à 
y = 360",  et  comme  ces  intégrations  soûl  indé|iendantes,  il  sera  lilire  de 
commencer  par  celle  (|u’on  voudra. 

La  densité  I)  doit  être  donnée  en  ronction  de  R,  P et  Q,  et  si  elle  est 
constante,  ou  du  moins  constante  dans  cha(|iie  rayon,  en  sorte  que  D ne 
eontienne  point  R,  il  est  clair  (|u’oii  pourra  exécuter  d’abord,  en  général, 
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lu  pioiilicre  intégration,  et  il  viendra 

«1=  ^SDR'*</sii>I*(/0; 

A = ^ SDK'*cos’Prfsin  i‘</0, 

B — 5 SDR’*(.siii'P  -f-  cosM’ros’Q  f/siiilV/O, 

5 

C = gSDR'*tsin’l*  + fos’l*sîn‘Q)f/sinPf/0: 

K =---  — I SDir*siiiProsP(/sinP</eosü, 

5 

(j  ^ -t-  ^ SDR'*sln  P cosPrfsinPrfsinQ, 

Il  = — — ' S Dir‘oos’P</siiiPf/cosî(J. 

5 4 

• 

l>2.  La  supposition  la  plus  simple  et  la  plus  naturelle  qu'un  puis.se 
faire  à l’égard  de  la  ligure  de  la  Lune  est  de  la  regarder  eoniine  un  splié- 
roide  ellipti(|ue  homogène,  dont  les  méridiens  et  l'é(|uateur  soient  îles 
ellipses  telles,  que  l’un  des  axes  de  l'équateur  pas.se  par  le  premier  méri- 
dien, en  sorte  qu’il  en  résulte  une  ligure  elliptique  élevée  sous  l’équa- 
teur et  allongée  vers  la  Terre,  eette  ligure  étant  en  ellét  celle  i|ue  la  Lune 
aurait  dii  prendre  naturellement  en  vertu  de  .sa  rotation  et  de  l'action  de  * 
la  Terre,  si  cette  Planète  avait  été  primitivement  fluide. 

Qu’on  désigne  par  a',  h',  c les  coordonnées  a,  b,  c pour  la  surface  de 
la  Lune,  et  (|u’on  nomme/,  g.  h les  trois  demi-axes  île  l'ellipsoïde,  les- 
quels sont  en  même  temps  les  axes  des  coordonnées  a,  b,  c,  en  sorte 
que  //  soit  le  demi-axe  proprement  dit  de  la  Lune,/  le  demi-axe  de  l’équa- 
teur qui  pa.sse  par  le  premier  méridien,  et  g l’autre  demi-axe  de  l’éqila- 
leur;  on  aura  pour  l’équation  d'un  pareil  sphéroïde,  entre  les  coordon- 
nées fl',  //,  c',  celle-ci 

a”  b’’  c” 

*>»»  I . 

/■  g'  b- 
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Or,  si  R'  est  la  valeur  de  R à la  surfare,  on  aura  pour  a',  b',  c'  les 
memes  expressions  (jue  pour  a,  h,  e,  en  y chan$!eant  seulement  R en  R'; 
donr,  substituant  res  valeurs  dans  l’équation  précédente,  on  en  tirera 

/sîii*F  ros'l*sin*0  ros*l*  cus*0* 

V A—  P 

Telle  est  la  valeur  de  R'  qu'il  faudrait  substituer  dans  les  formules  pré- 
eédentes,  pour  pouvoir  procéder  ensuite  aux  inléjn'aliuns  relatives  à P 
et  Q;  mais  les  intégrations  générales  étant  sujettes  à trop  de  dilTiciiltés, 
nous  nous  contenterons  d’examiner  le  cas  où  le  sphéroïde  est  à très-peu 
près  spliériqiie,  en  sorte  que  les  dilférences  entre  les  trois  demi-axes  /i, 
y soient  très-petites;  ce  qui  parait  être  le  ras  de  la  Lune. 


63.  Nous  ferons  donc 


/ 


= I -e  e,  ç = I -e  I, 


e et  I étant  deux  constantes  très-petites,  qui  expriment  les  ellipticités  du 
premier  méridien  de  la  Lune  et  de  celui  qui  le  coupe  .à  angles  droits,  et 
dont  nous  négligerons  les  produits  et  les  puissances  i|ui  passent  la  pre- 
mière dimension. 

Substituant  donc  ces  valeurs  dans  l’expression  précédente  de  R',  on 
aura  à très-peu  pri*s 

R'  = A [I  -f-  e cos’ P ros'Q  -l-  i ros’Psin’y  ); 

donc 

II'’  — A‘(i  -f-  3e  cos’P  cos’tj  -e  3i  cos’Psin'Q), 

R'*=  A‘(i  -e  Secos’P oos’Q  -e  5»cos’P sin’Q); 


et  faisant  ces  deniicres  substitutions  dans  les  expressions  des  quantités 
ni,  A,  B,  C,  on  trouvera  après  les  intégrations,  qui  n’ont  aucune  dilTi- 
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l'dlté  en  supposant  la  densilé  D constante 
9-D/i'x  3tio" 


(i  e-l-  <); 


donc 


A = . ,■  ■ ■■  (1  -f-  2 e •+-  2 1 1, 

3.5 

„ 4f*A‘x  ÎC»” , -, 

B=  ' — (i+ae-i-i), 

^ 4D/i‘x3f)o-', 

C =:  2 ^ (i^-e  + 2(>: 


A = 

a /»’  m 

(1  -4-  e -e  /), 

5 

« 

aA*m 

('  -t-  e). 

R = 

5 

a/i*m 

!i  + i). 

K 

m étant  la  masse  entière  de  la  Lune,  et  /i  son  demi-axe. 

\ l'égard  des  constantes  F,  G,  H on  les  trouvera  égales  à zéro;  en  sorte 
(|iie  les  trois  axes  du  sphéroïde  seront  des  axes  naturels  de  rotation. 

6i.  Voyous  maintenant  quelles  sont  les  l'orces  <|ui  pourraient  donner 
à la  Lune  supposée  tluide  une  figure  telle  que  celle  que  nous  venons 
d’examiner.  Dénotons  par  «.  jS,  7 les  forces  qui  agissent  sur  chaque  par- 
ticule dm  suivant  les  trois  coordonnées  a,  b,  c de  cette  particule;  un  sait, 
par  la  Théorie  de  l'équilibre  des  lluides,  que  l’équilihi'e  aura  lieu  dans 
toute  la  mas.s<-  du  lluiile.  si  les  quantités  a,  7 sont  des  fonctions  de  a, 
b,  c,  telles  que 

xi/a  ■+-  ^ilb  -¥■  yth 

soit  une  quantité  inlégrahic;  et  alors  l’intégrale  de  cette  quantité,  égalée 
à une  constante,  sera  l'équation  de  la  surface  extérieure,  en  supposant 
que  a,  b,  c deviennent  a',  b',  c',  que  nous  prenons  pour  les  coordonnées 
de  la  surface.  Donc,  si  ,3',  7'  sont  ce  que  deviennent  les  fonctions  a. 
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(S,  ■/  liH-S(|ue  fl,  h,  c y (It'riciineiil  a',  h',  c',  on  aurj 

alla'  -4-  -t-  y'rfc’  = o 

|)mir  rôi|iiatum  ililÏÏTenliplIc  <lo  la  surface  du  Iluide.  Mais  nous  supposons 
(|iie  celte  siirfaee  est  représtoilée  (62)  par  réquation 

n'*  A'’  c‘‘ 

(loiil  la  diÜViTniiellt* 


a'Ha’  h'ffh'  v’fiv' 


O ; 


doue  il  faudra  que  celle  équation  soit  ideuti(|ue  avec  lu  précédente,  et 
par  eonsé(|uenl  que  les  quantités  a',  y'  soient  respectivement  propor- 
tionnelles !t  donc,  en  général,  les  forces  «,  j3,  y devront  être 

proportionnelles  respectivenieni  à -^i  Done,  faisant  successive- 


ment fl-—/,  h — g,  c=i/i,  on  aura  les  forces  qui  doivent  agir  aux  extré- 
mités des  trois  axes  de  l'ellipsoide,  lesquelles  devront  par  conséquent 

être  proportionnelles  à c’est-à-dire  eu  raison  récipro(|ue  de 

ces  demi-axes;  donc  aussi  les  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde  devront 
être  réciproquement  proportionnels  aux  forces  qui  agissent  à leurs  extré- 
mités. 


65.  Pour  appliquer  celte  Théorie  à la  Lune,  il  ne  s’agit  que  de  déter- 
miner les  forces  qui  peuvent  agir  sur  chacune  des  particules  de  sa  masse; 
or  ces  forces  sont  : i"  l’allraction  de  toute  la  masse  de  la  Lune;  a"  l’at- 
Iractiou  de  la  Terre;  T"  la  force  eeulrifuge  provenant  du  mouvement  de 
la  Lune. 

Quant  à la  première  de  ces  forces,  eu  supposant  la  densité  égale  à i, 
et  la  force  attractive  de  chaque  particule  égale  à sa  masse  divisée  par  le 
carré  de  la  distance,  on  trouve,  par  les  formules  que  j’ai  données  dans 
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mon  Mémoire  sur  l'attracùon  des  sphéroïdes  elliptiques,  aniUM!  177  ^ ("j. 
ijiic  r»ttrüctioii  d’un  splicroîdi^  rt-présuntc  par  r«'(|ualiuit 

î'  -t-  mx’  -*•  ny'—  k, 

siii-  un  point  qiudrom|u«  pris  dans  l’intérieur  de  ce  sphéroïde  et  déler- 
ininé  par  les  euordonnées  u,  b,  c parallèles  à .v,  y,  sv  réduit  à trois 
l'orres  dirigées  suivant  a,  b,  c,  et  exprimées  par  amlia,  2/1  E/j,  aGc;  les 
(|uantités  H,  F,  G étant  des  funetions  de  m et  n,  telles  (|u’en  laisaiil 


V n — m, 


2 1 -f-  «’)  . 2 

0 = f^are  laneu. , 

ma’  ‘ ma' 

2 arc  tuü^  >/ 
m a* 

n i ' . , * dt}  7.1)' 

■ d’O  ^ ^ 

2 #/m^  ' ) 

1 180", 

/ 1 ,,  3>  </0  lov’ 

- ^ 

j iHo", 

a t/m'  * * , 

v</ÇE 
X dm 


3>*  I 

8 X dm’ 


180". 


Or  l'équation  du  sphéroiile  du  numéro  préeédent  étant 


r*  )•'  i* 


(en  rhangeant  a , tï,  c'  en  x,  on  aura  par  la  eomparaison  de  relie 
e(|uation  avee  la  préeédente 


/«  = 


h’ 

r 


n =r 


S' 


et  ineltanl  pour  | leurs  valeui's  i + e.  1 -t-  » (t>3  , e et  1 étant  des 
(juantités  très-petites,  un  aura 


doue 


m = I — ie,  n — \ — 21; 

U*  = 2 V = 2 î ^ — i)\ 


(•)  OEuvm  Ht  iM^ran^tf  l.  III,  p.  640. 


TIIEOKIE 


«loiif , puisque  fi  est  une  quantité  fort  petite,  on  aura 

a*  U* 

arc  lang  '/  - ^ — y -f.  — . . . , 

et  de  là 


iloiie 

^ _ I >^Q'  __  I 4 . 

f/m  n <lf  3.5’  ilm  » f/e  3.5’ 

clone 


/ (ic  ait  ^ 

„ a i 

^ 7.e  ()f  1 „ 

7 / 

2e 

21  \ 

I 1 -f*  -JT-  1 iHo", 

1 -+-  -i-  -=-  1 1 00", 

(t'=;  5 ( 

* e. 

• 

\ 5 5 / 

3’ 

5 5 

5 

5/ 

Doue  enlin  les  furee.s  suivant  a,  b,  c seront  représenUVs  par  les  for- 
mules 


a«/'  ije  af\ 

TV“  5 


34à)", 


¥) 


¥) 


3«io', 


et  si  l'on  voulait  (|ue  la  densité  du  sphéroïde  l'ùî  exprimée,  en  général, 
par  Ü,  il  n'y  aurait  qu’à  multiplier  ees  mêmes  expressions  par  D.  Or  on 
a trouvé  plus  haut  (63)  que  la  mas.se  m d'un  pareil  sphéroïde  est  expri- 
mée par 

— ^ ( I -t  e -e  I 3oo“  : 


donc,  multipliant  les  valeurs  précédentes  par 


3/0 

7 U7i*  I -ç-  e -I-  / .ttsi" 


on  aura,  en  général,  pour  les  forces  qui  agissent  suivant  a,  b,  csur  un 
point  (|uelconque  pris  dans  l’intérieur  de  la  Lune  et  déterminé  par  les 
coordonnées  a,  b,  c,  ces  expressions 


m 

f? 


I I <»e  3/ 1 

H’“V  - 5)"’ 


m / 3c 

/(î  V ' ~ T 


M' 


H' 


m / 3 1* 

\ “ T 


m étant  la  masse  totale  de  la  Lune  et  h son  demi-axe. 
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(>6.  Pour  (léteniiiiicr  les  iiuires  forces  veiianl  tic  rallrartioii  tic  la 
Terre  el  des  forces  centrifuges  de  la  Lune,  nous  ferons  abstraction  des 
inclinaisons  île  l’orbite  de  celle  Planète  et  de  son  équateur  sur  l’écliji- 
titiue,  ainsi  i|ue  des  inégalités  de  ses  niouveinents  périodiques  et  de  ro- 
tation: moyennant  i|uoi  l'axe  des  coordonnées  a.  c’esi-â-dirtt  le  deini- 
axe/de  l'é<|ualenr  étant  prolongé  passera  toujours  par  la  Terre;  en  sorte 
i|ue  cbai|ue  |ioint  de  lu  Lune  réponilani  aux  coordonnées  a,  h,  e décrira 
autour  de  l’axe  île  l’écliptique  un  cercle  dont  le  rayon  sera  y f i -t-o 
et  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à i,  puisque  nous  avons  pris  la  dis- 
tance moyenne  du  centre  de  la  Lune  à la  Terre  pour  l’unité,  et  l’angle 
du  mouvement  moyen  de  la  Lune  pour  re|iréseiiter  le  temps.  Donc  cette 
particule  aura  une  force  centrifuge  pour  s’éloigner  de  l’axe  dont  il  s’agit, 
égale  à v'(i  -i-  rtj’  -f-  h‘ , laquelle  donnera  dans  la  direction  de  la  ligne  a 
la  force  — i — </,  et  dans  la  direction  de  la  ligne  b la  force  — b.  Ivnsuile 
niiinmant  M la  masse  de  la  Terre,  et  exprimant  l’attraction  de  la  Terre  pui- 
sa masse  divisée  par  le  carré  de  la  distance,  un  aura 

M 

(i  -t-  rt)*  4-  A*  -f-  c‘ 

pour  l:i  fom*  avec  la(juelle  la  iiirine  particule  tend  vers  le  mitre  de  la 
Terre,  el  i|ui  diMiiiera  par  la  décomposition  une  force  .suivant  a égale  à 

Itl  ( I 4-  rt  ■ 

.*  * 

[(  I -t-  « * -e  4'  a-  c’]' 

une  force  suivant  b égale  à 

_ M*  

[(1  -e  « A’  -e  c' 

et  une  force  suivant  c égale  à 



[il  4-  b’  + C*]’ 

Donc  cbai|ue  particule  de  la  Lune  répondant  aux  coordonnées  a,  b,  c se 

V. 


lO 


7i  TllÉORIK 

IroHviTii  soumise  » Irois  foires,  l'une  suivant  <t  et  égale  à 

M ( I > « 



[ I + nl’-f  i’  -t  c’]’ 

l'autre  suivaiil  h el  égale  il 


[{ I H-  A'  -I-  c’j' 


la  li’oisièine  suivant  c et  égale  à 

Mc 

[<  I -f-  a ’-e  A'  -e  c'i’ 

Or  il  faut  <(ue  ees  forces  se  contre-halanceni,  et  soient  pai*  eonséqueni 
uulles  dans  le  centre  de  la  Lune,  où  a ~ o,  h — o,  c - n:  doue  on  aura 
.M  — ii-o,  savoir  .M  =i;  en  sorte  (|ue  la  niasse  de  la  Terre  devra  être 
prise  pour  l'unité  par  rapport  à la  masse  m de  la  Lune.  Faisant  donc 
Mr'^i,  et  regardant  a,  h,  c coiniue  des  i|uantités  très-petites,  les  trois 
forces  précédentes  deviendront  — 3«  suivant  «,  i>  suivant  A,  et  c sui- 
vant c. 


67.  Joignant  ces  forces  à celles  que  nous  avons  trouvées  plus  haut,  un 
aura,  pour  chaque  particule  de  la  Lune  ilont  a,  /j,  csuiit  les  rourdunnées, 
trois  forces  dirigées  suivant  «,  //.  c et  exprimées  par  ci-s  formules 


- 3a, 

3tf 

--•'U. 

3e 

V 5 

5 / 

Tï'  \ 

“ T ■ 

5 / !>'  ' 

5' 

lesquelles  ont,  comme  on  voit,  la  formi'  rcipiise  pour  l'équilihre  d’un 
sphéroïde  elliptique.  Il  ne  s'agira  donc  que  de  faire  en  sorte  que  ces 

forces  soient  proportionnelles  à ou  hieii,  à cause  de 


f h(t  + e)  et  g = /i  ( I + I ), 


pnqiortionnelles  à 


a . A 


C 

À*’ 
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( 

Uî 

3'\  , 

3e 

hA 

5 

s ) ^ 

--S 

3e 

3i  i 

3 e 

iiA 

■“  “5 

- t)  ■ 

fiA 

“•5 

3i  I 


les(|iielles  se  réiliiiseiil  ii 


»i  4 e , Hi  J I 

r.  T " = 


il’oii  l'on  lire 


JW 

’ 57ê 


Mais  !t  éUiiit  le  demi-axe  de  la  l.iiiiv  exprimé  eu  parlies  de  su  dislaiiee 
moyenne  de  la  Terre,  el  ni  la  masse  de  la  l.nne  exprimée  en  pallies  de 

celle  de  la  Terre,  il  est  flair  ipie  <"•  nombre  Irès-grand. el  qn'ainsi 

l'on  aura  sans  erreur  sensible 


5/i»  ’U, 

e , I 

m ) in 


(»8.  La  valeur  de  h esl  assez  bien  eonniie,  élani  égale  an  sinus  du 
demi-diamèire  appareni  el  moyen  de  la  Lune,  lequel  esl  de  i V^  V’:  doue 
substiliiunl  pour/i  la  valeur  de  sin  T V '|rr;,  on  aura 

0,iMlOOOü.|8o8  0,000  OOO  I '»o  ? 

m * m 

11!).  l'égard  de  la  valeur  de  m,  il  n'y  a eneore  rien  de  bien  déridé; 
on  n'a  pu  la  déduire  jusqu'iei  que  du  rapporl  entre  les  i'orees  de  la  Lune 
el  du  Soleil  pour  produire  les  marées  ou  la  préeession  des  é(|uinoxes. 
Ces  I'orees  sont  proportionnelles  aux  masses  de  la  Lune  el  du  Soleil  divi- 
sées resppctivemeni  par  les  enbes  de  leurs  distances  à la  Terre:  par  eon- 
sé(|uent  le  rapporl  dnni  il  s'agil  sera  eompo.sé  de  la  raison  dus  masses  de 
la  Lune  et  de  la  Terre,  el  de  la  raison  des  mas.ses  de  la  Terre  el  du  Soleil 
divisées  respeelivemeiil  par  les  cubes  des  dislanees  de  la  Terre  à la  Lune 

lo. 
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H ilu  Soleil  H lu  Terre;  mais  celle  «lernière  raison  esl  éf;a'le  à celle  des 
carrés  des  vitesses  ancillaires  moyennes  de  la  l.iini<  et  ilii  Soleil  autour  de 
la  Terre;  donc  si  l’on  exprime  par  i ;n  le  ra|iporl  de  ees  vitesses  ou  des 

nioiivemeiils  moyens  de  ees  deux  PlaiiiTes,  on  aura  pour  le  rapport 

des  Idreeseii  question  de  la  Lune  et  du  Soleil,  lequel,  à cause  de  n’  = 
à lrt*s-(M‘U  près,  devient  égal  à i^Sm. 

Or  Newton  a trouvé,  par  (|uel<|ues  phénomènes  de  la  haiileiir  des  ma- 
rées. ce  rapport  égal  il ce  ipii  donne  m ~ ~ ^ très-peu  près; 

mais  .M.  Daniel  |{eriiuulli  a trouvé,  par  quelques  oliservalions  des  ma- 
rées qu’il  croit  plus  exactes  que  celles  de  Newton,  le  même  rapport  égal 

h 2 ce  qui  donne  m — ^ h peu  pri's.  M.  d’Alemliert,  d’apri's  les 

Idrinules  de  la  précession  des  équinoxes  et  de  la  nutation  de  l’axe  de  la 
Terre,  lixe  ce  ra|qmrl  à 2 j en  supposant  la  nutation  totale  de  i8'',  ce  i|ui 

donne  m = à peu  près;  mais  il  idiserve  en  même  temps  que  la 

valeur  de  ce  rapport  peut  varier  lieaucoup  en  supposant  une  erreur  de 
quelques  8i‘cnndes  dans  la  (|uantité  de  la  nutation.  r»vea  la  deuxième 
Partie  des  necfiercht-s  sur  le  Système  ilii  monde,  page  i rta.  ) 

.Vu  reste  eomme  le  rapport  du  diamètre  de  la  l.uiie  à celui  de  la  Terre 

esl  égal  à — > en  nommant  I)  celui  de  leurs  densités,  on  aura,  en  regar- 
dant ees  deux  corps  comme  sphéritjues.  on  à très-peu  près  sphériques. 


m ^ I) u.oao  2S:î  5 I); 


en  sorte  qu’en  supposant  les  densités  égales  et  par  ctinséqneul  1)  — i , ou 
aura  à très-peu  près  ni  — ^>  valeur  qui  lient  le  milieu  entre  celles  di- 
Newton  et  de  M.  tl’.VIembert.  Et  en  adoptant  celte  valeur  de  /«,  on  aura 

e = 0,00oo24<»4"  /=  0.000  ootioi. 
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70.  lin  général  (|iielle.H  ijur  soient  la  ligure  <lc  la  Lune  ri  la  loi  dr  sa 
•Irnsité,  ooniinr  on  a,  par  1rs  fonnnlrs  ilti  n"  61 , 

A Sh^«nis*P^//«,  h = SB*(sin'P-t- cos’ Pcos*y) f//M,  C-  Stt’(8in’P -t- cos'Psin’0)f/fM. 

K = -SH'»iinPsin0f/;«.  U ^ - SlUsiniP cosQrf/H,  H - S ll’cos’P sinïljr/w, 

'a  a 2 

il  rst  vi.sihir  (|tir  si  / rst  la  plus  grande  valeur  de  H.  e'est-à-dire  le  plus 
grand  rajon  de  la  Lune,  on  aura  néeessairement  pour  1rs  valeurs  de  A, 

B,  (i  ers  limites  o et  /n/’,  et  pour  les  valeurs  de  K.  <j.  Il  eelles-ri  ± — — • 
Or  le  demi-axe  A de  la  Lune  est  eonuu  par  les  oliservations,  étant  égal 
à ^ ^ ^ (en  prenant  la  ilistanee  moveniie  de  la  Lune  à la  Terre  pour  l'u- 
nité, ainsi  i|ue  nous  eu  usons  toujours);  done 

^ h 520  ' * ^ (â)  464<m> 

Si  la  Lune  était  splierique,  on  aurait  l = h\  or  le  disque  apparent  de  la 
Lune  étant  à trés-p(ui  prés  eireulaire,  il  est  clair  (|u’on  ne  peut  supposer 
/>/i  qu'en  admettant  un  allongement  dans  le  diamètre  qui  est  dirigé 
vers  la  Terre,  et  il  serait  hoi’s  de  toute  vraisemblance  i|ue  l’on  eût  /=  a//. 
Ainsi  on  est  comme  certain  que 

/.< 

I iou 


il’oii  il  s'ensuit  que  les  valeurs  de  — < — , — seront  nécessairement  moin- 
* m m m 

lires  que  — ! — t et  celles  de  — i — » — moindres  que  — • 

* laioo  m m m ' 

Donc,  puisipie  ces  quantités  multiplient  tous  les  termes  des  fonctions 

--  . -■  I — qui  expriment  l'ell’et  de  la  non-sphéricité  de  la 

m ox  m or  ni  oz  ‘ ' ' 


Lune  dans  les  équations  du  mouvement  de  cette  Planète  (58),  on  voit 
combien  ces  termes  doivent  être  petits,  et  combien  par  conséquent  on 
est  en  droit  de  les  négliger  vis-à-vis  des  autres  termes  des  équations  de 
l'orbite  de  la  Lune,  ainsi  (|U*on  en  a usé  jusqu'à  présent.  Il  y a cependant 
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<|nl■i(|ut^■i-llns  df  ces  liTmes  auxijuels  il  esl  à iiropos  d'avoir  egard,  à 
cause  de  leur  Ibrine  d'où  pourraieni  résuller  des  é([uations  séculaires; 
c'est  ce  (pie  nous  discuterons  à part;  après  avoir  analysé  dans  la  Section 
suivante  les  é(ptatiuns  ipii  donnent  les  lois  de  la  rotation  de  la  Lune  au- 
tour de  son  axe. 


SECTION  QLATRIÉ.ME. 

IICTKSHI \ATIO\  l»E  L»  I.IHRATIOS  «H  LA  LI  SE  LT  DES  «OI  VEVEVTS  IIE  I.  AM 
DE  CETTE  PLANETE. 


71.  ('a.'lte  (léterinination  est  renferniée  dans  les  trois  équations  sui- 


vantes { .jf)) 


6 T" 

o'r 

oV" 

6</r 

5r 

or 

éV 

oT‘ 

ô \ ' 

6 t/s 

Q1 

•4'  ■ 

OS 

,oT" 

ÔT" 

^ \ " 

6it 

HH  — 
ou 

dans  les(pie!les  il  faut  siilistituer  à la  place  de  T'  et  de  V"  leiii-s  valeurs 
données  dans  les  n*”  et  ï>i. 

En  dilférentiant  suceessivenient  la  valmir  de  T'  par  rapport  aux  ifr,  r, 
fis,  s,  du,  U,  on  aura 


ÔT 

G. 

tirs 

a 

y 

t/s  V 

sti 

{t. 

fin  \ 

hdr 

fll)- 

-TîiV" 

' f/lj 

(TT 

^T" 

ir 

n.  O, 

(îT" 

i”/ 

t/s  \ 

2 F , 

dr 

\ 

i"  1 

t/tt  4 

Otis 

= J7“- 

'Il  ( 

U — 

fii)-^ 

</7  ( 

1 -)- 

fil 

) 

dli^^ 

<7t)’ 

o'r 

t/u\ 

</», 

2(i  1 

, o.t/r 

1-411 

/ t/s  \ 

■is  ^ 

(W,l 

1 “ 4*' 

( 

i - 

di  : 

I- 

['-irr 

("-(-//) 

6 r 

1 A 

/ - 

t/u\ 

2(1 

' / . 

dr. 

f/s  V 

Ot/tl 

dl 

r 

" 7/7 

V 

dl  j 

- wi" 

“ r77 

, / 

t/s  \ 

I-  i« 

ds 

i 

J Jt/r 

= - T V ( 

tu  — 

dtj 

( 

tt  — 

'II, 

)- 

2 F 

) — 411 
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Km  «litf'érenliant  ilo  même  la  vali'ur  île  V'  par  rappuri  à r,  s,  u.  <ni  aura 


ir 


ô\* 

a< 


av“ 

on 


- ^ -^7^  [ _ (C  _ B , a-  , Il  _ _ 4 Fr] 

_ B - c - 4 H f - 4 (Il  -♦  4 F H 1 

F 

+ ^ [* l B — A )«  — i II*  — (ir  — K] 

- B-Cir-oll  I 4(:«a-4F»] 

•-  [af  A — (^)*  a-  iH n a-  (1  — Er] , 


[ - H(C  - A )j  ( 4 II  « I 40  - 4 FcJ 
_ V<!_L£i2.’  [ï  B t C - a A )«  - } lli  - 40  r - , F) 
a-  [a  A — (;)  — a II  r — itiOa  — liFn] 

a 4lln- 4Fr 

2/f  * 

+ ^[-«iv-c;<-«ll«-401 

2/f  * *'  ‘ 

a [a(  A — Cl  r -a  a II  — tiOn  — 4 


3/  I a-ari*  . 

7!  p'* 


jll»  — }0i) 


— [al  B C — a — j H"  — aO  a-  .[l'  ' | 

a-  - [al  B — \ ra-  ail  — jO«  — liF*| 

+ B-  Aina-4Ha  + 40r+  {Fj 


Ibl 

ap'* 
3/.»  î I 


— «(A  - B)«  — 8||»-  4F] 


“4-  - -;r“  \ :»Hr — ^>Gi  — 
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72.  Fai.sant  ces  subsliUitioiis  dans  les  Irois  équations  dont  il  s’agit,  et 
metlanl  pour/ sa  valeur  approcliée  i (60),  on  aura  les  trois  équations 
suivantes,  dans  lesquelles y»'=  y l'i  + j-)*-)- v’-t- 


l*rrmi^re  équation. 


a(C-  B)f  + aH  - 4G«  - .{FjI 
— - c_  4ii,_.  4r,<  H-  4F«) 

-e  •—  (* l B — A i U — 2 H 1 — G r — F) 


P‘~ 


( 2 ( A C t * -H  2 II  « G — r r]  “ O. 


Deuxième  équation. 

, . f(>t\  i1's\ 

„ rf'r  „/  ■xdr\  , </‘h\ 

+ ,F  H ,G  + 4ll  ( » + ) 

G-  A;*  + 4H«  + 4G-.iFr) 

— " ' [i!  B ...  C — J A H — 4 H»  — 4*'r  — s F] 

-t-  [a  A — C)  — a H r — iGG  j — (i  F«  J 

^ ( 4 H « 4 F r) 

-t-|^[-8(.V  — C i-8H«-4G) 

-t-  [a  ( A — V,]r  -I-  a H — (iGn  — j ^ ^ 
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4 


3(1  J-  J-  ’ , , ,, 

{.|ll5-  4».rj 

- li'±^  [,(  B + C - î AU  - 4II«  - aC,  ^ 4ErJ 

+ Aiî-i-ilf  [2  B — A ) r + à H — 4 Cl  tt  — 6F»] 

3 V* 

^ [ — e B—  \)H  >-  41U  4-  4^*^  ^ 4F' 

+ — (-Hf  A — B h-HH»-  4F] 

7p  * ' •* 


B 4 


aUc  — 6(i» — 16  F « 


O. 


73.  Il  ilf  s'agil  (loiif  plus  que  d’intégrer  ces  équatiuiis;  or  letlc  inle- 
gratiuii  n'ii  aucune  dillicullé;  car  : 1"  les  variaDles  incunnues  r,  s,  u ne 
paraissent  que  sous  la  forme  linéaire:  2"  les  ipiantités  .r,  y,  z sont  déjà 
connues  en  l par  les  formules  du  mouvement  de  la  Lune  {59  j;  3"  comme 
les  quantités  r,  »,  u doivent  être  très-petites,  et  (pie  les  (piantitésar._y,  i 
sont  aussi  assez,  petites,  on  poniTa  dans  la  première  approximation  reje- 
ter tous  les  termes  où  les  trois  premières  se  trouveraient  multipliées  par 

les  trois  dernières:  '4"  enfin  on  pourra  mettre  partout,  à la  place  de 
sa  valeur  approchée 

, , 5 5 

I — 5x  4-  i5x'  — - »’. 

a'  a 


en  négligeant  lonjonrs  les  termes  oii  x.  r,  z fornieraient  enseinide  des 
produits  de  plus  de  deux  dimensions. 

V.  1 1 


8i 


TIIÉORIF. 


De  celte  iiKiiiière  on  aura  ees  trois  équations  ap|)rocl)ées 


— i C.  — B r — 6<i  II  — tîF»  311  — 3*  + fi  j:’  — " ^ 

— 3(B  — I')  (i  — — 3F^i  — ^x)z  + 3tlj-a  •>, 


/ (/«\  ,,  </‘r  ,.  / idr\ 

4(  A _ _)  - - -/-  ) + aF  — + ) 


il 'U 

1F  j 


) — ia(t;  — — fiKr 


+ { II  ■ 

(5  5 V 

I — 3x-*-6x^—  “ â ^ I — 4-r).r-i“  6;A  — €j(i  — .{•' 


,r  Z 

— -f*  (j|l  rz  — U. 


- «I  (“- s)  * wV 
i"(^ 


411  y ■*■  -jp'j  -♦-  6H  » — GGr-t-  fiOli  — 4a^)  >■  -t-  6Hi  I — 4-*‘  ^ 

t-  6F  — s')  ■+•  61  A — B)_fï  — iK 


7i.  On  [H-ul  encore  simplifier  ces  équations  par  les  consiiléralions  sui- 
vanles.  On  voit  ipie  leurs  premiers  memlires  renferment  les  termes  tout 
eonslanls  311.  6G,  aF;  il  faut  donc  que  ces  termes  soient  nuis,  ou  à peu 
prés  nuis,  pour  que  les  variables  r,  s,  u puissent  être  trcs-peliles.  Or  on 
a vu  dans  le  n°  61  (|ue  les  équations  F = o,  G = o,  H = o renlernieni  les 
conditions  nécessaires  pour  que  l'axe  de  rotation  de  la  Lune,  et  les  deux 
diamètres  de  son  é(|uateur  (|ui  sont,  l'un  dans  le  premier  méridien,  et 
l'autre  pi'i-pendiculaire  à ce  méridien,  soient  des  axes  naturels  de  mla- 
lion;  ainsi,  sans  ronnaiire  la  iipure  et  la  constitution  intérieure  de  la 
Lune,  ou  est  d’abord  assuré  que  son  axe  de  rotation,  et  les  deux  dia- 
iiictres  de  son  équateur  dont  nous  venons  de  parler,  sont,  ou  exacte- 
ment. ou  à très-peu  près,  des  axes  naturels  de  rotation  de  celle  Planète, 
c’est-à-dire  tels,  qu’elle  pourrait  tourner  librement  et  uniformément  au- 
tour de  chacun  d’eux.  Mais  un  sait  que  dans  tout  corps  il  y a toujours 
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trois  îixfs  de  rotation  pos.sihles,  qui  sont  lU'rpfndicnl.tire.s  (Milro  eux,  et 
qu’on  nomme  les  axe>  principaux  riu  cor/is;  doric  il  faudra  (|nr’  l'axe  de 
la  l.une  et  les  deux  diamètres  de  son  équateur  eoineident  exaetement,  on 
à très-peu  près,  avee  les  axes  prineipaux  de  cette  Planète;  dans  le  pre- 
mier cas  les  eonstanles  K,  G,  Il  seront,  nulles,  et  dans  le  second  elles  se- 
ront .s(-ulement  très-petites.  Or  il  est  naturel  de  suppo.ser  le  premier  cas  : 
i“  parce  qu’en  faisant  F=o,  G = o,  H = o,  les  trois  équations  du  nit- 
méro  précédent  si-  simplifient  Iteancoup,  en  sorte  que  le  mouvemetit  de 
rotatioti  de  la  Lune  autour  de  son  axe,  et  le  mouvement  de  cet  axe  par 
rapport  à réclipti»|uc,  deviennent  les  plus  simples,  et  en  même  temps  les 
plus  indépendatits  entre  eux  qu’il  est  possilde;  circonstance  (pi’on  sup- 
pose tacitement  avoir  lieu,  lorsqu’on  cherche  à déterminer  ces  mouve- 
ments d'apri's  les  observations;  a**  parce  qu’en  supposant  que  la  Lune 
ait  la  ligure  ipt’elle  aurait  prist“  étant  fluide,  en  vertu  des  lois  de  l’Hydro- 
statique, les  constantes  F,  G,  Il  sotit  nulles,  comme  nous  l'avons  vu  [iliis 
liant  (fi'I). 

Par  ces  raisons  donc,  nous  ferons  dans  les  trois  éipiations  du  numéro 
précédent  F = o,  G = o,  H = o,  ce  qui  les  réiliiira  à ces  Irois-ci 

A 3(11  — C)(r— 4-r.»  i=:o, 

Il  T-  ( A — U — C)  ^ -e  f A — C ) ^4*  5 j = "> 

fl  - , A - B - C,  ^ 4.  A - B)  («  J.,*)  =«. 

dont  la  première  donnera  immédiatement  la  valeur  de  r,  et  dont  les  deux 
autres  dotineront  celles  de  s et  «;  les  valeurs  de  x,  _v.  z étant  déjà  con- 
nues par  les  formules  du  ti"  59. 

Dr  la  tihration  de  la  ht  ne. 

75.  Il  ne  sera  (jnestioti  ici  (|ue  de  la  libration  pliysiipw  et  réelle  de  la 
Lutte,  c'est-à-dire  de  celle  qui  vient  des  inégalités  réelles  de  la  rotation 
de  cette  Planète  aittour  de  son  axe;  la  libration  connue  des  .Astronomes 


Si 


TIIEOKIE 


•'Si  pui'eiiifiil  0|)li(|iu‘,  et  n'a  par  plle-mt'mr  aiit'uiu;  ilillii'ulU',  n'i'laiil 
pruiluile  (jue  par  k*  mouvciiicnl  non  uniforme  île  la  Lune  autour  île  la 
Terre,  et  par  rineliuaison  tie  l’orkite  de  la  Lune  à r(^j;aril  de  sou  <‘<|ua- 
leur;  celle  liliration  aurail  é(;alemenl  lieu  (piaud  la  Lune  sérail  alisidu- 
meut  splk'ri(|ue,  et  t|uaud  son  mouvement  de  rolalion  serait  uniforme: 
mais  la  libraliun  physiiiue  dépend  de  l’aiiion  de  la  Terre  sur  la  Lune 
supposée  non  sphérique:  elle  est  représentée  par  l’angle  tri's-pelit  r, 
le<|uel  exprime  de  eomhieu  le  premier  méridien  de  la  Lune  est  plus  ou 
moins  avancé  dans  sa  révolulion.  qu'il  ne  devrait  l'être  s’il  répondait 
toujours  au  lieu  moyen  di'  la  Terre  vue  de  la  Lune  (30). 

Pour  délerininer  eel  angle  il  faut  doue  intégrer  l’éipialion 

A~  -f-  3(B  — i;)(e~y  + 4a'>  ) = o; 

laquelle,  eu  faisant  d'abord  abslraetioii  des  termes  sans  r,  dounêra 

r — Lsiti/., 

L élaiii  une  eonslante  indéterminée  et  ).  un  angle  qui  augmente  unifor- 
mément, en  sorte  <pie  ^ soit  une  ijuanlité  eonslante. 

En  ellel,  substituant  pour  r celte  expression  dans  réipialion 

tj^r 

A -f-  3(  B — C)  e=  O, 
on  aura  (après  avoir  divisé  par  LsinX)  celle-ci 

- a(^)’i  3(B-C)  o: 

d’oii  l'on  lire 

rf).  . /sTir^ 

•// ' V'  A ’ 

et  la  constante  L demeurera  arbitraire. 

Qu’on  substitue  maintenant  ilans  les  termes  tout  connus  de  ré«|uation 
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proposée  les  valeurs  de  x el,v  du  n“  59,  ou  aura  pour  v — \xy  une  suite 
lie  termes  de  cette  forme 

a sin«  ftsin^  + . . . , 

dans  lesijiiels  a,  b,...  sont  des  eoeirieienls  numériques,  et  a,  (3,. ..  des 
angles  qui  croissent  uniformément,  en  sorte  que 
nombres  donnés.  Or  soient 

Psina  + Q sio3  4-. . . 

les  termes  correspondants  dans  la  valeur  de  r,  un  aura  par  la  substitu- 
tion et  la  comparaison  des  ternies  analogues  ces  éijualions 

- Ap(~)’4-3(B-(:hP-rt)=:0. 


d’où  l’on  tire 

3(B-C)a _ 3(B-C)A 

a(J.)’_3(B-C,’  A(f)’-3(B-C)’  ■ 

Ainsi  la  valeur  complète  de^rs«'ra,  par  la  Théorie  connue  des  équations 
linéaires, 

r=  L siiiX  P sina  -e  Q sin^ 

les  deux  constantes  arbitraires  étant  l’une  L,  et  l’autre  renfermée  dans 
l’angle 

76.  Telle  est  l’expression  générale  de  la  libration  réelle  et  pbvsique 
de  la  Lune;  si  cette  libration  [louvait  être  sensible,  elle  devrait  altérer 
également  toutes  les  longitudes  séléiiugrapbiques  des  taches  de  la  Lune, 
déterminées  par  la  méthode  de  .Mayer,  dont  nous  avons  parlé  plus  haut 
(39):  mais  en  examinant  la  Table  (|ue  cet  Astronome  donne  à la  lin  de 
son  Traité  sur  la  rotation  de  la  Lune,  et  (jui  renferme  les  longitudes  et  les 
latitudes  sélénographiques  des  taches  ou  points  lumineux  nommés  Ma- 
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nilîiis,  Dionysius  cl  Censorinus,  (iiuliiites  de  plusieurs  olis<*rv;i lions  faites 
peiidiiul  luiite  l’année  17/(8,  ou  voit  (|ue  les  diirérenles  délenuiiiations 
des  loniiitudes  de  ees  taches  s’accordent  assez  entre  elles,  pour  qu’(ui 
doive  rejeter  sur  les  erreurs  des  observations  les  difTêrcuees  qui  s’y  trou- 
vent, et  qui  sont  presque  toutes  au-dessous  d’un  demi-degré;  d’ailleurs 
comme  ces  didérences  ne  sont  pas  les  mêmes  pour  les  trois  taches,  et 
qu’il  se  trouve  des  dilférences  presque  aussi  graiules  entre  les  différentes 
déterminations  des  latitudes,  il  s’ensuit  qu’on  ne  peut  attribuer  les  dilfé- 
reiiees  dont  il  s’agit  à la  lihratiuu  réelle  de  la  Lune;  et  l’on  en  doit  plutôt 
conclure  que  cette  libration  est  néces-sairemetit  très-petite. 

Aitisi  donc  il  faudra  : 1®  (|uc  les  coellicienls  L,  P,  Q....  soient  tres- 
petits;  a"  que  les  angles  a,  ^, ...  soient  tous  réels,  et  celte  seconde 
condition  est  la  plus  essentielle;  car  autretnent  l’expression  île  r contien- 
drait l’atigle  métne  t,  lequel  croit  à rinfini.  Or  les  angles  a,  j5,...  sont 
réels  par  leur  nature,  mais  l’angle  ).  n’est  réel  qu’autanl  que  la  valeur  de 

. /àVlt-t;  , „ -1  ,■  1 R-C  . 

savoir  Y ^ — » '“Si  réelle.  Uonc  il  laiidra  i|ue  — soit  une 

quantité  positive. 

A l’égard  deseoellicients  L,  P,  Q,...,  comme  le  premier  I.  est  arbitraire, 
on  pourra  lui  supposer  une  valeur  aussi  petite  qu’on  voudra;  mais  pour 
les  autres  il  faudra,  pour  les  rendre  très-petits,  supposer  une  valeur  fort 

petite  à la  quantité  - ^ '• 


77.  lin  elTet,  eu  examinant  l’expression  de  y du  n"  39,  on  voit  i|ue  le 


terme 


— O,  KM)  487  8 sina 


fa  étant  l’anomalie  moyenne  di^  la  Lune)  est  beaucoup  plus  eoiisidéralde 
(|uc  les  autres;  de  sorte  qu’on  pourra  .sans  erreur  sensible  réduire  à ci- 
seul  terme  la  valeur  de  y — /|o;v,  que  nous  avons  reprcsi-ntée  ci-dessus 
(75)  par  la  série 

nsin*  -t-  fcsin^ 


ainsi  l'on  aura 


» — O,  KM)  41>7  8,  Il  O,  . . . , 
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uii  plus  exai’ti'mciil  (pii  ayant  égard  au  terme  tout  coiistaut  — "tHr  \ 

de  la  valeur  de  a;  i 


rt  = — O,  ioÿ4*>7  X 1,01 4 348  4 = — 0, 1 1 1 o3K. 

D’ailleurs  on  a,  par  le  même  n"  5!>, 

- 0,991544.  et  par  eonséquem  ^ ^ | = o,i)83  1 tî. 


Doue  ou  aura  (75) 


3(B-C)  0.111038 

A . 3iB-C)' 

0,903  ifi J 


Or,  pour  que  le  terme  P siiia  de  la  valeur  de  r soit  beaucoup  plus  petit 
que  le  tenue  asiiia  de  la  valeur  dey',  lequel  renfermant  la  principale 
partie  de  l’équation  du  centre  de  la  Lune  produit  un  effet  tros-sensilde 

3'  B 1* i 

dans  la  libration  optique  en  longitude,  il  est  visible  qu'il  faut  que-  ^ 
soit  une  fraction  assez  petite:  en  sorte  qu’on  aura  à très-peu  près 

P = 0,338  87 


lit  si  l’on  veut  (|ue  la  valeur  de  P soit  au-des.sous  d’uii  demi-degré,  ee  qui 
parait  devoir  être  d’apres  les  observations  (76),  il  faudra  qu’on  ait 


0,3388*  < 3o'  < 0,008  7*6, 


et  par  cousé(|uent 


B-C 

"A 


<0,025  754. 


78.  Il  faut  pourtant  remarquer  que.  quoique  le  tenue  osiii»  soit  le 
plus  eousidérable  de  tous  ceux  qui  peuvent  entrer  dans  la  valeur  de 
— 4^,)'.  cependant  si  cette  valeur  routeuait  un  terme  de  la  forme 

^siui7,  dans  lequel  rarguinent  ® serait  tel,  que  ^ fut  un  nombre  fort 
petit,  alors  quand  même  p serait  un  cuenicieut  fort  petit,  il  en  pourrait 


/ 
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rcsultpr  dans  l’expression  de  r un  terme  tel  que  II  siim,  dans  lc(|uel  II 
serait  assez  grand,  à rause  que.  Il  étant  égal  à 

3(B-C^ 

.(fl-aiB-c/ 

le  dénoniiiiateur  de  II  deviendrait  très-petit.  Or  l’expression  de  v eon- 
tienl  le  terme 

o,oo3  i(>4  3 sim 

i étaiil  l’anumalie  moyenne  du  Soleil ,,  dans  lequel 

^*1:^0,074110“.  et  par  conséquent  o,oo5  5ç|5; 


de  plus  la  tpianlité  xv contiendra  un  terme  proportionnel  à sinlay  — a«,. 
dans  lequel 


‘fô-S)- 


' 0,1  32696. 


et  dont  le  eoenieieni  sera  moindre  que  celui  de  sine  dans  v.  On  lrf>uve- 
rail  peut-être  encore  d’autres  ternies  île  celle  espece,  mais  il  parait  que 
le  terme  proportionnel  à sini  est  celui  qui  peut  donner  la  plus  grande 
valeur  de  II  ; ainsi  il  sullira  d’examiner  l’elTel  de  ce  lerme. 

Fai.sani  donc 

y)  = o,oo3i64  3 et  m = f. 


on  aura 


3(B-C) 


0,01)3  164  3 


3 B- 6) 


— o,oo53iv3 


Cette  expression  de  II  devient 

o,oo3  164  3=11'  environ, 

lorsque  est  une  quantité  infinie  ; ensuite  la  valeur  de  II  augineiile. 

à mesure  que  **  ^ diminue,  jusqu’à  devenir  intinie  lorsque 

=:  0,001  H6^: 


\ 
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elle  passe  api-Ks  e<-la  à rii)lii)i  négadr,  el  va  en  iliniiiiuanl  (élaiil  lonjonrs 
né^'ative)  jusqu'à  «levenir  nulle  lui'sipie 

n -j; 

Si  inainteniiiil  on  suppitse 


nu  leouve 

el  si  l'on  lait 
on  Ironve 


Il  = To'  = 0,008  72(1, 


0,002  q >5  (), 


Il  = - 3o', 


A 


0,001  368  ■ : 


ainsi,  pour  <jne  la  valeur  du  coellieienl  Fl  loinlie  entre  ees  limites  ±1<)', 
il  l'andra  (|ue  eelle  de  — soit  >•  0,00a  J)a5<),  ou  <0,001 


7!l.  Mais  nous  avons  vu  ei-dessus  que  pour  (|ue  le  lerine  proporliounel 
à sina  soit  au-dessous  de  3o',  il  Faut  que  ~ - soit  <o,oa3  7Ô'i:  ilone, 
pour  que  le  terme  proportionnel  à situ  soit  en  même  temps  rnninilre 
que  ’3o',  il  faudra  que  la  valeur  de  — ^ soit  renfermée  entre  ees  den\ 

limites  o,oa5  ^54  et  0.002  <)a(>,  ou  entre  ees  denx-ri  0,001  3(i«)  et  o,  à 
i-aiise  que  celle  valeur  doit  être  nécessairement  positive. 

On  peut  coiu  Inre  île  loni  ceci  que  la  valeur  de  **  doit  être  elFeeli- 

vemenl  une  fraction  assez  petite,  afin  que  la  partie  de  la  lihralion  réelle, 
ilue  aux  inéjtalilés  du  mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  soit  peu 
ronsidéralde, ainsi  ipie  lesoit.servalions  parai.ssent  ledémonirer.  .An  reste, 
quand  même  rette  partielle  la  lihralion  aurait  une  valeur  sensihie,  elle 
ne  pourra  jamais  être  hien  reconnue  ni  déterminée  par  les  ohservalions. 
parce  qu'elle  se  trouvera  toujours  comme  fondue  dans  la  lihralion  op- 
tique de  la  Lune,  qui  est  égale  à l'équalinn  du  centre  de  cette  Planète. 
V.  12 
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KO.  A r('}îiir(l  (lu  iiremitT  ternit"  Lsin).  de  IVx|)iTS!<ii(n  de  r (75), 

|lll'tS(|IIC 

(/).  , /3  11  — C; 

- V A“'’ 

et  |ur  (-on$*‘i|iii‘nl  Idrl  pclile,  l’arj'umcnl  X sera  Idrl  lent;  cl  parcelle 
raison  ce  lerine  |iunrrail  être  eonsidéralde  sans  qiril  pnl  (^"tre  sensiide, 
dans  des  (diservalions  lailes  dans  un  eouri  espace  de  leinps  dans  le(|uel 
l’anple  À varii>rail  Irés-peu,  parce  tpi’alors  loiile  l'innuenee  de  ce  lerine 
dans  les  longiliides  séli"nof'raplni|ues  des  lâches  de  la  Lune  se  ri'duirail 
à avancer  ou  à reculer,  d'une  (|iianlité  à peu  près  cunslanle,  la  posilion 
du  premier  imo'idien  lunaire.  .Ainsi  ce  n'est  ipie  par  des  idiservalions 
laites  à des  intervalles  assi‘Z  ÿtrands  pour  i|iie  les  variations  de  l'angle). 
soii‘nl  sensildes,  (lu'on  pourra  connaiire  et  deleriniiier  ré(|iialion  Lsin) 
de  la  liliration  réelle  de  la  Lune. 

.\u  ri‘sle  il  est  clair  i|ue  celte  (‘(|ualion  doit  produire  dans  la  Lune  une 
liliration  analogue  aux  lialuneeinenls  d'un  |)cudule,  i|ui  l'erait  de  petites 
oseillalions  isochrones  dont  rélendue  serait  al,  et  dont  la  durée  sérail 


iHo“ 

Jt 


i8ü" 


/ A 

V 3;  H -K)’ 


savoir  de  mois  périodiipies,  |inist]ue  nous  l■epréseulons  le 

lemps  par  l'angle  du  mouvement  moyen  de  la  l.une. 

81 . Kn  regardant  la  Lune  comme  un  sphéroïde  liouiogène  el  elliplii|ue 
peu  diiréreul  d'une  sphère,  suivant  riiy|iolhèse  du  u“  63.  on  aura 


Il - K 
“A 


e — / _ 

I + e + I " 


I, 


puis(|ue  nous  négligeons  les  puissances  el  les  produits  de  e el  i;  donc  il 
faudra  i)ue  e — f>o,el  |iar  consiM|uent  e>i;  mais  e est  l'ellipticité  du 
premier  méridien  de  la  Lune,  et  i l'eUiplieité  du  méridien  <]ui  le  coupe 
il  angles  droits,  l’axe  de  rotation  de  la  Lune  étant  le  petit  axe  commun 
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ili‘  Ions  les  nuTidiens;  iiinsi  la  Lune  :nii"i,  (lanscpllt*  hypnlhëse,  iimiliptiri- 
alloiigër  dans  li>  sens  du  dianiëtru  dt-  l'i'>(|ii:itrur  (|iii  rëpund  au  prcmi*-r 
uu-ridicn,  cl  ipii  est  diripc  vers  la  Terre;  de  sorle  ipie  ce  diaiuiTre  sera  le 
j;raiid  axe  de  rellipse  (pii  forme  l'éipiateur  lunaire,  el  e ~ i sera  l’ellip- 
lieilé  de  celle  ellipsi'. 

I.a  diir('*e  des  halaneeiiienls  de  la  Lune  provenanl  du  lerine  LsiiiÂ.sera 

doue,  dans  ITiypollièse  présenle,  de — - mois  périodiipies,  el  ne 

2 ^ 3 [ c — /'  ) 

dépendra  par  conseipieiil  ipic  de  la  seule  elliplieilé  de  son  (•(|ualeur. 

Si  l'on  veul  ipie  la  l.nne  ail  éli-  originuireimml  fluide,  cF  ipTclIe  ail 
conservé  en  se  dureissani  la  lipnre  ipi'elle  aurail  dii  prendre  par  les  lois 
de  rilydroslaliipie,  on  aura,  d'après  ce  <pie  nous  avons  Irouvé  dans  le 
n"  68, 

0,000  non  3(m>  (> 

«i  * 

*•1  m—  (69  , on 

e 0,000  oi8  o3, 

ipianlité,  comme  on  voil,  renlérmée  enire  les  liiniles  o el  o,onrj(H) 
du  n"  70.  Dans  ce  cas  la  durée  des  iialancements  de  la  I.une  sera  de 
I»7,<)8  mois  périodiipies;  mais  ces  délerminalions  sont  Irop  liypolliéli(|iies 
pour  (pTon  doive  s’y  arrèler. 

Kn  général,  ipielles  que  pnisseni  èlre  la  ligure  el  la  consliliilion  inlé- 
rieure  de  la  l.une,  on  pourra  lonjours  supposer 

B-  C 

-A  =e-,. 

celle  quanlité  e — i élani  très-pelile  el  posilive,  el  les  lois  de  sa  lilira- 
lioii  l•éelle  seronl  les  mêmes  que  si  cette  Planète  élail  homogène  el  ellip- 
soidiqiie,  e — i élaiit  l'elliplicité  de  son  éqiialeur. 

82.  .Au  resie  le  lerme  Lsin).  de  la  liliralioii  réelle  de  la  Lune  est  né- 
ccs.saire  dans  la  Théorie  pour  expliipier  comineiil  la  Lune  peiil  nous  pré- 


!>2 


TMÉOlUK 


si'Mlf-r  toujours  ii  |umi  près  la  niôinr  ruer,  sans  i|iroii  soit  oliligr  <lr  sup- 
poser ipie  la  vitesse  île  rotation  primitive,  imprimée  à eette  Planète,  a 
été  exactement  égale  à sa  vitesse  mineiine  de  Irausialiun  autour  de  la 
Terre. 

Kii  ell'el,  en  faisant  ahslraetiuii  de  riuelinai.son  de  l'éipiateiir  lunaire 
sur  i'êeliptii|Ue,  lai|uelle  est  très-petite,  il  est  visible  ipie  la  rotation  to- 
tale et  réelle  de  la  Lune  autour  de  son  axe  doit  être  représi-ntée  par  la 
somme  des  deux  angles  ^ et  i,  dont  l’un  ^ représente  la  révolution  de  la 
Lune  autour  de  son  axe  par  rapport  au  point  éi|uiiioxial  ou  au  nœud  de 
son  é(|uateûr,  et  dont  l’autre  | représente  le  mouvement  en  longitude  de 
ee  nieud.  Or,  par  la  Théorie  de  (]assini  et  de  Mayer,  on  a simplement  T9) 


9 -4-  'j/  = 0 — /; 


de  sorte  i|ue  dans  cette  Théorie  on  aurait  vitess«i  de  la  rotation  de  la 

Lune  = I , vitesse  moyenne  de  la  Lune  auluur  de  la  Terre.  .Mais,  en  ayant 
égard  à la  (|uantité  r,  ou  a par  notre  Théorie 


et  par  ronsé(|uent 


9 = 1 8o"  -4-  / -i-  r. 


</9  dr 

-r-  = I -4-  = I -4- 

</f  lU 


I.  ros). 

lit 


de  .sorte  qu’à  eau.s<‘  de  la  constante  arhitraire  L,  la  valeur  primitive  de  la 
</9 

vitesse  de  rotation  peut  être  supposto'  quelconque,  pourvu  cpi’elle 
soit  peu  dilférente  de  l’unité  ou  de  la  vitesse  moyenne  de  la  Lune  autour 
lie  la  Terre,  à eaus<;  que  la  constante  L doit  être  très-petite,  et  qu’elle  .se 

trouve  de  plus  ici  multipliée  parla  quantité  très-petite  ^ 

J’ai  donné  le  premier  celte  explication  de  la  lihratiun  de  la  Lune  dans 
la  Pièce  qui  a remporté  en  I7t>4  le  prix  de  l'.Vcadémic  des  Sciences  de 
Paris  sur  ce  sujet;  et  elle  a été  adoptée  par  ceux  qui  ont  depuis  traité  la 
même  matière. 
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htt  mom  ement  des  points  ètjuinoj-iaiur  de  Ut  Lune,  et  de  l'inclinaisn/i 
de  l'ei/uateur  lunaire  sur  l' écliptique. 


83.  I.;i  lil■(t•rminilliul)  df  fi-.i  il«ux  points  de  I»  Tliéorie  de  l:i  l.niie  dé- 
pend de  rinlégratinn  des  deux  dernières  éi|a:itioiis  du  n"  7i,  savoir 


. _ ifti  . , 

3 , \ 

B, 7, 7 -(V 

-b-Ci-^-h-(v  -r.)i 

(4,-e 

- 

-V  ^ (is 

/ 3 V 

C-i  - \ 

(//■ 

— B — C)  -(-  ( A — B) 

tioinineii(,'uns  par  faire  ahstraelion  des  termes  tout  ronniis  qui  eon- 
tieiinent  les  varialdes  a-,  y,  z,  et  ne  eonsiilérons  d’ahord  (|iie  les  deux 
équations 


,:^-A-n. 


• <;  ; -t-  ( A — B ) H — O ; 


il  est  visible  par  la  forme  de  ees  éijuations  (lu’on  y peut  satisfaire  en  sup- 
posant 

i T M sio  u,  U — M'eosf», 

M et  M' étant  des  constantes  indéterminées,  et  a un  angle  tel,  (|ue  soit 
aussi  une  (juantité  constante. 

Kaisant  ces  substitutions,  et  divisant  la  première  éijualion  par  sinp., 
la  .seconde  par  cosa,  on  aura  ees  deux-ci 


_BM  (^-)‘_(A-B-(;)M’^  -4-4(V-f.)M=o, 
a - b - C)  m ^ -I-  ( A - Bi  \l'=  I>. 


La  seconde  donne 


At' 


‘-«-■Tf)" 
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rrlli'  Viili'iii'  (Uiiiil  .‘iiihstiUlcf  dans  la  pmnii'i'c,  la  <|uaiilili-  >1  s'i>n  ira  par 
la  division,  H l'on  aura  celto  ùqualiun 


- ( \ - Il  - 


O, 


la(|ni‘lli‘  servira  à délerniiner  la  constaïUe  l'anlre  eonstanle  M ile- 

nienrant  indélerininée  el  par  euilséqnent  arliilraire. 

Si  l'on  fait  pour  pins  de  siinplicilé 


on  aura,  en  ordonnant  les  termes,  eette  équation  du  seeond  degre 


BCii’-l  A - H — cp-l-  A — Bill-  j, A -i:  C]p  » 4(A  - B)i  A -0  =:  ii. 

laquelle  aura  par  eonséqueni  lieux  racines  que  nous  dénoterons  par  «' 
el  jS". 

Ue  là  et  de  la  Théorie  connue  des  équations  linéaires,  il  s'ensuit  que  si 
l'on  prend  deux  angles  a el  v,  tels  que 

fl'X  - tt'J  — 

7//='P. 


avee  deux  constantes  arbitraires  Al  el  N,  on  aura 


> M sinu -t  .N  siov, 
H — M'eosu  S'eosv, 


en  supposant 


A - B - 1; 


M’^ 


ilii 


A — Il  - C 


. 'h 


M. 


A-B-,-.(-) 


/'-Vi 
d\>  \ * 


et  il  est  visible  que  ces  valeurs  de  s et  u sont  complètes,  puisqu'elles  ren- 
l'erineni  quatre  constanles  arbitraires,  dont  deux  sont  M el  N,  et  dont  les 
deux  antres  sont  renfermées  dans  les  angles  g.  et  v. 
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. 8i.  Il  lu*  s’iigit  plus  niaiiili'iiiiiil  i|iU'  d'avoir  l'gard  aux  tt'riiu's  loin 
rotinus  dr.s  i*(|uatioiis  |trü|)os('‘cs,  savoir  aux  loriuos 

,A-<:,(J  = -Ü^r) 

ili*  la  iircmiôro  iM|uatioii,  t*l 

\ - B X - r« 

di*  la  si'coiidt*.  Pour  vola  nous  uliscrvorons  qiiVii  sulisliluaiil  pour  a , v.  z 
loui's  valeui’s  doimoes  plus  liatil  59),  la  ipiaiililé  ^z  —-(txz  se  réduil  à 
uiu*  suite  de  ternies  de  la  l'orme 

«sioa  -+  Asln^ 

el  i|ue  la  (|uaiitilé  ^yz  se  réduit  de  même  à une  suite  de  lernies  de  la 
l'orine 

o'eos*-i  A'cus^ -I-. . 

U,  a,  h,  h,...  étant  des  eoellieieiils  duiiiiés.  et  v,  fi,...  des  aii);lus  tels 
«|ue  sont  aussi  <les  i)uanlilés  données:  eela  est  évident  iieau.se 

(|ue  la  valeur  <le  j- est  exprimée  par  une  suite  de  eosinus,  el  relies  de  )• 
et  Z par  des  suites  de  sinus  de  pareils  angles. 

Soient  niaintenant 

Psio*  + tjsin): 

les  tenues  qui  en  résultent  dans  l'expression  de  s,  et 
l’  rosa  -H  y eos^  -t-  . . . 

les  termes  qui  en  résultent  dans  l'expression  de  n;  il  n'y  aura  i|u'i<  l'aire 
ees  sulislitutioiis  dans  les  deux  équations  proposées  numéro  précèdent 
et  égaler  séparément  à zéro  les  parties  all'eelées  de  sina,  sin,'5,...  dans 
la  première  é(|iiation  et  de  eos«,  eus^,...  dans  la  .st>eonde.  On  aura  par 


TH  KOHI  K 


'.)(> 

i'H|i|iort  H l’Mnjîle  a res  deux  équiitioiis 

- 1;^)  - < ' - B - C)  ‘ A - C)  (4  !•  + « ». 

A-K-i;)l>  -MA-B  (l>  - a'  ^O.  - 

d’oii  l'oii  lire 


Ou  aura  de  seinl>laliles  équalions  par  rapport  à l'ailÿile  [i,  leMjuelles  doii- 
iieroiil  pour  Q et  Q des  valeui's  pareilles  à relies  de  P et  P , eu  a rhaii- 

«eaut  seuleuieiit  eu  et  a,  a , eu  h,  h';  et  ainsi  de  suite. 


85.  Joi}’iiaiil  dune  res  «lilléreiits  lerines  à reux  qu’on  a trouves  ilaiis 
le  iHiiiiéro  prérédeiil,  on  aura  les  valeurs  suivantes  de  s et  «,  savoir 

r - M siii y o N siii»  -f-  l‘  sin*  -f  (.)  sin.i  -t- . . ., 

Il  M'rosy  -f-  N'oos»  -r-  l'  rosa  ■+  y rosji  o-  .... 

lesquelles  résolvent  les  équations  pnqiosées  dans  toute  leur  éleiidue,  et 
reulermeul  par  ronséqiieiil  les  véritables  lois  du  luouveiiienl  des  points 
équinoxiaux  de  la  l.une  et  de  rinriinaison  de  .sou  équateur. 

Ku  etlel.  puisque  (38 

fil  M 

S lang  ^ siiiy,  « — tang- 

oii  aura 

- — .( 
lang  - -1 
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'«  flaiil  f’iiK'linaisiin  dt-  IVqiialoiir  liiiiiiirc  sur  r('(‘lipli(|U«‘.  el  ■p  la  dis- 
lanrp  du  |ircinifr  mcridk>n  de  la  l-um*  au  lurud  asocudaill  de  ré<iiiateiir. 
c'est-à-diiv  au  poiiil  équinoxial  d'auloinne  par  rappnri  à la  I.une.  Or  ou 
a.  par  le  inéiiie  iiuiiiéro. 


done 


9 ou  i • îj< 1 8o  ' -e  / - r; 
'P  — i8o"  -¥  ! — V -t-  r; 


mais  esl  la  longitude  du  nœud  asrmidaul  de  l’équateur  lunaire;  doue 
■i  — i8(i“  sera  relie  île  son  nonid  desrendant,  ou  bien  de  l’équinoxe  du 
prinleiiips  de  la  l.uue.  Doue  la  longitude  de  ret  équinoxe,  ou  bien  sa 
distanre  à l’équinoxe  ilr  la  Terre,  sera  exprimée  par 


/ — P a-  f . 

l’angle  r étant  relui  île  la  libration  réelle  de  la  Eune  (7.5  . 


86.  Ou  voit  par  les  expressions  prérédentes  de  s et  « i|ue.  pour  que 
res  quantiti‘s  soient  et  demeurent  toujours  Ibrl  petites  (ee  qui  est  uére.s- 
saire  pour  rexartitude  de  la  solution,  et  qui  est  en  même  temps  routiirme 
aux  observations  suivant  lesquelles  rinrlinaison  u est  toujours  trê.s-pe- 
tite),  il  ne  sullit  pas  que  les  roeflirieuts  ,M.  ,\.  P.  P ....  soient  eiix-mémes 
fort  petits,  mais  qu’il  faut  de  plus  que  les  angles  a.  v.  a.  j5....  soient 
réels;  or  les  angles  «.  'j,...  sont  réels  par  leur  nature,  mais  les  angles  p. 

et  V ilemaudent.  pour  être  réels,  que  les  valeurs  de  —»  e’est-à-dire 

de  v|S'.  vp".  .soient  réelles;  ainsi  il  faudra  que  les  rarines  ç>"  de  l’equa- 

tion  en  s (83;  soient  non-seuleineut  réelles,  uiaiseneure  positives;  re  i|iii 
donne  ees  trois  ronditions 


(A  _ _ H)H  .V  4(  \ _ i:  E>o. 

(\_H  \_C)>o. 

; a-b-i:’-s  \ — b b -f- 4i V — e ('.;•> i6iu;  \ — bea  — c. 

Si  l’une  de  res  l'onditions  manque,  les  valeurs  de  s et  n reul'ermeroiil 
V i3 


THÉO  K IF. 


!)S 

l'angle  /,  et  pourront  augmenter  à l'infini,  ce  qui  est  eontraire  aux  ob- 
servation». 

En  joignant  à ees  trois  eonilitions 'relie  ipie  nous  avons  trouvée  plus 
haut  '76),  savoir  B — C>  <>,  et  qui  est  néeessaire  pour  que  la  libration 
réelle  r soit  loujoui’s  Irès-pelile,  on  a quatre  eonditions  entre  les  trois 
eonstanles  A,  B,  C,  e'est-â-dire  entre  les  moments  d'inertie  de  la  Lune 
autour  de  ses  trois  axes  prineipaux,  lesquelles  doivent  nécessairement 
avoir  lieu,  quelle  que  puisse  être  d'ailleurs  la  figure  de  celle  Planète;  el 
si  ees  conditions  ne  sullisent  pas  pour  déterminer  la  vraie  figure  de  la 
l.une,  elles  pourront  néanmoins  servir  à donner  l'exclusion  ii  une  inli- 
nilé  de  ligures;  mais  c’est  un  détail  qui  nous  mènerait  trop  loin. 

87.  Examinons  mainlenaiit  plus  parliculièreineiit  les  expressions  ipie 
nous  venons  de  trouver  pourr  el  u,  el  voyons  surtout  les  cunsé(|ueiices 
qui  en  résultent  par  rapport  aux  inouvemeiils  de  l'axe  lunaire. 

On  remarquera  d’abord  que  le  premier  terme  de  la  valeur  de  z (59), 
lequel  est  o,o8(j  6/|  siiijS,  p étant  l'argument  moyen  de  latitude  de  la 
Lune,  on  remarquera,  dis-je,  que  ce  terme  est  beaucoup  plus  considé- 
rable que  tous  les  autres  de  la  même  quantité;  de  sorte  que  dans  la  pre- 
mière approximation  on  pourra  réduire  à ce  setil-lerme  toute  la  quan- 
tité Z,  el  négliger  en  même  temps  les  quantités  x-z  el  yz  coniine  fort 

3 

petites  par  rapport  à z.  Ainsi  les  termes  tout  coiiiiiis  - : — 6xz  de  la 

première  équation  se  réduiront  à - xo,o8q(i'4sin|5,oii  plus  exaclemeiil 

(en  tenant  compte  aii.ssi  du  terme  eonslani  — o.oo3  587  de  la  valeur 
de  xj  à 

Xo,o8gf)4 -i-l>Xo,oo3  583j  sinjî,  savoirs  o,  1 55  siii^l 

et  les  termes  tout  connus  de  la  seconde  équation  pourront  être  négligés. 
On  aura  donc,  dans  les  formules  du  ii”  8A, 

h — o,i55 1)8, 

et  tous  les  autres  coenicients  seront  nuis.  De  sorte  que  les  expressions 
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(Ir  s el  « (lu  n"  85  se  réduirmil  à celles-ci 

J = M sliiju  N sinv  •+•  Q siii^, 
u -_  M'cosu  N'cos»-*  Q'cos^, 

dans  lesijuelles  on  aura 


•KJ 


(A-B-C)'j?l  A-Ci* 




n 

eu  supposant,  pour  ahr(!'ger, 

„ = ,A-B-.:,.(f)-[4u.-.:,-B('g)-][A_B_.;(^^^^ 

Ur  la  valeur  de  est  égale  a i ,oo4  oiH  par  le  n“  5():  d’où  il  s’ensuit 
d’almrd  (|u’on  a à très-peu  près 

Q = 0'= 

R 

A Tégard  du  déiiomiiialeur  R,  j*ol)serve  qu'eu  faisanU  pour  abréger, 

($)■-- 

en  sorte  que 

GT  = 0,008  o5?, 

on  peut  le  mettre  sous  cette  forme 

R=(A  — B-t;  [ Abi-3  a — C)]-C- 3Cl  a — C n - llCm'. 
laquelle,  à cause  de  la  petitesse  de  a,  peut  se  réduire  à celle-ci 
K^  (A  - B-C)[An  - 3 A - Ci); 
en  sorte  (pi’on  aura  à très-peu  près 

(A-t;i6 


Q = (J'= 


Abi  — 3 A — (]) 


i3. 
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88.  .Miiïnloiianl  j<>  rcmar(|u«' (|iie  piiisqui' 
t'  «’  laiig' 

1111  aura,  rn  ajuutanl  ensrinltle  Irs  ram's  tirs  vajriirs  |>rrfrilriilrs  tir  s 
rl  U,  rt  ne  rrtrnanl  que  1rs  trnnrs  lotil  ronslanls  ri  sans  sinus  rl  co- 
sinus, la  (juanlitr 

>K -r  M’M  V' 


|Minr  la  valeur  nnnennr  tir  lang'^*.  m riant  rinrlinaison  tir  rrc|ualrnr 

lunaire  sur  rérli[Uii|ue.  Or  on  sait  par  1rs  olisrrvalions  i|Ur  rrllr  inrli- 
naisun  est  tri‘S-pelilr,  et  l’on  ne  s’éraiTrra  pas  l)rauruu|)  tir  la  vrrilr  rn 
prrnaiil  a tirgrrs  pour  la  valriir  inoyriinr  tir  'a,  rr  i|ui  (irnt  Ir  niiliru 
rnlrr  1rs  drlrrniinulions  dr  ('.assini  et  dr  .Mavrr;  ainsi  l’on  aura  pour  la 

valeur  inoyrnnr  île  lang'^t 

tang  i”=  0,017 


Si  1rs  valeurs  des  ronslantrs  arbitrain-s  .M  rl  riairni  niillrs,  rt  par 
roiisrquriil  aussi  celles  des  ronslanirs  M'  el  N qui  rn  ilrpriidrnl  (83-, 
il  rsl  clair  ipir  la  i|iiantitr  que  nous  venons  il'assigner  pour  la  valeur 

niovrnnr  tir  lang^  drvrail  élrrrgalr  à Q;  niais  en  snpposanl  que  \l,  N. 

M'  rl  N ne  soient  puini  milles,  la  inênie  quantilr  devra  eire  pins  granilr 
ipie  Q Oibsiraetion  faite  des  signes);  par  ronsripienl  on  aura  nrrrssai- 
rrnirni 

0 r-  ou  <C  i»,oi  7 -iss, 

abslrarlion  faite  du  signe  dr  Q. 

Or  ayaiil  Irouvr,  dans  le  numéro  prérrdrni. 
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loi 


III)  aiirii 


où 


A C ro  y 

\ iV  3y  ’ 

(3  = n,au8  o'iî  p|  A = o,  1 55  «)8  ; 


il’oii  l’on  voil  qui*  ' ^ *'  iloil  «In*  un  Iri'S-pelil  nouiliri*.  Kn  fUiel,  i*u  uii*t- 

laul  |iotir  Q sa  plus  ^ranili*  valfur  positive  ou  iiéjçalive,  e'est-h-ilii-e  eu 
laisaiil 

y = J;  0.017 


ou  aura  ees  deux  valeui's  de  ' ^ savoir 

o.iMHi  1*74  lio  el  — o,üoi35l)5i, 

\ — (I 

lesquelles  seroiil  doue  les  limites  de  la  qiiaulilé  — ^ mais  nous  dou- 
ueroiis  plus  lias  des  limites  plus  exactes  pour  relie  quuiililé. 


8!).  .Nous  remarquerons  ici  que.  b étant  un  noinlire  irès-pelil,  ainsi  que 
^ ^ {rouime  nous  venons  de  le  voir^.  le  dénominateur  K des  roelli- 

cieuls  y el  Q'  devient  aussi  très-petit  du  meme  ordrt*.  el  i|ue  les  lerines 
U'. '.A  — C)>3  — BCis*  que  nous  avons  négligés  dans  la  valeur  de  U sont 
aloi*s  très-petits  du  second  ordre,  en  sorte  qu’on  peut  les  négliger  avec 
raison. 

Si  la  valeur  de  ® ii’élait  pas  Irés-pelile,  celle  de  K ne  le  serait  pas  non 
|dus,  et  les  valeurs  de  Q et  Q seraient  au  contraire  beaucoup  plus  petites 
<|u’elles  ne  le  sont;  mais  la  eirconstauce  de  c très-petite,  laquelle  vient 

«le  ce  i|ue  est  un  nombre  très-peu  différent  de  l'unité  l eu  ren- 
dant le  dénominateur  R fort  petit,  augmente  considérablement  la  valeur 
des  coenicienis  Q el  Q'  des  termes  QsinjS  et  Q’cosjS  des  expressions 
de  f el  «;  d’où  l’on  voit  que  le  terme  /isiiij^  auquel  nous  avons  réduit  la 
valeur  de  i,  outre  qu'il  est  par  son  coellicient  I)  le  plus  grand  de  tous  les 
autres  termes  de  =,  est  encore  par  la  nature  de  l’angle  celui  ipii  doit 
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iloiuiHi'  les  plus  grands  lerines  dans  i et  u;  car  (|uuique  la  valeur  de  s, 
ainsi  que  celle  de  xz  que  nuus  avons  entièrement  négligée,  puissent 
contenir  encore  d’autres  ternies  pour  lesquels  w soit  aussi  un  fort  petit 
nomlire,  tels,  par  exemple,  que  les  ternies  (|ui  auraient  pour  argument 
l’angle  ay  — ou  aa  — ces  termes  ne  donneraient  pourtant  pas  une 
valeur  de  n aussi  petite  i|ue  celle  qui  vient  du  terme  sin^,  puisque 


J - — o.Hiti  3tio  ^1  — 0, 1 53  liïo, 

at  ut 

</a  c/j3  ^ , 

0»ÎI7M070=  I — o,oaooa4; 


par  conséquent  la  valeur  du  ilénominateur  R serait  toujours  plus  grande 
pour  ces  termes  que  pour  ceux  qui  viennent  du  terme  8in,'5.  D’où  il  s’en- 
suit que  ce  ternie  est  en  ellet  le  seul  ani|uel  on  doive  avoir  égard. 


ÜO.  En  supposant  la  Lune  un  sphéroïde  elliptique  homogène  peu  dif- 
férent d’une  sphère,  suivant  l’hypothèse  du  n“  63,  on  a 


. aA’m,  „ th'm , 


- -ih'm 
C=— J—  (i-e/). 


e et  I étant  des  quantités  fort  petites;  ces  valeurs  étant  sulietitiiées  dans 
l’équation  en  p du  ii“  83,  on  aura,  en  faisant  attention  que  les  valeurs 
de  A,  B,  t;  ne  sont  exactes  qu’aux  secondes  dimen.sions  près  de  e et  i, 

(1  -e  e -I-  »)p’  — ( 1 -e  4e  -t'  f)p  4®'  = O. 

laquelle  donne,  par  approximation,  ces  deux  valeurs  de  p,  i -i-  3e  et 
4«',  en  sorte  qu’on  aura 

p'=i-t-3e,  p'=4^'> 

et  par  conséquent 

du.  3 e </v  , — r 

= 57  = *''"'= 

de  sorte  qu’il  faudra  que  e et  i soient  des  quantités  toutes  deux  positives 
ou  toutes  deux  négatives  pour  que  ~ ait  une  valeur  réelle. 
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SiihsliliiaiK  fes  valeurs  dans  les  expressions  de  M' el  de  N' du  inénie 
n"  83,  on  aura  (à  eause  de  la  pelilesse  de  e el  i) 

M'^  M.  N'=r  — aN  y/  y à très-peu  près. 

Mais,  en  général,  (juelles  (|ue  soient  la  ligure  de  la  Lune  el  .sa  eonslitu- 
lion  intérieure,  nous  pouvons  toujours  supposer 

A-C 

e élani  un  nombre  très-petit  par  le  n“  88;  d’ailleurs  on  a déjà  tHI, 


e — I étant  une  quantité  positive  el  fort  petite;  doue  on  aura 

A - B 

et  par  eon.séquenl 

B A I — I , i;  ■=  I — e ), 

e el  i étant  des  quantités  Irè.s-petilcs,  el  ees  valeurs  étant  substituées  dans 
l'équation  en  p donneront  les  mêmes  résultats  que  ei-dessus;  en  sorte 
(|ue  ees  résultats  seront  de  celle  manière  indépendants  de  la  ligure  de  la 
Lune. 


91.  De  ce  que  nous  venons  de  démontrer  il  s'ensuit  doue  que  les  va- 
leurs de  r el  U,  c’est-à-dire  de  lang^’ sinç-  el  lang'^ross,  se  réduisent 
à celte  forme 

laiiR-  sinv  ~ M siii  'x  N sinv  -4-  (J  siiiji. 


taoK; 


■ roso  — M cos_a  — ’aN  ^ j rosv  -H  (J  eos^S, 


M el  .\  étant  deux  coellieieiits  arbitraires,  a el  v étant  deux  angles  tels 
<|iie 


'la 

dl 


3e  (/v  -- 

- — « J-  =-.  s . c/, 

y dl  ' 
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Q k ^ ‘‘la'il  riirgnmeni  movcii  il«  laliliidf  <li‘ 

l:i  Liim\  et  e,  i étHiit  (linix  nombres  fort  gelils  (|ui  doivent  être  tels  tjlie  et 
et  e — i soient  (lositifs,  et  (|ui  dans  le  cas  oii  la  l.une  est  su|iposée  un  el- 
lipsoïde hoinugime  représentent  les  elliplieités  du  pi'einier  méridien  et 
de  relui  (|ui  le  eoupe  à angles  droits. 

Ainsi  il  ne  re.ste  plus  pour  eonnaiire  les  angles  v et  j.,  e’est-k-dire  l’in- 
elinaisnn  tie  ré(|uateur  lunaire  sur  réeliptii|ue,  et  la  distanee  du  premier 
méridien  au  meud  aseendant  de  eel  e(|uateiir,  ou  k réijuinoxe  lunaire 
d’automne,  (|u’k  résoudre  les  équations  que  nous  venons  de  trouver.  I.a 
eonuaissanee  de  l'angle  donnera  eelle  de  la  longitude  des  nn-uds  de 
l'équateur  lunaire,  puisque  nous  avons  déjà  vu  (85)  que  la  longitude  du 
meud  desrendant  ou  de  l'éijuinoxe  du  printemps  lunaire  est  représentée 
par  / — ^ -t-r;  ainsi  l’on  eonnaitra  les  deux  éléments  d’où  dépend  la 
position  de  l’eipiatenr  ou  de  l'axe  lunaire  k eba(|ue  instant. 

!)2.  Considérons  d abord  le  ras  le  plus  simple,  relui  où  les  deux  ron- 
slantes  arbitraires  M et  N seraient  milles.  On  aura  donr  ilaiis  re  ras 

laof;'^  siii9  Osin^,  laiijî '%-oss  =:  0 rosji: 

or  lang^  est  une  quantité  positive  par  l’Iiypolbése  du  raleul  ; donr,  si  („» 
est  une  quantité  positive,  on  aura 

'a  . . 

taO(!  - ~ 0.  'e  — ?'• 
mais,  si  Q est  une  quantité  négative,  on  aura 

lang'^  --  — 0,  = iHo"  -e  ,5. 

Voyons  donr  lequel  de  res  deux  ras  peut  s’arrorder  avec  les  observa- 
tions. 

Si  y = )S,  on  aura  t — ^ ~ r pour  la  longitude  du  meud  de.srendani 
«le  réi|uateur  lunaire:  et  eomiiie  r est  une  i|iiantité  très-petite  <|iii  m- 
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poiil  ri>nfeniiei’  que  des  sinus  et  des  eo.sinus  d'angles  (cette  quantité  r 
représentant  la  lihration  réelle  de  la  Lune  i]ue  nous  avons  examinée  plus 
haut),  il  est  visible  que  l — f-i  sera  la  longitude  moyenne  de  ce  nœud; 
mais  ,‘5  étant  rarguinent  moyen  de  latitude  do  la  Lune,  c’est-à-dire  la  dis- 
tance du  nœud  moyen  de  la  Lune  à son  nœud  ascendant  moyen,  et  t étant 
(hypothèse)  la  longitude  moyenne  de  la  Lune,  t — ^ sera  la  longitude 
moyenne  du  nœud  ascendant  de  l'orhite  lunaire.  Donc,  dans  le  cas  dont 
il  s’agit,  le  lieu  moyen  du  nœud  descendani  de  l’équateur  lunaire  eoin- 
cidera  avec  le  lieu  moyen  du  nœud  a.scendani  de  l’orhite  de  la  Lune.  Or 
e’e.st  précisément  ce  qui  s’accorde  avec  la  Théorie  établie  par  Cassini  sur 
des  observations  laites  dans  le  siècle  passé,  et  confirmée  par  Mayer  et  par 
M.  de  Lalande  d’après  des  ohst*rvalions  laites  depuis  trente  ans.  De  .sorte 
(|u’on  est  assuré  que  le  cas  dont  il  s’agit  donne,  par  rapport  au  lieu 
moyen  des  nœuds  de  ré(|iiateur  lunaire,  des  résultats  exactement  con- 
formes  aux  observations. 

Dans  l’aulre  cas  on  aurait  / — (5  - 180"  pour  la  longitude  moyenne  du 
nœud  descendant,  ce  ipii  ferait  coïncider  le  nœud  ascendant  de  l’é(pia- 
teur  avec  le  nœud  ascendant  de  l’orbite;  ce  cas  pourrait,  comme  on 
voit,  avoir  lieu  également  si  Q était  une  <|uantité  négative;  mais  puistpie 
les  observations  répomletit  parfaitement  au  cas  précédent,  il  en  faut  con- 
clure <|ue  Q est  nécessairement  une  quantité  positive. 


D3.  .Mais  la  supposition  de  .M  o et  N = o étant  trop  limitée,  exami- 
nons maintenant  riniluence  de  ces  <piantités  dans  la  valeur  de  l’angle 
f Pour  cela  je  déduis  des  deux  équations  du  n"  91  ces  deux  trans- 
formées 


ian}:^’sin  (y— M sin  lu  — 5)  -t-N 
lan^  ~ ros(y  — fc)  ^ M cffc*  « — ^1  N 


(i-v/;) 


sin  (>  — ^)  -e  N 


cosfi»  N 


t y, 


lesquelles,  en  faisant,  pour  abréger. 


\. 


'•ï 
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. O _ M sin  (_u  — jî) -4- sin(>  — 3) yN  sini  v ,3) 

V PI  ■“  ÿ H-  M oos  ifi  — 3)  ■+-  /'^  i.v  — -t-  (/N  ro'tv  ■*-  P) 

On  voit  par  l'otlc  Cunnulo  que  l'angle  'p  1*?!  ne  pourra  jamais  être 
±.  <)()",  si  la  valeur  de  tang'p  — jî)  ne  peut  pas  devenir  inlinie  positive 
on  négative,  et  eoinine  le  nninéraleur  de  celle  vali'iir  est  toujours  Uni,  il 
s’ensuit  (lu’oii  n'aura  jamais  p — ,'5  = dt  90“,  si  le  <lénominalenr  ne  peut 
pas  devenir  nul  ; de  sorte  que  dans  ee  cas  on  aura  p = /5  ±:  un  angle  au- 
dessous  de  90  degrés,  et  par  eonséi|uent  la  valeur  moyenne  de  p sr-ra 
|•neore  égale  à fi. 

Il  n'en  sera  pas  de  même  si  le  dénominateur  de  la  valeur  de  langfp  — ,‘S; 
peut  devenir  nul  ; car  pui$(|ue  les  sinus  et  cosinus  (|ui  entrent  tant  dans 
le  numérateur  (pie  dans  le  dénominateur  peuvent  n'cevoir  successive- 
ment toutes  les  valeurs  possibles  comprises  entre  -t-  i et  — 1,  la  valeur 
de  lang(p  — (3)  pourra  aussi  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles  coin- 
prisi’s  entre  •+-  ac  et  — ac  ; |)ar  conséquent  l’angle  même  ^ — fi  pourra 
aller  au  delà  de  90  degrés  et  devenir  égal  à plusieurs  circonférences  en 
tel  nombre  (|u'nn  vomira. 

9i.  Donc,  piiis(|ue  les  observations  ont  a|q>ris  que  le  meud  descen- 
dant de  l’équateur  lunaire  ne  s’éloigne  jamais  beaucoup  du  meud  moyen 
ascendant  de  l’orbite  de  la  bune,  et  qu'ainsi  p — (5  doit  toujours  être  un 
angle  peu  considérable,  il  s’ensuit  qtie  la  quantité 

Ij  A-  M ros(a  — ,3)  M-  pN  ros  > — P cos(y  t P 

ne  doit  jamais  devenir  nulle,  (juels  (|ue  puissent  être  les  angles  a,  v et  fi. 
Or  pour  cela  il  e.st  clair  qu’il  faut  que  la  valeur  de  Q suit  plus  grandi*  i|ue 
la  somme  des  coellicients  M.  pS,  ^N.  abstraction  faite  des  signes  de  Q. 
M,  pN.  qS.  Or  nous  avons  déjà  vu  que,  lorsijue  M et  N sont  nuis,  Q doit 
avoir  une  valeur  positive  pour  que  ^ — fi  soit  nul  ; donc,  lorsque  M et  N 
ne  sont  pas  nuis,  il  faudra  que  Q ail  une  valeur  positive  et  plus  grande 
i|ue  la  .somme  des  valeurs  de  M,  />N,  q"S  (ces  quantités  étant  aus.si  pri.s»‘s 
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|iosilivt‘mciil;  |iour  qui-  9 — (5  soit  toujours  uu  angle  assez,  petit  ou  du 
moins  au-dessous  de  <)o  degrés,  romme  les  (d)servalions  le  detuaiideiil  ; 
tir  eoinuie  les  constantes  M et  N sont  arliitraires,  cette  dernière  condi- 
tion est  toujours  l'acile  à remplir,  et  l’on  doit  la  regarder  comme  une 
donnée  fournie  par  les  uliservations. 

95.  Soit,  pour  abréger,  9—, S = s,  en  sorte  qus'  ^ — ^ Hc:  on  aura  85j 
/ — jS  — ê-i-r  pour  la  longitude  du  iinnid  descendant  de  l'équateur  lu- 
naire, mais  / — est  le  lieu  moyen  du  meud  asceiulaut  de  l’orbite:  <lonc, 
pour  avoir  le  lieu  vrai  du  nœud  descendant  de  l’équaleur,  il  n’y  aura 
qu’à  corriger  le  lieu  moyen  du  nœud  ascendant  de  l’orliite  par  les  équa- 
tions r — I,  r étant  la  libration  réelle  de  la  Lune,  et  S un  angle  toujours 
au-dessous  de  yii  degrés,  déterminé  par  l’équation 

_ M siiilfx  — |3|  -e  /<N  sin(!/  — 3)  -ç-  sin;!/  -+-  3) 
tao(jo  (j  -i  Mcus(g  — ji) -I- /i.\  Cos(v  — </N  cosiv  1-^) 

Comme  la  valeur  de  Q l'st  supposée  plus  grande  que  la  somme  de  ,M. 
pS,  yN,  on  pourra,  si  l’on  veut,  rt'duire  le  dénominateur  du  second 
membre  de  cette  équation  en  une  série  convergente;  de  plus,  comme  S 
est  au-dessous  de  90  degrés,  on  pourra  réduire  au.ssi  tangs  en  sw'ie  et 
de  là  on  pourra  déduire  la  valeur  même  de  l’angle  S exprimée  par  une 
suite  de  différents  sinus;  mais  on  [Huit  trouver  directement  celte  série 
par  la  métbode  que  j’ai  donnée  dans  les  Mémoires  de  celle  .Vcadémii-  de 
i77(i.  et  que  j’avais  déjà  employée  avec  succès  dans  mes  Heeherehrs  sm 
te  moueement  des  nœuds  des  Planètes  (’). 

Suivant  celle  métbode,  on  aura 


, I , I ---lange  V — ' 

O—  - |og_.  . 

7 ^ — I I — UlllgO  y — I 


^ — _log^.-e y j 


log  ( I 

^ ^ ~ I \ 


M ^-{i*-»)\'-'  -4. 


U )' 


(•)  tli'  iMgrtmj^r^  l.  IV,  p.  •x“b. 


■4 
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«■es  lügaritliines  peuvent  se  réduire  en  séries  eonverg«‘nles,  pnis(|ue  (liy- 
pothèse)  Q est  plus  grande  que  la  soinnie  des  eoeflieienls  M,/>N,  yN  pris 
p(»siliveincnt;  et  l’on  aura,  en  sulistiluant  les  sinus  correspondants  aux 
exponentielles  imaginaires, 

^ ^ sin(v  — 3)-«-  5^  sin,y 

- sin2(v-|3) 

*J6.  Considérons  maintenant  l'inelinaison  u de  l’équateur  lunaire  sur 
l’écliptique;  pour  en  déterminer  la  valeur,  il  n’y  aura  qu’à  ajouter  en- 
semble les  carrés  des  deux  équations  du  n"  93;  on  aura 

latig'ï  = (M  sin(u  — 3)  -e  pN  sin(v  — q'S  siii(»  -*-?)]’ 

-t-  [M cos(p  — P)  -e pN  eosl»  — p)  -i-  i/N cos(v  pi -(-  Q]', 

savoir,  en  développant  les  termes,  et  réduisant  les  produits  des  sinus  et 
cosinus  en  cosinus  simples, 

tang”^  = Q’  -e  M’  -t-  p’  N’  -e  q‘S' 

-t-  iQM  cos(p  — P)  -f-  apQN  cos{>  — p) 
ïçQN  cos{y  -f-  P)  -+-  apMN  ros(u  — v) 
a y MIS  ros(p  — v — aP)-*-api/N’  rosap. 

97.  Les  termes  constants 

y -H  M’-t-  (p'-t- 

donnent  la  valeur  moyenne  de  tang^^’i  laquelle  est  à peu  près  connue 

par  les  observations,  et  «|ue  nous  pouvons  supposer  comme  ci-dessus  (88) 
égale  à tang’  (i";. 

Mais  si  l'on  su|ipose,  pour  plus  «le  généralité,  «|ue  la  valeur  moyenne 
de  tang^  soit  égale  à i,  on  aura  (93) 

/,‘  = Q’-4- M‘  + (p"-e</>|N-  y,  M’4-  -t- y j N’. 
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Or  nou.s  avons  vu  ci-dessus  (94)  que  Q doit  être  une  quantité  positive 
plus  grande  que  la  somme  des  coeirieients  M,  pti,  y N pris  positivement  : 
donc  à plus  forte  raison  on  aura 


Donc  on  aura 


et  par  conséquent 


Mais  on  a (91  ) 


donc 


ç’N’>  fr‘  — Q*. 

Lt 

Q’  A * ’ 

2 

0<A  et  >-i- 

yl 

O,  iSSqSe 

'•  ■■  - 3e’ 

O , <k)8  o5a  Q 

^,T55P^3Q’ 


substituant  ici  les  deux  limites  de  Q qu'on  vient  de  trouver,  on  aura  ces 
deux  limites  de  e,  savoir 


O , o«8  o5i  A O , ooH  o5î  k 

0,15598-1-34  o,aao59-l-34 


Si  l’un  fait  i = lang  1“  = 0,017  4^5,  les  deux  limites  precedentes  de- 
viennent 

0,0006748  et  o,ooo5f49> 


entre  lesquelles  la  valeur  de  esera  nécessairement  renfermée. 


98.  Quelles  que  puissent  donc  être  la  ligure  de  la  Lune  et  la  densité 

de  ses  parties,  il  faudra  que  la  quantité  e = Positive  ut 

renfermée  entre  ces  limites  0,0006746  et  o,ooo5i49:  et  la  (|uantité 
A — B . 

J = ' — ^ — (numéro  cité)  devra  par  conséquent  être  aussi  positive,  mais 

<'  c,  pour  que  ei  et  e — i soient  des  quantités  positives,  coinine  nous 
avons  vu  qu’elles  doivent  l’élre  (81  et  90).  El  comme  ces  i|uanlités  e et  1 
sont  les  seuls  éléments  dépendants  de  la  ligure  de  la  Lune,  (pii  entrent 
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dans  les  riiriiiulos  dos  mouvcnicnts  do  ooUo  Plaiiolo  autour  do  son  oorilro, 
il  s’onsuit  ijuo  oos  inmivoiiionts  soroiil  toujours  los  uionios  pour  toutos  los 
ligures  pour  losquollos  los  valeurs  de  e et  i seront  les  rnôinos.  Dono  ils 
seront  aussi  les  niomos  <)no  si  la  Lune  était  un  splioroide  lioinogèno  et 
elliptique,  dans  lequel  l’axe  de  rotatioti  serait  le  petit  axe  roininun  de 
tons  les  inoridiens,  et  où  l’elliptioité  du  proniior  méridien  qui  passe  à peu 
pri's  par  le  rentre  appaivnt  serait  e,  et  rtdliptirité  du  méridien  peiqien- 
dirulaire  à relui-là  et  qui  passe  par  les  bords  apparents  serait  i (fdi). 


00.  Dans  riivpotliè.se  de  riionio(;énéité  et  de  la  Iluidite  primitive  de  la 
l.nne  on  aurait  168 


0,U1M)000.(8oK 
— - --  rt 

fU 


OOO  OOO  I 30  3 


m 


m lUant  le  rapport  de  la  ma.sse  de  la  Lune  à relie  de  la  Terre:  égalant 
doue  rette  valeur  de  e aux  deux  limites  de  e qu’on  vient  de  trouver,  on 
aura  deux  valeurs  de  m,  savoir 

0,000*13^  1*1 

qui  seront  doue  les  limites  ilu  rapport  des  massestle  la  Lune  et  de  la  Terre, 
dans  les  suppositions  dont  il  s’agit.  Ainsi  la  masse  de  la  Lune  devrait  être 
moindre  qu’un  millième  de  relie  de  la  Terre,  re  (|ui  ne  peut  se  ronrilier 
avec  les  résultats  des  phénomènes  des  marées  et  de  la  preression  des 
é<|uinoxes  (60j.  D’où  l’on  peut  ronriure,  ou  que  la  Lune  n’est  pas  ho- 
mogène, ou  que  sa  ligure  arluelle  est  dillérenle  de  relie  qu’elle  aurait  dû 
prendre  en  vertu  île  la  forre  reiitriluge  de  ses  parties  rondiinee  avee 
l’attrartion  de  la  Terre,  si  elle  avait  été  primitivement  lluide. 

tOO.  Revenons  maintenant  à l’expression  generale  de  tang“'^  du  n"06; 

il  est  larile  de  voir  que  rette  quantité  deviendra  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum lorsque  les  sinus  des  dillerenls  angles  <x  — v — (i.. . . seront 

unis:  alors  leurs  rosinus  seront  :i;i,  et  la  valeur  de  taiig’^  deviendra 
g = M ± /<  N ^ 1/  N I. 
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en  sorte  (|u’on  aura  pour  les  plus  grandes  ou  |)lus  peliles  inelinaisons  « 
de  l’orbite  lunaire 

(J  it  M ±/>N  ± ^N. 

Üone,  si  l’on  nomme  E la  somme  des  trois  eoelTicients  M./»N  etyN  etia- 
enn  pris  positivement,  on  aura  pour  la  plus  grande  valeur  de 

laoK  I 0 ^ P- 

ei  pour  la  plus  petite 

laoa  - i_  (J  — E. 

E étant  toujours  < Q par  le  n"  88.  Si  tlone  on  pouvait.' par  les  okserva- 
tions,  déterminer  avec  assez  de  prérision  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
inclinaison  de  ré(|uateur  lunaire,  on  délerniinerait  en  même  temps  les 
valeurs  de  Q et  de  E;  mais  il  n’y  a pas  d’apparence  qu’on  puisse  y par- 
venir sitôt. 

101 . .Vu  reste,  à cause  des  coellieienls  inconnus  M et  N.  et  des  quan- 
tités e el  I,  dont  la  première  n'est  connue  qu’à  peu  près  et  dont  la  se- 
conde est  encore  inconnue,  il  ne  sera  guère  possible  de  faire  usage  des 

é(|uations  qui  expriment  les  variations  tie  tang*'^’  (!•(>).  non  plus  (|ue  de 
celles  qui  expriment  les  variations  de  l’angle  f (05,.  pour  délerminiT 
avec  précision  la  position  de  l’équateur  lunaire  à cbaque  inslant;  ces 
équations  servent  seulemeni  à faire  voir  que  le  lieu  du  mend  de.scendant 
de  l’équateur  lunaire  et  l'inclinaison  de  cet  équateur  sur  réclipii(|ue  peu- 
vtmt  faire  des  oscillalions  plus  ou  moins  grandes  autour  du  lieu  moyen  et 
de  l’inclinaison  moyenne,  sans  néanmoins  (|iie  les  nœuds  vrais  puis.sent 
s’éloigner  de  (>o  degrés  des  nœuds  moyens,  el  que  l’inclinaison  puisse 
devenir  nulle;  ce  qui  siillit  pour  expli(|uer  les  irrégularités  (|ue  l’on  a 
trouvées,  dans  les  résultats  des  dillérentes  observations  relativement  à ces 
deux  élémeliLs.  { Voyez  le  Traite  de  .Mayer  dans  les  Kotnwgntphiarhe  Sarh- 
richten  de  Niirenberg,  et  le  .Mémoire  de  M.  de  Lalande  dans  le  volume  de 
l'.Vcadémie  des  Sciences  de  Paris  pour  I7<î4.j 
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SKCTION  cinql'ikml;. 

HKCIIF.HI.IIE  DES  IKÉGCLITÊS  Dl'  M01'VE1IE!<T  DK  LH  Ll.HE  Hl'TOl'H  DE  LH  TEHHE, 
ul'l  FHIIVIEKHEKT  DE  LH  FICI  EE  NOH  SPIIEHIVCK  DE  CETTE  PLHHETK. 


• 02.  Après  avoir  examiné  l'elFel  de  l'atlraction  de  la  Terre  .sur  la  l.une 
supposée  non  spliérii|ue,  par  rapport  aux  dillérents  inouvemenl.s  qui- 
eette  Planète  peut  avoir  autour  de  sou  eentn'  de  gravité,  il  ne  reste  plus 
(|u'k  examiner  l’elTet  de  la  même  aetion,  relativement  au  mouvement  de 
ee  rentre  autour  de  la  Terre.  Cet  examen  n’a  aiieune  dillieulté.  et  se 
réduit  simplement  à elierelier,  d’aprt's  les  équations  dilTérentielles  du 

n"  .')S.  les  termes  des  valeurs  de  x,  v,  z,  dus  aux  ouantités  — , 

• ' m ox  m 0)- 

— qui  expriment  l'eflel  de  la  non-sphérieilé  de  la  Lune  dans  lesécpia- 

lions  de  son  mouvement  autour  de  la  Terre.  On  commencera  donc  par 
chercher  les  valeurs  de  ces  (|uantités  |)ar  la  diirérentiation  de  l'expre.ssion 
de  V"(lu  n“5-i,  et  pour  retluire  d'ahord  le  calcul  le  plus<|u’il  e.st  possible, 
on  remai'(|uera  : i"que  les  trois  constantes  F,  G,  Il  doivent  être  milles 
suivant  la  supposition  du  n“  74;  a“  (|ue,  les  quantités/',  s,  it  étant  tiés- 
petites,  il  suflira  d'avoir  égard  aux  termes  où  elles  ne  pas.seiit  pas  la  pre- 
mière dimension,  pui.sque  les  dilTérentiations  qu’il  s'agit  de  faire  sont 
indépendantes  de  ces  quantités;  3"  que,  les  variables  x.  r,  î étant  aussi 
,as.sez  petites,  il  siiMira,  du  moins  dans  la  première  approximation,  de 
n'avoir  égard  qu'aux  termes  où  ees  variables  ne  montent  pas  au  delà  iln 
premier  degré. 

De  celte  manière  l’expression  de  V"  se  réduira  à celte  forme 


f/'"' 


C)  3/|i 


■H/.'* 


■ 3 r,  > 1 /■-> 

Cs-  30  -Cl' 

A/J-  H/,'* 


d'où,  en  faisant  varier  .séparément  .r.  v. 


ebées  de 


av 

6x  ’ 


av'  £r 

or  ' ôi 


on  tirera  les  valeni's  cher- 


• 03.  On  remarquera  maintenant  (|ue  les  termes  de  V”  qui  ne  sont  que 
des  fonctions  île  x,y,  z,  sans  r,  i,  ne  donneront  que  de  pareilles  fonc- 
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lions  dans  les  valeui's  dont  il  s’agit,  d'où  il  ne  pourra  résulter  dans  les 
é(|ualions  du  uiouvemenl  de  la  Lune,  que  des  lerincs  de  la  inéinc  l'ornie 
que  ceux  qui  entrent  déjà  dans  ees  équations,  mais  avec  des  eoefiieienls 

extrénieinenl  petits,  à cause  de  la  petitesse  des  quantités 

L’elTel  de  ces  termes  ne  consisterait  donc  (|u’à  altérer  inliniment  peu 
les  eoellicienls  de  qnel(|iies-unes  des  équations  lunaires,  ainsi  que  les 
mouvements  de  l’apogée  et  «lu  nœud  déterminés  par  la  Théorie;  mais  ees 
altérations  ne  sauraient  être  d’aucune  importance  dans  la  Théorie  de  la 
Lune,  dont  les  résultats  ne  peuvent  être  qu’approchés,  à cause  de  la  mul- 
titude des  ijuantités  qu’on  est  déjà  forcé  d’y  négliger,  .\insi  l’on  pourra 
dans  la  recherche  pré.sr-nle  négliger  tous  ces  termes,  et  n’avoir  égard  par 
conséquent  dans  la  valeur  de  V"  qu’aux  ternres  (|ui  renferment  les  quan- 
tités r et  .»,  et  qui  pi-uvenl  donner  dans  le  mouvement  de  la  Lune  des 
éijiiations  particulières  et  dilféreutes  de  toutes  celles  que  l’on  eonnait 
tléjà. 

On  négligera  donc  dans  l’exprc.ssion  de  V"  les  termes  qui  ne  sont  que 
de  simples  fondions  de  x,  y,  z,  et  l’on  réduira  par  là  cette  expression  à 
celle-ci 

V"  = - 3/(  B - C)yr  + 6/1  A - C isr, 


laquelle  donnera  par  la  difTérentiation 


3V 

iy 


= - 3/,  B - C)c, 


5\' 

“aT 


.-6/  A -O*. 


iOi.  On  suhstituera  ces  i|uantités  dans  les  trois  équations  de  l'orhite 
de  la  Lune  du  n“  .58,  et  comme  il  ne  s’agit  pas  ici  de  déterminer  les  va- 
leurs complètes  des  variables  x,y,  j,  mais  seulement  les  parties  très-pe- 
tites de  CCS  valeui’s,  le.squelles  peuvent  résulter  des  (pianlités  dont  il 
s’agit,  il  sullira  d’avoir  égard  aux  termes  où  ces  variables  seront  linéaires 
et  ne  se  trouveront  multipliées  par  aucun  sinus  ou  cosinus. 

On  mettra  donc  .simplement  i — 3a:  à la  place  de^ÿ,  et 


I , 1 1 -»- j:) cos(<  — i)— rsin(/ — i) 

V.  là 
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î)  In  |ilac«‘  (le  (‘t  l’on  aura  ces  trois  (>qua(ions 

<Pr  idx  . ,,  r ,^y  T/iB— 0( 

-.10  ^ HT  -r-^frx  ■ -t-  «’)  -/"■  -f  - ■'-  ^ O, 

d'z  ,,  ,,  (,pK-V.) 

TTO  * = o. 


Mais  (60) 


/= 


= !-(-  — 
ï 


à très-peu  près.  «“  étant  une  (luantité  très-petiU!,  (îjjale  à environ; 

1 70 

on  fera  donc  cette  substitution,  et  l'on  pourra  négliger  partout  les  n'  cl 
même  les  n’  dans  les  termes  très-petits  qui  contiennent  ret  r;  on  aura 
ainsi  les  é()uatious  suivantes 


d’x 

do 


ndy 

--.ir 


il- y nix  3(B  — (*)_ 


IfF 

d^Z 

lir 


df  m 

3rt»\ 


I ôn’\  n 


(I  A — n 


S~  O, 


dans  lesquelles  il  ne  s’agira  plus  (|ue  de  substituer  les  valeurs  de  ret  s, 
trouvées  dans  la  Section  précédente. 


105.  .Mais  nous  remarquerons  encore,  ii  l’égard  de  celte  substitution, 
qu’il  serait  inutile  d’y  tenir  compte  des  termes  de  ret  s,  qui  sont  propor- 
tionnels à sin«,  sin/3 c’est-à-dire  qui  sont  semblables  aux  termes  des 

expressions  complètes  de  x,  y,  z,  parce  qu’il  ne  pourrait  résulter  de  là 
<|ue  de  trè.s-petites  corrections  pour  c(‘s  mêmes  termes,  corrections 
(jii’on  doit  négliger  par  les  raisons  alléguées  ci-dessus.  .Ainsi  il  sullira 
de  substituer  pour  r le  seul  terme  L sin  ).  (75)  et  pour  s les  deux  termes 
.M  sina  -I-  N sin  v (85). 
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B - C 


A 


— e — i 


et 


^-C 

À 


T-:  e. 


llô 


on  iiiettra  A(«  — i)  à lu  place  de  II  — C el  Ae  à la  place  de  A — C;  el, 
iaisanl  pour  plus  de  siniplicilé 


on  aura 


m 


il‘x  »(/>• 
(//•  ~ dt 


fl\r 

dr 

d‘z 

do 


— 3A  e — >)Lsiii).  --  o, 

-i-  Z -e  6Ae(  M sitiu  + N $inv)  = o. 


Dans  ces  écpiatlons  les  angles).,  ix,  v crois-seril  niiil'orinéinent,  el  l'on  a 
75,  90) 

d/.  ■ du  3e  d» 


les  cunstanles  e et  {'dépendent  de  la  iigure  de  la  Lune  el  sont  inconnues, 
niais  très-petites  el  positives;  e doit  être  renrerméc  entre  les  limites 
0, 0006746  el  «>,<mmi5i4').  et  I doit  être  <e;  les  constantes  L.  M,  N 
sont  encore  indéterminées,  mais  doivent  être  aussi  fort  petites;  la  con- 
stante A dépend  aus.si  de  la  tigure  de  la  Lune  et  est  pareillement  inconnue, 
mais  très-petite  el  positive;  si  la  Lune  était  liomogène  et  h très-peu  près 

sphérique,  on  aurait  à très-peu  près  A = -^  (05j,  h étant  le  demi-dia- 


mètre apparent  de  la  l.une,  lequel  est  égal  à ^ si  la  Lune  n’est 

pas  homogène,  alors  la  valeur  de  A sera  dilférenle,  mais  sera  nécessaire- 
ment < 4/<>  < —^  (70). 


106.  Pour  intégrer  ces  équations  un  remarquera  (|uc,  comme  on  ne 
demande  pas  les  valeurs  complètes  de  x,  y,  s,  mais  seulement  les  parties 


i5. 


110 


THEORIE 


(le  ees  val((urs  <{iii  (lépeiident  des  lermcs  en  sinX,  siiiu.,  sitiv,  il  sullira 
de  su|)[ws('r 

x=EfosX,  r=Esiii),  £ — (■  siiiu -f  II  sinv. 


les  eiieirieienis  K,  F,  G.  H étant  constants  et  indéterininés;  en  ell'el,  en 
faisant  res  siihslitntinns  et  ayant  égard  à ce  i|ue  sont  des  (|nan- 

tités  coiistanles,  un  trouvera  res  quatre  équations 


_e(^)  -,f'/}_3(.  + J)e  = «. 

-'■■(S)’-  e-i~l.  = o. 


par  lesquelles  on  déterminera  les  quatre  inconnues  E,  F.  G,  H. 
I.a  première  équation  donne 


sulistituant  cette  valenr  dans  la  seconde,  un  aura 


ff  — Ijl.  = o; 


(ly  'T* 

donc,  puis(|ue  n’  et  c — i sont  des  quantités  lori  petites,  on  aura  à très- 
peu  près  

E:tt  — aALySif  — (), 

F — 3AI„  à Ircs-peu  près. 

La  troisième  et  la  quatrième  équation  donneront  iinuiédiatement,  en 


et  de  là 
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substituant  pour  et  leurs  valeurs  i ^ et  aye». 

G = H = 6AeN,  à très-peu  près. 

107.  Si  donc  on  dénote  par  x',y’,  s'  les  parties  des  valeurs  de  x,y,  i 
qui  résultent  des  ternies  proportionnels  à sinX,  sinix,  sinv,  et  dus  à la 
non-spbérieité  de  la  Lune,  on  aura 

j:'=  — aAL  ^3{e  — I)  cosX, 
y'  — 3AL  sinX, 

z'  sin  U ■+■  OiAeN  siii>. 

e — n‘ 

Ainsi  il  faudra  ajouter  ees  quantités  a'  aux  expressions  de  a:, 

V.  : données  par  M.  Kuler  dans  sa  Théorie  de  la  Lune,  pour  avoir  les 
valeurs  eoinplètes  de  ees  variables.  Mais  pour  mieux  eonnaitre  l'ellét  des 
quantités  dont  il  s'agit,  dans  le  mouvement  de  la  Lune,  nous  remarque- 
rons que  nommant  p la  distance  de  la  l.une  à la  Terre,  réduite  à l’éclip- 
tique, <J  sa  longitude  vraie  et  u .sa  latitude,  on  a 

I -t- a:  = pcüslo- — /),  _>'  = psiii;»  — /!,  ; = ptangu; 
d’oil  l'on  tire 

0=  y[l  -I- .Tl' lang(7-r  > tailgu=  -T-ii" 

' V I 

De  sorte  i|ue,  .si  l’on  désigne  par  p',  t',  v’  les  petites  parties  des  valeurs 
de  p,  1,  -J  dues  aux  parties  x',  y',  z'  des  valeurs  de  x,y,  z,  on  trouvera 

■7=^ y,  j — z' 

il  très-peu  près,  à cause  de  la  petitesse  ilex,  j,  z vis-ii-vis  de  l'unité,  et 
de  J-  , v',  vis-à-vis  de  x,  y.  z. 

D’oil  il  s'ensuit  que  x'  exprimera  l'alteration  de  la  distance  de  la  Lune 
il  la  Terre,  y'  l'altération  de  la  longitude  de  la  Lune,  et  z'  l'altération  de 
la  latitude  de  cette  Planète. 
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108.  CoiniiK-  Ic.s  argunipiits  X et  v eroiüSfiil  trés-leiilemenl,  à cause  de 

lit.  — ih  —, 

r el  I élaiil  des  (|uanlités  très-petites,  il  est  clair  (|iie  les  éipiatiims  ipii 
dépendent  de  ces  arguments  duiveiil  être  des  espèces  d'éi)ualioiis  sécu- 
laires, <|ui  ne  peuvent  devenir  sensibles  qu’au  bout  d'un  tenn)s  fort  long. 

Il  n'en  est  pas  de  inéine  de  l'équatiun  qui  dépend  de  rarguiuent  u,  le- 
quel, à cause  de 


aiiginente  à peu  |>rès  connue  la  longitude  inuyenne  <le  la  l.une;  de  sorte 
(pie  celle  éi|uation  doit  disparaître  et  sc-  renouveler  à cbaqué  période  de 
la  Lune. 

Voyons  donc  si  ces  équations  peuvent  avoir  un  ellel  sensible  dans  le 
inouvenieni  de  la  Lune,  et  examinons  principalement  celle  de  la  longi- 
tude, laquelle  est  d'autant  plus  essentielle  à considérer  qu’elle  parait 
pouvoir  donner  l’équation  séculaire  de  .Mayer,  dont  la  causi'  a été  vaine- 
ment cbercliée  jusqu’à  présent. 

Cette  équation  est  représentée  par  le  terme  v , dont  la  valeur  est 
^AL  sinX,  L si  II  X étant  celle  de  l'angle  r de  la  libration  réelle  de  la  Lune, 
abstraction  faite  des  termes  qui  dépendent  des  inégalités  du  mouvement 
périodique.  On  peut  donc  représenter  réqiiation  dont  il  s’agit  par 

or  nous  avons  déjà  vu  que  la  quantité  ~ ‘‘“i  néces.sairement 

< 777^  ( lOôj:  donc  on  aura  >''■<  Si  donc  la  plus  grande  valeur 

de  r est  d'un  degré,  la  plus  grande  valeur  de  _v'  sera  au-dessous  d’une 
«•condc:  de  sorte  que,  quand  on  suppowiait  que  l’angle  r pût  aller  jus- 
qu'à 6o  degrés,  ee  i|ui  serait  d’ailleurs  contraire  aux  idiservations  de  la 
libration,  l'angle  v'  ne  pourrait  pas  même  monter  à une  minute,  et  serait 
par  conséquent  toujours  insensible. 

.V  l'égard  des  antres  équations  on  prouvera  de  même,  en  employant 
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les  valeurs  trouvées,  dans  la  Section  précédente,  pour  les  quantités  e,  M, 
N,  que  ces  équations  doivent  être  tout  à l'ail  insensihies. 

109.  Comme  l'équation  proportionnelle  à ranji!le  r de  la  libration  se- 
rait très-propre  à expliquer  l'équation  séculaire  de  Mayer,  si  elle  avait 
un  coeiricicnt  ass«-z  considérable  pour  cela,  il  est  bon  de  calculer  ce  cocf- 
licient  avec  plus  d'exactitude,  d'autant  plus  que,  recevant  de  l'intégration* 
un  diviseur  très-petit,  il  ne  serait  pas  impossible  qu'il  eût  à la  scîconde 
approximation  une  valeurassez  dilTérente  de  ce  qu'elle  est  à la  première. 

Je  reprends  pour  cela  les  deux  équations  en  jr  et  j du  n"  lOA,  mais  je 

remets  dans  la  m'conde,  à la  place  du  terme  — r,  la  quantité 

m ^ j’aurai  ainsi 


rf’r  tilx  1 iV" 

dt'  dl  m 


Je  reprends  de  même  l'équation  en  r du  n“  75,  et  je  la  remets  sous  sa 
rorine  primitive  (71) 

, d’r  3V' 

et  il  ne  s'agira  que  d'avoir  égard  dans  l'expression  de  V"  aux  termes  qui 
contiennent  /•’  et  r v. 

Or  on  voit  par  les  formules  des  n“’  5i  et  précédents  que  la  quantité  V" 
n’est  autre  cbose  que  la  partie  de  la  quantité  — où  entrent  les 

(|uantités  À,  ix,  v,  />  étant  égal  à 

V ( I X — 1 1’  -r-  ( _* — 1’  -«-  ( i — . 

.\insi,  comme  on  ne  veut  avoir  égard  (|u'aux  termes  qui  peuvent  renfer- 
mer r’  et  yr,  on  pourra  il’abord  réduire  la  valeur  de  p k celle-ci 

^ I — aX  — auy  ■*.  ),»  4,  u'  + »■, 
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ol  relie  de  - à 
P 


\ ) + 1< + U-  -f-  »■  ( , _ 2 ^ 

MiiiiitenaiU  ou  a,  ett  général,  par  les  furmules  du  ii"  i6. 

/ = — (>;  sin/ -i- 5 oosr,  u — 5-siu^  — neos/,  Ç— »; 


doiii' 


>' 4- fi' -t- v’=  Ç’ n’-e  Ç’=  a’  ( i' -t  e'; 

de  plus,  en  sulistituaiit  les  valeurs  rigoureuses  de  *', 
le  II"  41 , on  aura 


données  dans 


> ^ ~ a,»*)cwr  -f-  î.«ir  sin/’]  — 4[(i  — aw*)  sinr-»-  awcosir]  -»•  ar  (r/jun/’  — * cm#  -, 

^ _ rt[(l  — a*’)  sm/"  — aiwcosrj  /»[(i  — atf’)coSr—  ai«  sinr  J ~ ar(  MCc»ÿr  sinr); 


d'où  l’on  voit  que 


d> 


La  valeur  de  - Irouvée  ei-dessiis  deviendra  doue 
P 

_ ' _ _ J" 

yT:Ta>..  „.-4i+c  ,-.;î 


rfX 

rfr’ 


e’est-à-dire 


en  supposa  ni 


* </' 


A = 


Si  donc  on  fait 


V I — i X 4-  «'4-^  4-  C 


n 


pour  les  termes  de  la  quantité  V"  dont  on  doit  tenir  eoinpte  dans  la  re- 
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cliciTht*  présente;  ainsi  l'on  aura  dans  les  équations  «liiréreiitielles  ei- 
(lessns 

a\"  (/Il  dV”  (/Il  (/>ll 

T>  -~H7'  T,  -"77- y 

oii  l'on  pourra  néglifter  encore  le  terme  v > parce  ()ue  nous  faisons 

altslraclion , dans  la  valeur  de  r,  des  lerines  venant  des  inégalités  du  ■ 
nionvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre. 


1 10.  ('a*s  éi|Ualions  seront  donc  par  ces  siilislilulions 
il  x 7ily  , / n“'\  il‘y  irix  (/Il  tl‘r  (/Il 

■JT.  - ’T/r  " H'  ' ^ rfc  (TT  “ ' (/?■  ^ (/,  = 


Suhstilnant  dans  la  seconde  la  valeur  de  ^ lirée  de  la  troisième,  on 

tir 

aura  donc  ces  deux-ei 


J'x  71/y  (('  . (/•)■ 

-1 r ï I -t ■ 1 J-  =.  O, 

(/f  lit  \ î / l/l' 


71/x 

i/r 


— <>■ 


il  cau.se  de  - =-  A. 

III 

Je  suppose  inainlenani 


r --- 1'(,  X 


Q 


l/l 

l/l 


(D  et  Q étant  des  constantes^;  un  aura  par  ces  sulistilutions 


U 


i/'r  / «' 1 I 2l*(/c 

(//'■  ~ ^ (77  \ " 7/  1 “ f iir 


=:  4», 


(P  + iQ 


A) 


(/  / 
7/1' 


o; 


niais  r étant.  ( hypothèse  exprimé  par  des  sinus  d'angles  qui  croissent 

(fi  fl 

très-lentement,  il  est  visible  que  sera  une  qnanlité  iM-aueonp  plus  pe- 
tite que  'jy.  ainsi  négligeant  vis-à-vis  de  on  aura  ces  deux  équa- 
tions 

— 3 (y  ^ I ^ j — 2 1’  = <1,  I’  • *ty  4 A =■  ■>: 

lli 


V. 


1-22  THÉOKIE  DE  I.A  UBUATlÜN  DE  I.  \ LUNE,  ETE, 
il'oii  l'on  lin- 


"a  'a 


et,  ii*>ÿ;li|(eanl  li*  noinbri'  Irès-pi'tit  «*, 

l>  -3i,  y=:-îi, 

|)ré(‘isi’iiK‘iit  l'oniiii)'  dans  Ins  forntnlps  iln  ir  100;  d’où  l'on  voit  <]uo  n-s 
formules,  ainsi  que  les  eonelusions  que  nous  en  avons  tirées,  ont  tmite 
rex.irtilude  qu’on  peut  désirer. 


III.  Nous  reiniir(|uerons  iei,  en  linissant,  que  l'équation 


(/•r  </ll 


<lr 


pourrait  servira  déterminer  pliisexaeleinent  la  liliratiun  de  la  l.une  liaiis 
le  ras  où  l’on  ne  voudrait  pas  la  supposer  très- petite;  eette  équation 
étant  intégrée  donne 


(/(■’ 

7//’ 


’JL 

A 


a 2 

T’ 


dr 


en  désignant  par  i la  valeur  de  II  lor.sque  ^ ■=  o,  e’est-à-dire  lui'si|iie  r 
a sa  plus  grande  valeur;  et  il  ne  restera  plus  qu'à  intégrer  l’é(|uation 


di- 


dr 


/Sa  îII 

Va-- 


dans  laquelle  II  est  une  l'onction  de  sine  et  cos/-.  Mais  nous  ne  nous  ar- 
rêterons pas  sur  ce  point,  qui  n’est  (jue  de  pure  l'urio.site. 
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DES  VARIATIONS  SÉCILAIRES 

DES  ÉLÉMENTS  DES  PLANÈTES. 


PREMIÈRE  PARTIE 

CONTE?(.VNT  I.ES  PRINCIPES  ET  I.ES  EOHMll.ES  (VÊNEHAI.ES 
P(U  R DÉTERMINER  CRS  VARIATIONS. 


{IVotn^atu'  iHémturrs  tir  V Jratlèmic  ntyale  He.s  Science»  et  BrUcs'Leftrr* 
tir  Berlin,  année  *781.) 


Si  les  Planètes  élaieni  simpleinent  attirées  par  le  Soleil,  et  n'agissaient 
point  les  unes  sur  les  autres,  elles  «léeriraient  autour  de  eet  asli-e  des  el- 
lipses invariahles  suivant  les  lois  de  Kepler,  eoinme  Newton  l'a  démon- 
tré le  premier,  et  une  foule  d'Auteurs  après  lui.  .Mais  les  observations 
ont  prouvé  ipie  le  mouvement  elliptique  des  Planètes  est  sujet  à de  pe- 
tites variations,  et  le  oaleul  a démontré  que  leurattraetion  mutuelle  peut 
en  être  la  cause,  ('.es  variations  sont  de  deux  espères  : les  unes  périodi- 
ques et  (|ui  ne  dépendent  que  de  la  eonliguration  des  Planètes  entre  elles; 
l'elles-ri  sont  les  plus  sensibles,  et  le  ealcul  en  a déjà  été  donné  par  dil- 
férenls  Auteurs;  les  autres  séeulaires  et  (|iii  paraissent  aller  toujours  en 
augmentant,  ce  sont  les  plus  dillieiles  h déterminer  tant  par  les  observa- 
tions que  par  la  Théorie.  Les  premières  ne  dérangent  point  l'orbite  primi- 
tive de  la  Planète;  ee  ne  sont,  pour  ainsi  dire,  que  des  écarts  passagers 
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(ju’i'lle  fuil  iliins  sa  course  régulière,  et  il  suilil  d'appliiiuer  ces  variations 
au  lieu  de  la  Planète  calculé  par  les  Taldes  ordinaires  du  mouvement  el- 
liptique. Il  u'en  est  |)as  de  même  des  variations  .séculaires.  Ces  dernières 
altèrent  les  éléments  mêmes  de  l'urltile,  e’est-à-ilire  la  position  et  les  di- 
mensions lie  l’ellipse  décrite  par  la  Planète;  et  i|uoique  leur  effet  soit 
insensilde  dans  un  court  espace  de  temps,  il  peut  néanmoins  devenir  à la 
longue  très-eonsidéralde. 

C’est  une  Théorie  complète  de  ces  .sortes  de  variations  que  j’entre- 
prends de  donner;  olijet  qui  intéresse  également  les  .Astronomes  par  son 
utilité  pour  la  perl'ection  des  Tables,  et  les  Géomètres  par  les  reelierelies 
nouvelles  d’analyse  au\(|uelles  il  donne  lieu.  Quoique  j’aie  déjà  rempli 
une  partie  de  ccl  objet  dans  les  .Mémoires  sur  les  équations  .séculaires 
des  nœuds  cl  des  inelinaisuns  des  Planètes(’j,  et  sur  l’altération  de  leurs 
mouvements  moyens  f’);  et  (|ue  j’aie  même  donné,  il  y a longtemps, 
<lans  les  Ueeberebes  sur  les  Satellites  de  Jupiter  (*"),  et  dans  celles  sur 
Jupiter  et  Saturne  des  méthodes  et  des  rorniules  générales  pour 

déterminer  ce  genre  d’inégalités,  dont  on  n’avait  eneoi'c  (|u’une  coiinais- 
sanee  imparfaite  et  peu  exacte;  je  crois  cependant  devoir  reprendre  cette 
matière  en  entier,  pour  la  traiter  à fond  et  d’une  manière  plus  directe  et 
plus  rigoureuse  ()ue  je  ne  l’ai  fait.  C’est  à tjuoi  sont  destinées  ces  nou- 
velles Ueeberebes,  que  je  divise  en  deux  Parties.  Je  donnerai  dans  la  pie- 
mii're  les  formules  nécessaires  pour  déterminer  les  variations  des  élé- 
ments d’une  Planète,  réduites  à la  forme  la  plus  générale  et  la  pins 
simple;  et  j’en  ferai,  dans  la  seconde,  l’a|qdication  aux  variations  sécu- 
laires des  excentricités,  des  aphélies,  des  nœuds  et  des  inelinai.sons  des 
six  Planètes  |>rincipales. 

( • ) Ui'c}ierclu*<  Sttr  le*  nècitlnires  du  tle*  meuH\  et  îles  tnrhfmtmns 

flei  orfffte\  de*  Plnnètr*  ont  étt*  Uan?*  le  Rw‘ueil  de.*  Mètmures  tle  l' deatièmie  des 

Srienres  de  <774;  apfwrtipnwnt  à U ln»i:Mènu'  Si'Clion  dis  llEuem  de 

/Mgrangr.  ( .Ytfe  de  l'éditeur.) 

(••)  OEtti*re>  de  Lftgrtmge , t.  IV,  p.  a55. 

(**•)  Cis  RtvIiendH's  dan>  Retueil?  de  l’Ai-wIfuiM*  dis  Srieneos  de  Paris  apiwr- 

tiennent  à la  troisième  Section  dr*  OEwrrs  de  Utgrange.  de  V Éditeur.) 

{••*•}  OEuvtes  de  htgrange^  t,  I,  p.  tkty. 
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SECTION  premikré:. 

XÉTIIOnE  ck^KIIALE  PUIIK  DÉTEIlVISEn  LE»  VAI<IATIU>!I  UBü  EI.ÉME'IIS 
DE9  EIA\ÉTE9,  CAUSÉES  PA»  I.El'R  ACTION  UIITI  ELLE 


I.  On  iinti'nd  |i:ir  éliMiidUs  ili-  ruiTiilo  )'Hi|>lique  iruiic  PI»iièD‘  l:i  moi- 
tu‘  (lu  gruml  axu  de  relii|isc,  uu  la  diklanee  inoyeiiiu'  de  la  Plaiièle  au 
Soleil;  la  position  de  ce  grand  axe  sur  le  plan  de  l'orliile,  ou  le  lieu  des 
apsides;  le  rapport  de  la  distance  des  deux  loyers  au  grand  axe.  uu  l'ex- 
cenlriril(“;  l’angle  (|uc  fait  avec  l’ÎH'lipticjue  le  plan  de  l’urliite,  ou  son 
inclinaison;  et  l’angle  ()ue  fait  avec  une  ligne  fixe,  donnée  de  position 
sur  r(Vlipli(|ue,  l’intersection  de  ces  deux  plans,  ou  la  position  de  la 
ligne  des  lueuds.  Os  ciinj  (juantiti's  d(‘terniinent  coniplideinent  la  gran- 
deur et  la  position  de  l’ellipse;  elles  sont  par  con’siupient  dinérentt's  poul- 
ies divi-rses  Planètes:  mais  elles  denieureiit  les  im'-mes  pourehat|iie  Pla- 
nète en  particulier,  du  moins  tant  (|u’on  fait  abstraction  des  d(‘range- 
inenls  ((u’elle  peut  éprouver  de  la  part  d(‘s  autres  Planètes,  .\insi  l(*s 
ipiailtilés  dont  nous  parlons  ii'entrent  point  dans  b>s  eipiations  différen- 
tielles des  orbites  des  Planètes,  ]iarce  (|uc  C(‘s‘ é(|uations  sotit  générab's 
pour  touti‘s  les  Planètes;  mais  elles  entrent  ensuite  comme  constantes 
arbitraires  dans  les  intégrales  de  ces  ('‘<)iiations,  c’est-à-dire  dans  les 
équations  algébriques  des  orbites. 

Pour  déterminer  l’elfet  des  forces  pi-rturbatrices  d’une  Planète  sur  scs 
éléments,  il  n'y  aura  donc  qu’à  traiter  les  ('‘quations  diHérenliclles  de  son 
orbite  comme  on  ferait  si  ces  forces  n'existaient  |ias,  et  l’on  parviendra 
ainsi  à des  éijuations  intégrales  semblables  à celb‘s  de  l’orbite  non  troii- 
bl(‘e.  mais  dans  les(|uelles  cba(|ue  constante  arbitraire  se  trouvera  aug- 
mentée d’nne  quantité  variable,  provenant  des  forces  perturbatrices,  et 
(|ui  exprimera  les  dérangements  causés  par  ces  forces  à relémentde  l’or- 
bite représenté  par  la  même  constante.  De  cette  manii-re  l'elfet  total  des 
perturbations  si-ra  rcnfenné  dans  les  variations  des  éléments;  et  pour 
avoir  la  partie  séculaire  de  ces  variations,  il  sullira  de  rejeter  tous  les 
termes  (|iii  coiiliendrnient  des  sinus  et  cosinus,  comme  ne  pouvant  don- 
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IUT  i|ui'  (Ifs  variîilions  (uTioiliques.  Tel  est,  en  général,  l’esprit  île  la 
métliode  ipie  je  vais  développer  et  appliquer  aux  Planètes. 


•2.  Considérons  il'ahord  le  mouvement  d’un  eorps  uni  autour  d’un 
eeiiire  tixe  en  vertu  d’une  foree  réciproquement  proportionnelle  au  carré 
de  la  distance,  et  dérangé  en  même  temps  par  des  forces  perturliatrices 
ilonnées,  et  très-petites  vis-à-vis  de  la  force  principale:  ce  qui  est  le  cas 
de  toutes  les  Planètes. 

Soient  J-,  _v.  z les  trois  coordonnées  rectangles  qui  déterminent  la  po- 
.sition  du  corps  à chaque  instant,  et  dont  l’origine  est  supposée  dans  le 
centre  île  la  force  principale;  nommant  g la  quantité  de  cette  force  à la 
distance  i,  et  6 la  distance  du  corps  au  centre,  c’est-à-dire  le  rayon  vec- 
teur de  l’orbite,  en  sorte  que 

P ^ -t- i’, 

on  aura  ^ pour  l'expression  générale  de  cette  force,  laquelle  étant  dé- 
coniposiT  suivant  les  trois  coordonnées  a-,  y,  z,  donnera  ces  trois-ci 


? P*  P’ 


Soient  de  plus  toutes  les  forces  perturbatrices  réduites  à trois,  dirigées 
suivant  les  mêmes  coordonnées,  et  repré.sentées  par  X.  V,  Z. 

Kniin  soit  t le  temps  écoulé  depuis  une  époque  donnée,  et  dont  les 
éléments  dt  soient  pris  pour  constants. 

On  aura,  par  les  premiers  principes  de  la  Dynaïuiipie.  ces  trois  équa- 
tions dilferentielles  du  second  ordre 


i/'.r 

dv 


d y 
dr 


41^ 


d‘z 

dp 


<*, 
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l»•s(|Ul•ll^•s  serviront  à déterminer  le  mouvement  du  ror|»s,  en  vertu  des 
(drees  S.,  X,  Y,  Z. 

O* 


3.  Il  faut ’iiiiiinteiKint  intégrer  ees  équations  de  manière  (|ue,  si  l’on 
Taisait  alistraetion  des  quantités  X,  Y,  Z,  il  en  résultât  pour  l’orbite  des 
éq  U a I i O II  s a I gé  briq  ues . 

Pour  eela  je  Tais  d’abord  ees  trois  combinaisons,  qui  servent  à eliass<*r 
les  termes  ilivisés  par  p*. 


x<hy  — r</’x  . 

X (t*Z  — 2 </*X  _ 

IF  - 

X>l>z-z,ly  _ 

' ,/r 


- Y J", 

- /.X, 

- Z» . 


Il  est  visible  que  les  premiers  membres  île  ees  équations  sont  intégrables. 
Je  Tais  dune 

i i/P  = ' Yî  — 'ly)(U, 

(A)  • I i/Q  = (Xi -Zx)i//. 

( tl^  — ,\y-\x)ill-, 

siibslitiianl  ees  valeurs  et  intégrant,  j’aurai 


\ 


xdy—  y fix 
' dl 

xdz  — zdx 
di 

ydz  — zdr 
dl 


— R. 
= Q. 
= P. 


I,es  eonstanles  nécessaires  pour  eoiïfjiléter  ees  intégrales  sont  évidem- 
ment contenues  dans  les  quantités  P,  Q,  R,  lesquelles  le  deviennent  elles- 
mêmes  lorsque  les  forces  perturbatrices  .X,  Y,  Z s'évanoius.si‘nl. 

i.  lin  ebassaiit  de  ees  dernières  équations  les  dilTérences  rfa;,  dy.  dz, 
ce  qui  ne  demande  que  de  les  ajouter  ensemble  après  les  avoir  multipliées 
V. 


*7 


TIIÉOltlE  DES  VAKIATIONS  SÉCUEAIUES 


l;»0 

rcspcflivcnicnl  par  z,  —y,  x,  on  aura  sur-le-<’liaiiip  cetti*  (-iiiiulion  tiiiir 

((;  Vx  — Q.ch  Kî  = o, 

« 

laijiielle  süusretti*  forme  appartient  à un  plan  passant  par  rurijtiiie  des 
eoorilonnées,  et  dont  la  position  dépend  des  quantités  P,  Q,  R.  Car  il  est 
fai’ile  de  démontrer  (pie  l'inelinaison  de  ce  plan  sur  celui  des  a-  et  v aura 

I _ 

pî  -j_  O» 

pour  tangente  la  (juantité  - 1 et  cpie  l’iiiterseelion  d(‘s  deux  plans 

P 

fera  avec  l'axe  des  x un  angle  dont  la  tangente  sera 

Le  corps  se  trouvera  donc  toujours  dans  ce  plan.  Or  loisapi'il  n'y  a 
point  de  forces  perturlcatriees,  et  (]ue  par  conséipieiil  les  <|uantités  P,  Q, 
R .sont  constantes,  la  position  du  plan  est  invariable,  et  le  corps  décrit 
alors  une  orbite  plane.  .Mais  si  ces  (juantités  sont  variables,  la  position 
du  plan  doit  l'étre  aussi;  cependant  elle  peut  être  censée  constante  pen- 
dant (pie  le  corps  (bicrit  cbaipie  élément  de  sa  trajectoire.  Oir  les  é(|ua- 
tions(R],  ('■tant  multipliées  respectivement  par  </«,  — r/v.  d-r,  donnent 
celle-ci 

Ptlx  — Qih  ^ lt</j=o, 

(|u’on  voit  n'étre  autre  chose  (|ue  la  dilférentielle  de  l'équation  [V.)  au 
plan,  en  y regardant  les  quantités  P,  Q,  R comme  constantes. 

5.  .\insi  le  |>lan  dont  il  s'agit  pas.sera  par  chaque  élément  de  l'orbite 
du  corps,  et  sera  celui  dont  l'intersection  avec  le  plan  de  l'écliptiipie  se 
nomme  en  Astronomie  la  ligne  des  noeuds.  De  .sorte  que,  si  l'on  nomme  5 
la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbite  sur  le  plan  de  projection  tpie  nous 
supposons  être  celui  des  x et  _v,  et  w l'angle  de  la  ligne  des  meuds  avec 
une  ligne  tixe  qui  est  en  même  temps  l’axe  des;c,  on  aura 

5 = — tangw  = -, 
et  de  là  , 

t ■ '*  r <-* 

a situa  = ,7 , 0 cos'ii  = • 

K n 

Un  connaitra  donc  les  variations  des  éléments  5 et  '»  par  le  moyen  des 
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l'in'imilfs  ilil!(;n;iitit‘lles  (A);  c’csi  li*  rlicmin  que  nous  nvons  suivi  dans 
If  Mémoire  sortes  nwutls  et  les  inclinaisons  des  l'iiinètes,  iinprinif  parmi 
rinix  de  rAcadéiiiie  des  Seienees  de  Paris  pour  l'année  1774. 


6.  Pour  déterminer  les  variations  des  autres  éléments,  il  faut  trouver 
de  nouvelles  intégrales  des  équations  proposées,  en  sorte  ipi’on  puisse 
en  déduire  l’équation  algébrique  de  l’orbite.  A cet  ell'et  je  remarque  que 

la  difTérentiatioii  des  (luantités  — » —■<  dans  lesquelles 

P P B ^ 


f,=  /x'  Z\ 

donne  ees  formules 

_ yiyitx  — xdy)  -e  sjsilx  — xilz ) 

P — p‘ 

^^y x'.xdÿ  — yJx)  + sjzdy  — ydz  ■ 

' p—  p> 

Z xixtlz  — zdx)-i-  y {ydz  — zdy) 

P* 


Or,  par  les  équations  (B),  on  a déjà 

ydx  — xdy  — Kr//,  zdx  — xdz  — — (jdl, 
doue  on  aura 


P 

Hx-Pz 

P* 


St/y  — j-f/s  = — Pt/i; 


si  mainleuant,  dans  ees  équations  multipliées  par^,  on  substitue  à la 
plaee  des  quantités  ^ leurs  valeurs  tirées  des  é(|uations  dilVé- 

rentielles  données,  savoir  (2) 


d‘x  ^ d‘r  _ . _ rf’i 

’ ~HF 
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THÉOKIE  UES  VAUIATIONS  SÉCULAIKES 


on  aiir.i  los  Iransfonnoos  suivaiilcs 


gd~  = 
^ P 

\{d‘y-h  Qd’z 

dl 

..'f. 

P f/U  — Kf/'x 

dl 

Qf/’x-e  Pf/’ 
dt 

C(>s  fiiuatiuiis  sont  éviilommonl  inlé};ral)les  lors(|ue  los  IbriTs  |)fiinrl»ii- 
Irices  X,  Y,  Z sont  nullcs,  auquel  ras  les  quantités  P,  Q,  R deviennenl 
roiistantes  (3).  Je  fais  donc,  en  j<éiiéral. 


(IM 


(iiv  . 01)  d,- 


n-y^\)d,-  =,/M. 


- -4  l'Vlf/t  + - 


dQdr  dl'dr 


dl 


= rfl„ 


é(|iiatiuiis  qui  étant  ajoutées  respeeliveinent  aux  préeédenles  les  rendeni 
inléj^raliles,  eu  sorte  qu’on  aura  les  intégrales  suivantes 


IK) 


_ ]\dx-t-0'li  ^ 

P dl  ’ 


£1  = 

P 

g±  _ 

P 


IM/î-Uf/x 
■ dl 

Odx  -4-  !’(/> 

,/T^  ■ 


M. 


I.es  roiistantes  arbitraires  que  l'intégration  inlrmluit  sont  reiiferinées 
dans  les  (|uantités  L,  M,  N,  lesquelles  le  deviennent  elles-inéines  dans  le 
ras  où  X,  Y,  Z sont  milles. 


7.  Les  intégrales  qu’on  vient  de  trouver  en  donnent  iiiiinediale'ineiil 
une  algébrique,  en  éliminant  les  dilférenrcs  d.r,  dy,  dz\  et  pour  rela  je 
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1rs  Hjoute  fnscml)l(!  après  1rs  avoir  multipliéos  nwprrlivrmriu ^'-o'  .r,  v, 
i;  iT  (|iii,  à cause  île 

P ' v'æ-'  •+•_)■>  + 3’, 

lionne  i-elle-ei 


„ xdr  — ydx  xdz  — zdx 
K 


»</s  — zilr 


dt 


dt 


Iai|iielle,  en  vérin  îles  équalions  (H),  devient 

(Kl  ÿp  = Na: -e  M r + L î -i-  P*  + Q'  -e  11'. 

Olle  éi|uation  eonsiilerée  sous  relie  forme  est  éviilemnieni  du  seeonil 
degré,  à cause  de 

P = k a-'  -f-  + i’; 


de  .sorte  iiii’en  la  rninhinant  avee  l’équation  linéaire  (Cj,  on  aura  (tour  la 
(trojeelion  de  l’orliite  une  section  conique:  et  l’orliite  elle-niéme  en  sera 
une  aussi,  tant  que  les  quantités  P,  Q,  K,  L,  M,  N seront  conslanles. 

8.  Pour  déterminer  dans  ec  cas  la  nature  et  la  position  de  rorbile.  je 
commence  par  remari|uer  que  des  six  constantes  dont  nous  (larluns  il 
n’y  en  a que  cinq  d’arbitraires.  Car,  si  l’on  multi|ilie  les  équations  inié- 
graies  (E)  rcs|»ectivement  par  P,  — Q,  R,  et  qu’ensuite  on  les  ajoule  en- 
semble, on  aura,  en  vertu  de  l’équation  déjà  trouvée  t;),  celle-ci 


Ki| 


o=rNP-MQ-eLU, 


laquelle  exprime  un  rapport  général  qui  doit  subsister  cuire  les  six  quan- 
tilés P,  Q,  R,  .N.  M,  L,  soit  qu’elles  soient  constantes  ou  non. 
làda  posé,  je  fais,  pour  abréger. 


II‘=  P'-i  y>  4^  n>, 
?’  - L’  -+  M’  -e  V, 


el,  preiiani  trois  autres  qiianlilés  .A,  R,  C lelles  que 


V ^ PM  ^ QN,  B T - Il  N - PL,  t;  - K M - QL, 


THÉORIE  UES  VARIATIONS  SÉCULAIRES 


ISA 

jf  siijiint** 


II. 


N , C . 

1 ?-•-  Il)  +- 


H ’ 


H/ 


î-t-  i ; 


II/. 


'i  elaiil  ili'  noiivnilfs  variables;  j’aurai  d’abord,  eu  verlu  de  l’equa- 
tion  de  rondiliuii  '(■), 

Px-Qr  - Rj  = n;. 

Njt.4  Mv-t-  Lz  — )E. 


De  sorte  que  les  deux  éi|ualiüiis  de  l’orbile  (Cj  et  (F:  se  réduiront  à 
relie  forme  très-simple 


Or 


Ç = o,  ÿp  — ■ II*. 
p‘  ^ X’  -e  _r*  î’; 


et  si  l'ou  substitue  les  expressions  préecdeiites  de  r,  y,  s.  qu’on  ait  égard 
à l’équation  de  eonditioii,  et  qu’on  observe  que 


A' 


on  aura 


B'  + C-  = (PM  QNi'-MlIN  - PI.)>-»-(HAl  -r  Ql.j> 


z=:(P'-i-  Q’  R’)  L»-i-  M’  s-  N>)  -(PN  - QM 

= no.*, 


p*  = Ç*  + 5*- 


RL  ■ 


d’où  l’on  peut  conelure  que  les  (|uanlités  ï,  sont  aii-ssi  des  eoordon- 
nées  reelaiigics,  qui  répondent  aux  mêmes  points  que  les  coordonnées 
X,  V.  et  qui  ont  la  même  origine,  mais  une  position  différente. 


!•.  L’équation 


y 


O 


fait  voir  que  la  rourire  est  toute  dans  le  plan  des  euordonnées  | el  et 
l'équation 

gp-=),;  II*. 
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il:iiiü  luquellf 

l>  vl’ 

à <"U)s<'  lie  Ç = o,  montre  que  eelte  eourlie  est  une  ellipse  dans  l:u|iielle 
— est  le  paramètre  du  grand  axe,  — est  l’exeentrieilé,  ou  la  dislanee 

des  loyers  divisée  par  le  grand  axe,  p est  le  rayon  veeleur  parlant  de  rnn 
des  foyers,  et  £ l’abseisse  prise  sur  le  grand  axe  depuis  le  mèini'  foyer  et 
dirigée  vere  l’apside  supérieure. 

Et  pour  eonnaitre  la  position  de  eet  axe  relativement  au  plan  de  pro- 
jeetion,  il  n’y  a (|u'à  supposer,  dans  les  formules  (H),  les  coordonnées  | 
milles,  ee  qui,  à cause  de  Ç = o,  donne 

N r M . I.  . 

* = 

or  il  est  visible  que,  si  l’on  nomme  9 l'angle  que  la  projeeliun  de  eet  axe 
sur  le  plan  des  eoordonnées  x,y  fait  avec  l’axe  des  x,  et  l'angle  que  le 
même  axe  fait  avec  ee  plan,  on  aura 


r 

laiigçj  “ 

langy,  = — - ♦ 

vx’-t-y 

r’est-ii-dire 

L 

langy;  =.-  — 7^=:=;; 

d'oii,  à cause  de 

/ = V 1 

.’T.M’+ir*, 

on  lire 

sinifi  = 

L M 

y»  rosTîSinç  =.  j-1  rosTcros® 

.Au  reste,  si  l'un  substitue  ees  valeurs  de  I.,  M,  N,  ainsi  que  relies  de  P 
et  Q tirées  des  formules  du  n*’  5,  dans  ré(|ualiun  de  eondilion  ((î],  on 
aura 

9 cosïii  cosçsin'.!  — sin?  cosw  -t-sin»;  =:<>; 
d'où  résulte  la  formule 


uingji  = 9 sin  o — 4> j. 


TIIÉOltlE  DES  VACATIONS  SÉCL'I. AlItES 


10.  Lorsqu'on  vont  avoir  »>gar(i  à l’cH'cl  dos  forces  perlurbalriees,  les 
qiiaiOilés  i|iie  nous  avons  sti|ipos(-es  conslanles  ne  le  soni  plus,  el  l'or- 
lii(e  telle  que  nous  venons  de  la  déterminer  variera  tl'un  instant  à l'antre, 
mais  elle  pourra  neanmoins  être  prise  pour  invariable  pendant  que  le 
corps  décrit  chacun  de  ses  éléments.  En  ell’et  les  équations  (E)  du  n"  fi 
étant  multipliées  respectivement  par  dx,  dv,  dz,  et  ajoutées  ensemble, 
ilonnent,  à cau.se  de  o</o  —xdx  vdy  •+•  zdz, 

gdz  = .\  d.r  — M dy  ^ Lr/;  ; 

or  celte  équation  est  évidemment  la  dilférentielle  tie  l'équation  (F,,  en 
y rejtardant  les  quantités  L.  .M,  N,  P,  Q,  K comme  constantes. 

.Vinsi,  dans  le  cas  de  la  variabilité  de  ces  quantités,  les  deux  é<|ua- 
lions  (E)  el  (F  de  l'orbite  <lu  corps  ont  la  pnjpriélé  ipie  ces  mêmes 
quantités  y peuvent  étro  regardées  comme  constantes  dans  la  diHéreii- 
lialion  de  ces  équations  ( V).  D'oii  l'on  peut  conclure  ipie  le  corps  .s*M’a 
mû  à cha(|ue  instant  comme  s'il  décrivait  réellement  l'ellipst*  déterminée 
par  ces  équations;  mais  celle  ellipse  variera  continuellement  <le  position 
et  de  grandeur,  et  l'on  connaîtra  les  variations  de  ses  éléments  an  moyen 
des  l'ormules  dillérenlielles  (.A  , et  ( D)  des  n“’  3 el  fi. 

M.  Les  réductions  que  nous  avons  faites  ci-dessus  (8,  étant  géné- 
rales, soit  i|ue  les  éléments  de  l'orbite  soient  constants  ou  non,  comme 
on  peut  s'en  convaincre  aisément  par  la  nature  de  nus  formules,  il  s'en- 
suit que,  si  dans  les  formules  Ml^  un  substitue  pour  £,  ij.  leurs  valeurs 
tirées  des  é(|uations 

î = O,  g.''~  ^ IL> 
on  aura,  en  général, 

Ii=. 

^ ' g.o  - " ’ + - ÏP . 

♦ — 77  (g?  - *p  - ^ V — -i.'-' *g.o  — n=. 
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en  fa'n<ant,  pour  ahréffer. 


A = 


g' -y 

H’  ' 


Ces  expre.ssioiis  de  x,  y,  z en  p sont  les  résultats  des  deux  é(|ualions  (Cj 
et  (Fj  combinées  avec  la  furinulc 


p’  = x’  )•’  -e  ï* 

(p  élanl  le  rayon  vecteur);  or,  cumule  les  quantités  L.  ,M,  .V,  P,  Q,  R de- 
meurent constantes  dans  la  diirérentiation  de  ces  équations  (numéro 
précédent),  il  s’ensuit  que,  pour  avoir  les  diirérences  t/x,  <iy,  dz,  il  suC- 
tira  de  faire  varier  dans  les  expressions  précédentes  la  quantité  p,  en  re- 
gardant toutes  les  autres  quantités  comme  constantes,  telles  qu’elles  le 
seraient  dans  le  cas  de  l’orbite  invariable. 


12.  Puisqu’on  a déjà  x,y,  z en  p,  il  ne  s'agira  plus  que  d’avoir  p en  / 
pour  connaître  le  lieu  du  corps  dans  un  instant  (|uelconque.  Pour  cela 
on  peut  .SC  servir  d’une  quelconque  des  intégrales  trouvées  (B)  ou  (K): 
nous  choisirons  la  première  des  intégrales  (B),  savoir 


xily  — ydx 
dl 


= It. 


dont  le  premier  membre,  en  y substituant  les  valeui’s  précédentes  de  .r, 
V et  de  leuisî  dillérentielles,  et  remarquant  que  (8) 

NB  - MC  — «iM'-t-  N*|-  L(NP-  MO 

K,L‘^M’-(-N>)-  L(NP-MO-eLR 
= Hîi', 


devient 


de  sorte  qu’on  aura 


Kprfp  _ 

ill  V — Ap'  -I-  igp  — B' 


dt=- 


pi/p 


■ Ap’ -*- 7gp  — 11'  . 

Cette  équation  peut  au.ssi  se  déduire  directement  des  intégrales  (B) 


et  (K)  sans  aucune  substitiitioti  auxiliaire. 

V. 


i8 
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Or  : 

i“  Kn  ajoutant  ensemble  les  earrés  des  équations  (Bj,  on  a 
(x</v — ydx\'  _ tx(h  — zdx)'  ^ lydz  — J</e)’ 

dn  rf7>  ~ dp 

[x’-t-y’  + z’){dx’-hdy'  + dz’)  Ixdx-y  ydy -y  zdz  .‘  _ 


e’est-ii-diiv 


d’où  l’on  tire 


p"  dx’  -+-  (/)-’  -+-  dz')  p’f/o' 

dP  dP  ' - " 


</jr’ 


■ dy‘  + dz'  = — dp  -+  dù‘. 

p. 


a"  Kn  ajoutant  aussi  ensemble  les  carrés  des  équations  ( K),  mais  après 
_v  avoir  transposé  les  termes  N,  .M,  L,  on  a 


(«-»)•* 

_ I Rrfr+Q(/:  ’ l’«/ï  — lt(/ar)>  [Qdx-yPdy  ' 

~ dp  dp  dp 

-t- rf»  ’ -r- </îM  ( IV/x  — 0«/»' R rfj  >’ 

~di'  ~ dp  ~ ’ 


mais  on  a {V 
et  i7) 
donc 


Pdx  — Q dy  -H  R c/j  = ii. 

N X H-  M )•  -t-  I.  J =r  — Il  ' : 

dx'  -t-  dy'  ■+-  dz'=  ( 2^  a'J  dp. 


Égalant  res  deux  valeurs  de  </.r’ -f- 4- f/:^,  on  en  tire  comme  ci- 
dessus  l'équation 

,//=-- 

v-Ap’-t-igp— II' 


Digitized  by  Google 


DES  ÉLÉMENTS  DES  PLANÈTES.  139 

13.  Q-ttc  oqiiatioii  a ilonc  lieu,  en  général,  soit  (|iie  les  éléments  <le 
l'orbite  soient  invariables  ou  non;  et  elle  fait  voir  que  les  apsides  de  l’or- 
bite sont  rigoureti.semeut  dans  les  points  dont  les  rayons  veeteurs  sont 
les  raeines  de  l'équation 


— àp‘  — »gp  — 11'  = o; 


de  sorte  que  moitié  de  la  somme  des  deux  raeines,  sera  la  distance 
moyenne.  C’est  aussi  ce  qui  résulte  de  l'expression  même  de  A ( 1 1 , en 


||l  'f 

regardant  l'orbite  comme  une  ellip.se  dont  — est  le  paramètre  et  l'ex- 
centririté  (9). 


14.  Il  ne  reste  dune  plus  qu'à  intégrer  ré(|uation  trouvée,  pour  en 
déduire  la  valeur  de  p en  <;  c'est  ee  qui  est  facile  dans  le  cas  où  les(|uan- 
tités  A et  11  sont  constantes.  Catr  la  quantité  sous  le  signe  peut  se  mettre 
.sous  cette  forme 


ou 


h cause  île  II 


2 


or  on  sait  qui* 


.sous  celli 

i A' 

a/ 

tiù 

est  l’élément  de  l'angle  dont  le  cosinus  est  p — ^ divi.sé  par  si  donc 
on  nomme  •!/  cet  aiigle.'on  aura 


e ■‘  i-  cos  'i 

^ x~-’ 

et  l'équation  dont  il  s'agit  deviendra 

,li 

A’ 


i8. 
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l»(|iicllp  (loniip  en  intégrant 
iTétant  la  constanU-  arliitrairi*. 

C’eut  la  formule  ordinaire  qui  sert  de  fondement  ans  solutions  du  Pro- 
lilème  de  Kepler,  et  où  l’angle  'i  est  ee  (|u’on  nomme  en  Astronomie 
\' anomalie  excentrique. 

Lorsque  les  quantités  A et  II  sont  variables,  on  peut  aussi  employer  la 
même  substitution  de 

if  X cos  i)/ 

etl’on  trouvera  alors 


A' 


-r 


Xsiii']>  / 


A~>siii  + 


mais  cette  formule  est  peu  commode  pour  le  calcul,  à cause  ((u’elle  con- 
tient siif^  au  dénominateur. 

On  pourrait  remédier  à cet  inconvénient  en  substituant  direclement 
la  valiMir  de  p dans  les  expressions  de  x,  y dn  n"  1 I , ce  (|ui  doniUTa 

■r  = . A (>  + ^.cos+)  -e  ~ - sin  •}, 

ye=  —li.-Hgros’Il-e  - siif>. 


et  mettant  etisuite  ces  valeurs  de  x et  y dans  l’équalioti 

xily  — ytix  _ 

(// 

Mais  il  sera  beaucoup  plus  simple,  surtout  dans  le  cas  oit  rexceulricité 
et  rinclitiaison  sont  fort  petites  (tpii  est  celui  de  toutes  les  Planètes  de 
notre  système),  d'employer  d’abord  dans  cette  méitie  équation  la  siibsli- 
lu  lion  de 

x = rcüS(/,  y=r%mq. 


Digitized  by  Google 


DES  ÉLÉMENTS  DES  PLANÈTES. 


lAI 


r iHanl  le  rayon  vecteur  <le  l’orliile  projetée  et  q l’angle  tléeril  par  ee 
rayon;  ear  un  aura  [>ar  là 


et  il  n’y  aura  plus  qu’à  mettre  pour  r’  sa  valeur  en  q tirée  des  deux  équ;t- 
lions  lie  l’nrliile  (É)  el  {K j.  C’est  ainsi  que  nous  en  userons  dans  la  suite. 

15.  Pour  appliquer  aux  Planètes  les  rurniules  générales  que  nous  ve- 
nons de  trouver,  il  y faudra  sulistituer  les  valeurs  des  forces  perturlia- 
Iriees  X,  Y,  Z qui  résultent  de  l’attraetiuii  que  eliaque  Planète  éprouve 
de  la  part  de  toutes  les  autres. 

Soit  S la  ina.sse  du  Soleil,  T celle  de  la  Planète  dont  on  rlierelie  le  mou- 
vement, T',  T",...  les  mas.s«*s  des  Planètes  perturliatriees:  on  sait  que  la 

S -e  T 

Planète  T est  attirée  vers  le  Soleil  par  une  force  égale  à i a étant  sa 

distance  au  Soleil , et  «[u’en  vertu  de  celte  force  elle  doit  décrire  autour 
du  Soleil  la  même  orliite  que  si  le  Soleil  était  immobile.  On  peut  donc 
regarder  le  Soleil  comme  lixe  par  rapport  a la  Planète  T.  mais  il  faut 
alors  tenir  compte  de  l'action  îles  autres  Planètes  T’,  T',...  sur  le  Soleil, 
en  transportant  l’ellét  de  cette  action  à la  Planète  T en  sens  conlraiiv. 

■Ainsi,  prenant  le  centre  du  Soleil  pour  l’origine  des  coordonnées,  et 
nommant  iv,  y,  s celles  de  l’urbite  de  la  Planète  T autour  du  Soleil,  on 
aura  d'abord  dans  les  formules  du  n"  2 

= S -t-  T. 

Kiisuite,  si  l’ou  marque  d'un  trait  toutes  les  quantités  qui  se  rapportent 
il  la  planète  T',  de  deux  traits  celles  qui  se  rapportent  à la  Planète  T",...; 
qu’enfin  on  désigne  par  la  distance  rectiligne  entre  les  corps  T et  T', 
par  î"  la  distance  rectiligne  entre  les  corps  T et  T",  el  ainsi  du  reste;  on 
trouvera  : 

T' 

i”  Que  la  force  avec  laquelle  le  corps  T'  attire  le  corps  T suivant 
la  direction  de  la  ligne  5',  produira  ces  trois  forces  suivant  les  directions 
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(les  roortlonnées  x,  y,  s,  savoir 

T'ix  — x'i  T',  r — J-*)  T*i»  — Z') 

V’  " ’ ■ IT'*  ’ 

2“  Que  la  foree  —,  avee  laijiielle  la  Planète  T attire  le  Soleil  S.  étant 

lr3ns|»orlee  en  sens  eontraire  à la  Planète  T,  donnera  encore  ees  trois 
antres  forces  suivant  Uis  uiênies  directions,  savoir 

T'x'  TV'  T'i' 

"il"’  ”ir’  — ?•  * 

P*  p‘  P* 

On  trouvera  de  pareilles  formiiles  pour  les  forces  résultantes  de  l'at- 
traction des  autres  Planètes  T",  T',...;  et,  rass(>iiildant  respectivement 
ces  diirèrentes  forces,  on  aura  les  valeurs  des  forces  perturbatrices  X, 
Y.  Z de  la  Planète  T,  lest|iielles  seront  donc  exprimées  ainsi 


16.  Or  on  a 

P —^x’  ■+•»•*  I', 

p’  — î''. 


î'»’. 

i')*. 


= ^,x  — x'p -f-  I — r’ I* -t- — 

0”=  ^\x  — x"f-v-  1*  — 


Donc,  si  l'on  fait 

“ -=  ï [—7 ?)  ' H 7-*  - 7*^ 
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et  (|u'oii  dénote  à l'ordinain-  par  —i  — les  eocllieienls  de  <t.r,  </y. 

f/s,  dans  la  dilTércntielle  de  la  quantité  iJ  regardée  comme  fonction  îles 
variables  t,  y,  i;  il  e.st  clair  que  les  expressions  précédentes  de  X,  Y,  Z 
se  réduiront  à celles-ci 


X- 


f/12 


17.  On  substituera  donc  ces  valeurs  dans  les  équations  dill'éreni  ici  les^VJ 
et  fO),  et  l’on  aura  en  premier  lieu 


tà‘8  formules  seniront  à déterminer  les  variations  de  la  longitude  w 
du  no’ud  et  de  la  tangente  5 de  rinelinaison,  en  faisant  (5) 

I*  K 9 sin«i,  y=H9cosoi, 


et  de  plus  la  variation  du  paramètre 
l>*  4-  Q»  4-  K*. 


IP 

8 


de  l'orliile  19).  tl”  étant  égal  à 


18.  Si  l’on  voulait  déterminer  directement  les  variations  de  II,  il  n’v 
aurait  qu'à  ajouter  ensi>mble  les  équations  précédentes,  après  les  avoir 
multipliées  respeetivement  par  P,  Q,  R.  On  aura  ainsi  en  ordonnant  les 
termes 

II  f/II  = ^ (Qi  -t-  H , 4 tPi  - Ka-)f/f  - P,  4-  gj  ,//. 

Or,  en  substituant  pour  P,  Q,  R les  valeurs  données  par  les  éqna- 
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lions  (li)  (lu  n"  3,  on  a 

(0;-*  R)'  (/l  = {xt/z  — zdxjs-t-{xdy—ydx)j- 

x.ydy -i- zdz)— dx[y’ -Z- z’)~  xpdp  — fi’dx, 
ll*î  — Kxidt  ydz  — txdy — ydx\x 

- y\xdx  O-  zdz)  — dy{x’  z')  —ypda  — p’rfi, 

{¥  y + (jx)dt  zr--{ydz  — zdy  y -y  xdz  — zdx)x 

: - — zixdx  -y  y dy)  -i-  dz[x'  + y')  — zpdf,  -y  p'</;. 


Donc  si  l’on  fait,  pour  ahrf'jjcr. 


m dlî  dLl  , dix  , dix  , dix  , 

X V -t  — dx ->  dy  ■+■  dzzzidiX 
dy  • dz  dx  dy  ■ dz 


dx 


[r(‘xpi'(‘ssion  {(lu  : imli(|U(‘  la  iliHVu’onticlle  partielle  de  il,  en  n'y  faisant 
varier  ipie  lésa-,  y,  ; relatives  à la  Planète  TJ,  on  aura 

Il  (/II  =:  'l’p  dp  — p’[dil,. 

1!).  En  second  lieu,  les  (‘({uations  (I);  deviendront,  par  lu  suhstilution 
des  valeurs  precedentes  de  (/P,  (IQ,  dR, 

du  diX  (/il 

— J-  \ydy  •+  zdz  ■+■  j-  \xdy  H(//)  -e  {xdz  + Qdl\  = (/\, 


dz 


{ydx—  R(/t)  — xdx-y-  zdz)  ■+■  (rdz  ■+■  Pd/)  =zdM, 
dx  dy  dz  • 

^/O  //Lî  //O 

(zdx  - Qdt)  4-  [zdr  - Pdt  - ^ (ve/e  4-x(/x  - dl.. 
dx  dy  ■ dz  ■ 


el  si  l’on  y substitue  encore  les  valeurs  de  Pdl.  Qdi,  K(/l  3),  elles  se  ré- 
duiront à la  forme  suivante 

(/N  =-2x{(/ii)  — 4>(/x—  pdp, 

(/M  =-  2_yi; (/U  I — il'(/i  — pdp, 

dix 

dL  ' — 3i((/U  i — ‘l’(/i  — -jÿj  pdp. 


les  ipiantitf's  4>  et  ((/HJ  (•tant  les  inênK's  (]ue  dans  le  nunu'-ru  précédent. 
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Par  CPS  pqualions,  on  aura  les  variations  de  rexcentricilé  de  la 
^ S 


longitude  de  l’aphélie  9,  et  de  la  latitude  >j  de  cet  aphélie  par  rapport  au 
plan  de  projection,  au  inoven  des  formules  { 10 


I.  = Xsiii7î,  M -Àcosri  sinç,  N J.cosr,  C0S9. 


20.  .Au  reste  il  ii’esl  pas  nécessaire  d'employer  ces  trois  équations 
pour  la  détermination  des  éléments  dont  il  s’agit:  car  nous  avons  vu  (8) 
qu'il  y a entre  les  quantités  L.  M,  N cette  équation  de  condition 

M’-Mg  LU  O. 

au  moyen  de  la(|uelle  on  peut  déterminer  une  quelconque  d’entre  elles 
par  les  deux  autres.  On  pourrait  peut-être  douter  si  en  ell'et  les  formules 
dilférentielles  trouvées  satisfont  à cette  équation;  pour  lever  ce  doute  et 
conlirmer  en  même  temps  la  justesse  de  nos  formules,  nous  allons  faire 
voir  comment  elles  y .satisfont;  à cet  eirel  nous  ajouterons  d’ahnrd  en- 
semble les  trois  formules  du  numéro  précédent,  après  les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par  P,  — Q,  R;  ce  qui,  en  ayant  égard  (4)  aux 
équations 

Pæ^  — g c -t-  Il  I = o,  P t/jr  — g ily  a-  Il  ilz  — o, 

donnera 

p,/N-g,/>i  + Krfi.-^--  (p^-g^  4 

ensuite  les  trois  formules  du  n"  17,  étant  multipliées  respectivement  par 
N,  — M.  I.  et  ajoutées  ensemble,  donneront 

Nf/P-  M f/g  4-1. (/Il  = 1 1._»  — Mi:f//  -e  ^ N z — Lx]Jl  4-  ^ (Mæ'  — N ri  f/O 

mais,  en  substituant  les  valeurs  de  L.  .M,  N résultantes  des  formules  (E) 
ilu  n“  6,  on  a 

L )■  — M 2 f/r  = gda-  - Pf/r  r — ( lldx  — Vdz ]z, 

\ Z — l.x  ill  =1  — \ Kf/)'  4-  (Jilz  Z — (Qrfx  4-  Pf/r)x, 

M r - N r dl  rr  K dx  — P f/j  I x 4-  Il  dr  4-  g dz } r, 

V "J 
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Uli 

l'c  à causn  de 

l’x  — 0 ► - Rz  O, 

SC  mluil  à 

(1.^  — Ms;<//=  l’prfp,  Nz  — \.x]dt=  — (}p</p,  (Mx—  \_y,dl  ~ Rp</p; 
de  sorte  qu’on  aura 

N dP  - M (/y  LrfR  = ( P ^ _ y + R ''Jj-j  s,/p. 

Donc  enlin 

N</P  — .\l^/y^  L</K  H PrfN  - y</M  * R(/l.  = o, 

équation  qui  est.  romme  on  voit,  la  dilTérentidle  de  relie  qu'il  s'unissait 
de  véritier. 


21.  l’ui.sque 


>’  = L>  + M’  -e  N’, 


un  aura,  en  ajoutant  enseiiible  les  trois  équations  du  n''  10.  après  les 
avoir  rospeetiveineni  multipliées  par  N,  .M,  L, 

).</).=  a(Nx  -e  M e -e  l.z)(rfü)  — Wdy  -e  L dz } 


-(n 


dÜ 

dx 


-4-  M 


dM 

dÿ 


I \ , 


or  l’équation  de  l’orliite  donne  (7,  10) 

Nx-  M)-  ‘ \.z~gçi  — U’,  Sdx Mdy -y  \.dz  gde,; 


de  plus,  les  équations  (K)  donnent,  en  sulislituant  pour  I’,  Q,  U leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (B;, 


(I 


N-.r(? 

' P 

•H  »•  ( è' 

I.--Z  (g 
'p 


j/x'  e-  (/»■’  -1-  f/z’  ' 

\ . pdzdx 

dh  , 

1 -IH’-  • 

dx’  H dy‘  T-  dz’  ] 

L udctiiy 

\ .J-  . . 

dl’ 

1 dl’ 

dx’  -J-  dy’  e.  dz’  \ 

. ttdfidz 

dl’'  j 

1 ^ -d  r-' 
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<‘l  les  inêiiips  pquHlimis  (imineiil  aussi,  comme  on  l’a  vu  dans  le  n”  12, 

. f/jT=  -I-  dy'  -e  dz'  _ zg 

dt'  " P 

«lonc,  fai.sant  ces  siilistitulions,  on  aura 

= (^zgçi  — 2 H"  — j {diî ; — Ad>prfp: 
mais  on  a par  les  lonnules  du  même  numéro  cité 


donc 


~ - ^P’  ^gP  - H'! 

>,r/>,  -u:(Ap’—  ll')(r/U)  — A'I’pc/p, 


A élaiil  éj;al  à " (1 1).  Ainsi  l’on  aura  directement  par  cette  éi|uatioii 

la  variation  de  rexceniricilé  -• 

g 

22.  Éniin,  puisque 

/’  — - A IP, 

on  aura,  en  suhstilnant  la  valeur  de  II  d\\  du  n*'  18, 

= - Alloll  - n"î^_-A4>pc/pH-Ap’(</12)-  IPÎÏ^; 

et,  cette  valeur  de  Xd).  étant  comparée  à celle  que  nous  venons  de  trou- 
ver dans  le  numéro  précédent,  il  viendra  cette  formule  très-simple 

— =frfü), 

laquelle  servira  à déterminer  les  variations  de  la  <lislance  moyenne 
(13;. 


23.  La  métiio<le  que  j’ai  suivie  pour  trouver  les  formules  dilTéren- 
liclles  des  variations  des  élémenis  des  Planètes  est,  ce  me  semlile,  la  plus 
directe  et  la  |)lus  naturelle  qu’il  est  possible,  étant  déduite  des  principes 
mêmes  de  la  l•llose;  mais  j’aurais  pu  y parvenir  plus  simplement  par  la 

'9- 


1^8 
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iiD'ihiulo  gciiéi'iilc  (loiil  j(»  nip  suis  s*Tvi  polir  dp(<Tiiiiiii>r  les  variations 
lie  la  ilislanee  moyenne,  dans  les  Mémoires  de  méthode  i|ui  a 

l’avantage  d’être  applieahle  à toutes  les  questions  du  même  genre. 

Suivant  rette  méthode,  si  V = « est  une  intégrale  qneleonque  des 
équations  dinérentio-dilTérenlielles  de  l’orhite  non  troiihlée.  V étant  une 

ronetion  eonnne  de  l,  x,  v,  : et  de  *7-,  et  a une  eonstante  arhi- 

1/1  al  <11 

traire,  et  i)u’on  veuille  supposer  a variable  pour  l’orbite  trouhlée,  il  n’y 
aura  qu’à  dillérentier,  en  l'aisaill  varier  d'un  rôté  la  ipiantité  ti,  et  de 

l’autre  les  quantités  j’-i  ^ eontenues  dans  V,  et  substituer  ensuite  à 


la  plaee  des  dill’érenees  de  eelles-ei  les  valeurs  de  ’ ' dues 

uni(|uement  aux  forres  perlnrhatriees.  Car  la  dillérenlielle  de  V,  prise  en 
aisant  tout  varier,  doit  devenir  nulle  d’elle-méme.  lorsqu’on  y substitue 

pour  les  valeurs  tirées  des  équations  de  l'orbite  non  trou- 

blée, puisque  V = a est  (hypothèse)  une  intégrale  de  res  éi|uations.  De 
sorte  qu’en  ajoutant  à ees  valeurs  les  termes  — S</i,  — \ </i,  — /.<//  dus 
aux  l'orres  perlnrhatriees  ;-2;.  on  aura  simplement 


</V~  'L]-i-X,/i  + 
, (tX 

•'jï 


<'-r 

tii 


~\  tlO  ( 


</v 

— /.tll 

.l'il 

fil 


1rs  ijiiïiiitilcs  exprimant  suivanl  la  iiolalion  revue  les  rttelli- 

fi  • . 

(il 

rielits  de  dans  la  dillérenlielle  de  V. 

<11 

De  relie  manière,  si  l’on  change,  suivanl  le  n"  llj,  les  quantités  \. 
V , /.  en  on  aura,  pour  la  variation  de  «.  relie  équation 


, <!\  <IL1  , f/\  <lil  , >/\  tlü  , 

tld  ^ •—  • — -T-  —5—  tll  -i—  —,  - (Il  -,  - t/l, 

,a.r  tlx  ,dy  tn  ,t/z  uz 

a f/-,-  tl 

<ll  <u  <u 


(*)  0/i«vrrs  <tr  Laf^ran^r ^ I.  IV.  p. 
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Or  üii  sail  qui’  les  éléments  de  l'orhile  ne  sont  autre  rliose  (|iie  les 
eunstanles  arbitraires  introduites  par  rinté^'raliun  des  équations  dillé- 
l'entielles  primitives,  nu  des  tourlions  de  ees  eonstantes;  ou  aura  doue 
les  formules  dill'éreutielles  de  la  variation  des  éléments,  pourvu  (|u*on 
ail  les  valeurs  de  ees  éléments  ex|iriniées  par  les  variables  de  l'orbile 
non  troublée  et  par  leurs  dillérenees  premières;  valeurs  (|ui  peuvent  se 
trouver  immédiatement  par  l’intégration  même  des  é(|uations  tlilt'éren- 
tielles  de  l’orbite,  ou  bien  se  déduire  des  équations  linies  de  l’orl)ite 
eond)inées  avec  les  dilTérenees  premières  de  ees  équations. 

Ayant  <léterminé  ainsi  la  valeur  variable  de  elia(|iie  eonslaiite  ou  élé- 
ment de  l’orbite,  on  aura,  entre  ees  eonstantes  et  /.  x.  v,  z, 

- lit  lit  lit 

des  éi|uations  de  la  même  forme  pour  l’orbite  troublée  (|ue  pour  l’orbite 
non  troui)lée;  de  sorte  que  les  équations  finies  déduites  de  eelle-ei,  ainsi 
que  les  dillérenees  premières  de  ees  équations  seront  eneore  de  la  méno' 
forme  dans  les  deux  eas;  par  eonséquent  les  eonstantes  dont  nous  par- 
lons pourront  toujours  être  regartlées  et  traitées  eomme  invariables  dans 
la  différentiation  des  équations  finies  de  l’orbile:  ee  i|ui  rend  raison  de 
la  remarque  faite  dans  les  n“*  4 et  10  sur  les  équations  (Cj  et  (F j. 


•24.  (éla  posé,  .si  dans  les  équations  ililferentielles  du  n“  3 on  sup- 
pose X,  Y,  Z iiulles,  un  a relies  de  l’orbite  non  troublée:  et.  intégrant 
ees  équations  par  la  métbode  des  n"*  3 et  6,  on  aura  des  intégrales  de  la 
forme  H)  et  (C),  dans  lesquelles  P,  Q,  K,  L,  M.  .N  seront  des  eonstantes 
arbitraires  et  invariables.  Or  les  intégrales  'B)  ont  déjà  la  forme  de- 
nianilée  V = a;  doue  il  n’y  aura,  suivant  1a  nietbodc  préeédente,  qu’à  les 

diHérentier,  en  y faisant  varier  P,  Q.  R et  ^ . et  substituer  en- 


■ lia  I lia  f lia  J • I 1 I jiIjt  jiiz 

suite s— <11, 7- «/,  — ,-di  a la  iilaee  (le  il^-’  <•  > «-rs  on 

il.r  ilr  ih  ' al  al  <ll 


aura  ainsi  sur-le-ebam|)  les  formules  diHerenlielles  du  n"  17. 

A l’égard  des  intégrales  (E).  pour  les  réduire  à la  forme  dont  il  s’agit, 
il  ne  faut  (pi’y  substituer  les  valeurs  de  P,  Q,  R données  par  les  inté- 
grales précédentes;  on  aura  ainsi  les  é(piatiuns  M du  n"  21.  lesquelles. 
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plüiit  «lifTéren liées  eu  y laisanl  varier  L,  >1,  N et  doniie- 

roiil  iiiiinédiatenieiit  les  formules  dilTérenlielles  du  n"  19,  en  se  souve- 
iialil  <|ue 

(I ih  jri/jr  *-  )■  rfv  4-  zdz. 

Ou  peut  de  même  déterminer  direetemenl  les  variations  des  éléments 
Il  et  A par  le  moyen  des  formules  trouvées  dans  le  n“  li.  Car  ; 

1“  On  a 

,,,  oHil.r’  ■+■  <ly’  4 f/:’)  (pflp  ’ 

“ — j,,-  --  ,1,.-' 

et  eette  équation,  en  y faisant  varier  II  de  rfll  et  ‘j’-i  ^ eomme  ei- 

dessus,  donne  immédiatement  la  formule  dilTérentielle  trouvée  à la  tin 
du  II"  18; 

2"  On  a 

ig  ilx’  dy-  ^ ili- 

^ - 4 ,//■;  ’ 

et  il  est  visilde  qu’il  en  naiira  sur-le-rhamp  la  formule  dillérenlielle  du 
II"  22,  par  la  variation  de  A, 


25.  Il  n’est  pas  nécessaire  au  reste,  pour  l’usage  de  la  métiiode  précé- 
dente, que  les  intégrales  soient  réduites  à la  forme  \’  = a,  ainsi  que  nous 
l’avons  supposé;  mais  cette  réduction,  qui  est  d'ailleurs  toujours  pos- 
silile,  sert  à rendre  le  calcul  plus  direct  et  les  formules  pins  simples, 
(iomme  cette  méthode  peut  être  d’une  grande  utilité  dans  plusieurs  autres 
oi'ca.sions,  je  crois  qu’on  me  permettra  d'ajouter  encore  (|iielques  mots 
sur  cet  objet,  quoique  ce  ne  soit  pas  ici  le  lieu  d’en  traiter. 

Pour  présenter  la  méthode  dont  il  s’agit  de  la  manière  la  plus  simple 
et  en  même  temps  la  plus  générale  qu'il  est  possible,  considérons  une  ou 
plusieurs  équations  dilfércnticlles  telles  (|ue 


ll"'X  _ 

7/F  ' - 


7/F 


^ M 
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(liins  l(.'.si|ut‘llt‘s  ï.  H', . . . soient  des  tbiietiuns  données  des  variiibles  i,  .t. 

V, . . . et  des  diiréivnres  • • • des  ordres  inférieurs  » 

ai  dt  aO  dt* 

d*  y 

,TF  ’ ■ ’ " 

Siipposons  <|ue  l'on  eonnaisse  nue  intégrale  qneleon(|ue  de  ees  éi|tia- 
tioiis,  laquelle  soit  représentée  par 

V = ». 


V étant  une  fuiietion  des  mêmes  variables  et  de  leurs  tlill'érenees,  et  eon- 
tenant  de  plus  une  ronstante  arbitraire  a.  Un  sait  que,  si  l’on  dilférentie 
eette  intégrale  en  y faisant  toiit  varier  exeepté  a,  et  (|u’üii  y substitue 

ensuite  pour  leurs  valeurs  Erf/,  H’ rft... . tirées  des  étjua- 

tions  tlilTérentielles,  on  doit  avoir  une  équation  identir|ue  avee  l'équa- 
tion V — O,  ou  du  moins  qui  aura  lieu  en  même  temps  (|ue  eelle-ei,  in- 
dépendamment d’aucune  relation  entre  n.  t,  x.  y,. . . , ‘l*’  sorte 

que,  l'équation  V = o étant  posée,  la  différence  d\  deviemlra  identiipie- 
nieiit  nulle  après  les  substitutions  dont  il  s'agit 
Soient  maintenant  proposées  les  équations 


</“x 

1i” 


dy 

df 


- H'  + V 


B',  4",...  étant  de  même  des  fonctions  de  /,  .r,  y “ 

’•••'  il  ‘‘*'1  clair  que  la  même  équation  V :=  o pourra  satis- 
faire aussi  à ces  équations,  pourvu  que  la  quantité  a,  étant  supposée  va- 
riable, soit  telle  que  la  différentielle  d\  devienne  nulle  en  même  temps 

que  V,  après  la  substitution  des  valeiii-s  précédentes  de  

Or  nous  venons  de  voir  que  la  partie  de  rfV,  qui  ne  contient  point  la  dif- 
férence da,  devii-nt  identiquement  nulle  avec  la  fonction  V par  la  substi- 
tution des  H,  4',...  à la  place  de  'l*'* 
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«■mlrt*  nulle  I»  parlie  restante  de  </V,  c’est-à-dire  les  termes  provenant 
de  la  dill'érence  de<7.  et  de  la  substitution  des  quantités  H',  H ',...  au  lieu 


, </')■ 
(It*  — . y — • 
ilr  <//' 


ce  qui  donnera  réquation 


'Il 

lia 


lia  ■ 


<l\ 
dl^' 


E'dt  -t- 


«/V 

itJl 

dr  ' 


'i"dl  O. 


C’est  l’équation  i|ui  servira  à déterminer  la  valeur  convenable  de  la 
quantité  n devenue  variable. 

Si  l'on  avait  deux  équations  intéftrales 


V O,  U — II, 

des  mêmes  équations  différentielles 


_ U 

dr  ~ di‘~  


et  que  ces  intéj^rales  continssent  deux  constantes  arbitraires  a.  I>.  on 
prouverait  de  la  même  manière  qu’elles  pourraient  l’être  au.ssi  des  équa- 
tions 


dy  _ _ 

iit~  ’ “ 


dy 

di‘ 


= >1  e 'I  ' 


en  V supposant  a vi  b variables,  et  déterminées  par  res  équations 

^'■di -I 


d\  , 

-r~  da  -o 
da 


dV 

dn 


f/V 

dhi- 

Z',//  . 

f/V 

Jlî 

^d—'x 
Ti  r ‘ 

fti: 

dh  -e 

f/ü  , 

7“  - 
d''  ^ 

rfi: 

dÿr 

dr  ■ 

' dr~‘ 

'l  'dl  -t-  . . . O. 


Kt  aiiusi  de  suite  si  l’on  avait  un  plus  };rand  nombre  d'intégrales. 


26.  .Vu  reste,  quand  ou  cunnait  une  intégrale  qui  reiil'erme  deux  con- 
stantes arbitraires,  on  en  peut  d’abord  déduire  une  seconde  par  la  seule 
dilTéreutiation,  en  substituant,  s’il  est  nécessaire,  à la  place  des  plus 
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hautes  ilillÏTeiK'i's  des  variuliles,  leurs  valeurs  tirées  des  éi|uatioiis  dill'é- 
reiitielles  données.  De  la  même  manière  une  intéiirale  <|ui  renlènne  trois 
eonstantes  arbitraires  fournira,  par  deux  dill'érenliations  sneeessives, 
deux  autres  intéjjrales,  et  ainsi  de  suite.  Doue,  si  les  intégrales  eoniuies 
renferment  autant  de  eonstantes  arbitraires  qu’il  y a d'unités  dans  la 
somme  des  exposants  des  équations  diü’érentielles,  ee  qui  est  le  eas  des 
intégrales  linies  et  eumplètes,  on  trouvera  par  leur  moyen  autant  tl'in- 
tégrales  dilférenti's  <|u'il  y a d'arbitraires;  et  l’on  aura  par  la  méthode 
préeédenle  toutes  les  é(|uatiotis  néeessaires  pour  déterTiiiner  les  valeurs 
de  ces  eonstantes  devenues  variables. 


De  plus  on  pourra  dans  ee  eas  déterminer  les  variables  finies  .r,  _v,. 
ainsi  que  leurs  dillerenees  -.  > -j-t-  • • jii.squ  a -jj;-,  ’ ■ ■ •'''  bir 


lion  de  t et  des  eonstantes  arbitraires  «,  et  il  est  visible  que  ecs 

fonetiuns  .sei*unt  les  mèines,  soit  que  ees  arbitraires  soient  variables  on 
non;  de  sorte  que,  dans  les  différentiations  de  x,  y,...  jusqu'à 

|)oiirru  toujours  regarder  et  traiter  les  quantités  a,  h,  c,... 

eoninie  des  eonstantes  invariables. 


27.  I.a  niétbode  que  j'avais  donnée  dans  les  Mémoires  de  1775  (') 
rentre  aussi  dans  celle  que  je  viens  d’exposer,  et  l'on  peut  généraliser 
ainsi  l'application  que  j'en  avais  faite  aux  équations  linéaires.  En  l■^'et. 
lorsque  E.  M’,...  sont  des  fonelions  linéaires  des  variables  a:, y,...  et  de 
leurs  dillérenees,  il  est  facile  de  prouver  que  V,  L’....  seront  aussi  des 
foiirtions  linéaires  des  mêmes  variables  et  des  constantes  arbitraires  a, 

h,....  Donc  seront  des  fonctions  de  l.  Par  consé- 

ila  ah  ,ir-'x 

''~rr 

qiient  si  E',  *f',...  sont  données  en  t seul,  on  déterminera  làeileinent  les 
valeurs  de  fl. /<,...  en /. 

(•)  OKitvrr^  dr  ^ l.  IV,  p.  iSq  el  suivanl<‘î». 


V. 


ÎO 
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SKCTION  SECONOK. 

KOHMI’LES  GÉ%ÉR.%LES  rol'R  LE:^  VARIATION»  RÉCl'LAtRK»  l>K»  ÈAÉUr.VT» 

DK»  l•LA^ÈTK». 

28.  Les  formules  que  nous  venons  de  donner,  dans  la  Serlion  préeé- 
denle,  pour  représenler  les  variations  des  éléments  des  Planètes,  rau.sées 
par  leur  action  mutuelle,  expriment  l'effet  total  de  cette  action,  et  pour- 
raient servir  à délerinincr  toutes  les  inégalités  (ju’elle  doit  produire  dans 
leur  mouvement.  Mais  notre  objet  est  simplement  de  déterminer  les  va- 
riations séculaires  des  éléments  des  Planètes,  c’est-à-dire  celles  qui  n’ont 
aucune  période  fixe,  ou  du  moins  qui  en  ont  de  trè.s-longues  et  indépeii- 
ilantes  du  retour  des  Planètes  aux  mêmes  points  de  leurs  orbites.  Ces 
variations  sont  nécessairement  renfermées  dans  les  formules  trouvées, 
et,  pour  les  démêler,  il  n’y  aura  qu’à  développer  ces  formules  et  les  dé- 
barrasser ensuite  de  tout  ce  qu’elles  pcuveirt  renfermer  de  périodiipie. 
Or  la  petitesse  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  Planètes  fait  qu’on 
peut  ex(>rimer  leurs  coordonnées  par  des  séries  très-convergentes  de  sinus 
et  cosinus  d’angles  proportionnels  au  temps.  Il  famira  donc  faire  res  sub- 
stitutions à la  place  de  x,  y,  z,  x',  y',  z',.. et  rejeter  ensuite  tous  b-s 
t(“rmes  qui  se  trouveront  contenir  des  sinus  et  des  cosinus.  .Ainsi  il  faut 
commencer  par  cbercber  les  valeurs  convenables  de  x.y,  z en  I. 

2tl.  Nous  avons  déjà  remarqué  plus  liant  ( 1 V)  que,  pour  faciliter  cette 
recbercbe,  il  est  à propos  d’employer  les  substitutions 

X — rcosç,  y^rsiilÿ, 

r étant  le  rayon  de  l’orbite  projetée  sur  le  plan  des  x,  _v,  et  y l’angle  de 
ce  rayon  avec  l’axe  des  x. 

Ces  substitutions  ont  d’ailleurs  l’avantage  d’étre  conformes  aux  usages 
astronomiques,  puisqu’en  prenant  le  plan  des  x et  y pour  celui  de  l’é- 
eliptiipie,  et  supposant  l’axe  des  x dirigé  vers  le  premier  point  iI'.A/tm. 
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r sera  la  ilislanrt'  accourcie  île  la  Planèle  au  Soleil,  cl  q sa  longiliiiie  lié- 
liocenlriijiie. 

Kn  meitani  ces  expressions  de  x et  j dans  réi|uatiun 
l’x  — 0)  ^ R ï = O 

du  n"  i,  on  en  lire 

r 

“ — jjiüsini;— P cos^  . 

De  là  un  aura 


f z=  ^ r'  -i-  _>•'  -H  i‘  z=  ~ y R'  -O  (Qsiii(/  — P cos^  )’; 


et  réqualion 


/yp  = Nx  -i-  M_>- Lï  -I  11' 


dn  n"  7 donnera,  en  iaisani 


H-RN-PL,  C“-RM-yL. 

comme  dans  le  n"  8, 

RH' 

/f  y R'  -i-  |(J  siny  — P cos^  / a-  E sinç  — B ros^ 


Pit  coinine  les  mêmes  équations  ont  lieu  aussi  en  y taisant  varier  sini- 
plenienl  .r,  _v.  et  regardant  les  autres  quantitéscoinine  constantes  (lOÿ, 
il  s’ensuit  que,  pour  avoir  les  valeurs  des  dill'érences  dz  et  dr,  il  suliira  ' 
de  faire  varier  dans  les  formules  précédentes  les  quantités  z.  r,  q,  en 
prenant  P,  Q,  R,  11,  B,  C pour  constantes. 

Pàiiin  l’équalion 

xdy — r'i/x  = Rf/t 

du  n°  3 donnera 

r’ilq  Wdt, 


de  sorte  qu'en  substituant  pour  r'  sa  valeur  en  q on  aura 

Rllv/ç  __  _ 

fg V R' a-  (y  sin^  — P cosçl’  a-  <; siny  — B ros^ j’ 

Parcelle  équation  un  déterminera  donc  q en  /;  ensuite  on  aura,  par  la 
subslilulion  de  cette  valeur  de  q,  celles  de  x.y,  z en  /. 

lo. 
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30.  l.orsque  l'iiu’linaison  et  l'exccntricilé  soiil  I’uik*  t‘l  l'autre  fort 
petites,  comme  cela  a lieu  dans  notre  systi'me  planétaire,  les  (|uantités  l’ 
et  Q sont  néeessaimuent  toujours  très-petites  vis-à-vis  de  It,  et  les  (|uan- 
tites  L,  M,  N le  sont  aussi  ( i,  9),  de  sorte  (|ue  H et  C seront  pareillement 
Iri's-petites  par  rapport  à R.  On  pourra  donc  dans  ce  ras  développer  la 
l'raetion 

I 

y U’  -t-  (Q  siiiç  — P cosy  )•  -i-  C sin^  — H eosç  J’ 

en  une  suite  fort  convergente,  la(|uelle,  étant  ordonnée  relativement  aux 
sinus  et  cosinus  de  q et  de  .ses  multiples,  sera  de  la  forme 

a(i  -I-  ÿsin^  -(-y  rosi/  -t-  5siu».i/  -i-  s cosa  q + . . .), 

« étant  une  quantité  finie;  fi,  7 étant  des  quantités  très-petites  du  pre- 
mier ordre:  5,  c étant  très-petites  du  second  ordiv,  et  ainsi  de  suite. 

Parce  moyen,  l’équation  précédente  deviendra 

R ll't«(  I -I-  P siny  -I-  y rosq  -r  Usinai/  ■+■  t cosaç  -h. ..)  ilq  lil, 
ou  liien,  en  divisant  par  R tl'a, 

(la  -t-  ^siiioi/i/  -e  y rnsqdq  -e  0 sinao  i/o  -+- 1 Costa  dq 

H II*  ex 

l,e  premier  memlire  de  cette  é(|uation  est  intégrable  exactement  lors- 
(|ue  |S,  .sont  des  quantités  constantes;  mais,  lorsi|ue  ces  quantités 
sont  variables,  il  faut  avoir  recours  aux  .séries;  et  l’on  trouve,  en  em- 
ployant l’opération  ronnue  des  intégrations  par  parties,  et  regardant  fi, 
comme  des  fonctions  de  q. 


et  ainsi  de  suite. 
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Oti  iiura  <!*•  niênie 


Üoiic,  si  l'on  fait  cos  substitutions  successives,  »>l  (|u’oii  suppose,  pour 
iiliré;{er, 

» dy  f/’?  d'y  rf‘3 

' dq  dq'  dq'  dq‘ 

</3  d'y  d‘3  d‘y 

dq~Wq>-  ^ df 

(III  atir:t 

I {^ainqdq  y cosqdq)=  — (^)cosç  + {y)  sini/. 

Kl,  supposant  pareillement 


(d)  = d- 


dt  I d'i  I d'i 


d'à 


1 dq  5 dq'  S dq'  i6  dq' 


i di  I d'i  I d'i  I d'i 

' * ^ n dq  4 ^9’  ^ dq'  ili  dq'  ^ ’ ' ’ ’ 

on  trouvera 

j (6  simqdq  -t- 1 coshqdq)—  — cos^  ‘ sim/, 
et  ainsi  de  suite. 

A l’égard  du  second  membre  de  l'équation,  il  esl  évidemment  inté- 
grable en  y regardant  R.  n,_a  comme  des  fonctions  de  i. 

Soit,  pour  plus  <le  simplicité, 

dl 


dp^ 


Rll'a 


et  l'intégrale  de  l'équation  en  question  sera 


1/  — (3)  cosq  ->-(/)  sing  — ^ (4)eosay  ^(ijsini^  p. 
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«le  l<«)iieile,  |>uis«|ue  (,'5j,  {y,  sont  supposées  Irès-pelites  du  premier 
ortlre,  ( 5),  {s)  Irès-pelilcs  du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite,  il  est  facili' 
de  tirer  la  valeur  de  q en  p,  exprimée  par  une  suite  fort  convergente. 


31 . En  général,  si  l’on  a l'équation 

f'qi  dénotant  une  fonction  i|uelconqiie  de  q,  on  aura,  par  le  Théorème 
(|ue  j’ai  donné  ailleurs, 

' d[fip  1’  I «/’(/ /«)]* 

, = P -/(/')  - -3  -*-  •••. 

et  même,  en  dénotant  par  9 une  autre  fonction  qucleom|ue  et  faisant 

,,  «M/») 

9(?)  = f(/')-/iP'?  -J-.... 

Ainsi,  dans  notre  ras,  il  n’y  aura  qu’à  faire 

f q = — (3)  cosç -e  (y)  sini/ — . . 

et  par  conséquent 

/:/>)=—  (3)  cosp  -e  (y  ) siiip  — ^ (i  ; costp  -*■  ^(t|  sin?/»  — . . 


et  exécuter  ensuite  relativement  à p les  diirérentiations  indiquées. 
On  trouvera  de  cette  manière 

q p -h  I B)  cos/j  — (C)sinp  4-  ( D)  rosip  — ( E siiiiy» 

en  supposant 

(B)=((3)-|(?)(c)  + j(y)  6)4-.... 

((’.)  — (y)4-  ^(lî)(d)4-^(y),e)4-.... 
(I»)=i(ôj-(lî)(y)4...., 

,K)=i  . 
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32.  Diiiis  les  orliiU's  non  Iroulilces  lu  (|Uuntité/>  est  |)rupiirtinnn<-lle  an 
lctn|ts  /,  parrc  qin;  les  quantUés  R,  II,  « y sont  constantes,  en  socle  que 

It  ïT'a 

Ainsi  P est  alors  la  valeur  moyenne  de  et  piiisi{iie  q est  la  longitude 
vraie  de  la  Planète,  p en  sera  la  longitude  moyenne. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  orbites  troublées,  oii  les  (|uantilês  R, 
II,  a sont  variables;  cependant  on  peut  toujours,  par  analogie,  y regar- 
der la  quantité  p comme  la  longitude  moyenne;  mais  alors  le  mouvement 
moyen  ne  sera  plus  uniiurme,  et  la  vitesse  île  ce  mouvement  se  Irouvera 
exprimée  par  la  quantité  variable 

Si  cette  quanlité  ne  contenait  que  des  termes  proporlionnels  aux  sinus 
on  cosinus  de  / et  de  ses  multiples,  il  est  clair  ipie  les  variations  de  p qui 
eu  proviendraient  ne  seraient  que  périodiques;  elles  rentreraient  par 
con.séqnent  dans  les  inégalités  périodiques  du  mouvement  des  Planètes, 
inégalités  dont  nous  faisons  abstraction  dans  ces  Reclierehes.  Mais  si  la 
quantité  renferme  des  termes  qui  croissent  en  méine  temps  que  l, 

ou  qui  aient  une  période  très-longue,  ces  termes  dunneronl  des  variations 
séculaires  dans  le  mouvement  moyen,  et  la  détermination  de  ces  varia- 
tions est  un  des  points  les  plus  importants  de  la  Théorie  i|ue  nous  trai-^ 
tons.  Il  est  donc  nécessaire  de  déterminer  rigourcusi'inent  la  loi  de  la  va- 
riation de  la  quanlité  dont  il  s’agit,  et  pour  cela  il  faut  connaitre  la  valeur 
de  la  quantité  et  (|iii  représente  le  terme  tout  constant  de  la  fraction 

I 

U’  •+•  iQsiny  — I*  cosy  )•  -e  Esiiii/  — B ros<;]’ 

développée  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  q\  c'est  de  quoi 
nous  allons  nous  occuper. 

33.  (lommeneons  par  faire  disparaître  le  radical  <lu  dénuiiiinateur,  en 
multipliant  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  par  la  quantité 

[ g y IP  -t-  siiiÿ  — P rosi/  )’  — C siii  i/  e B rosi/  j’. 
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ou  aura  tiansfomuV 


ysirii/  — I’ rosq  j’ — (;  siioy  — H cos^/ 
^'’/ysfiii/  — Pros»/)’ — i (;sini/ — Il  ros^:’]’’ 

la(|U<-llr  sr  réduit  à rrtir  foriiir 


»i  — h riisa<i  — csinx</  — B coiç  — E sin^)  \ 
(Ah  »i  cos  2 ÿ — n siii  2 (/ 1’ 

en  taisant,  pour  aliréjjrr. 


»i  -- 


A”(«‘ 


O -I-  H- 
2 


<■  = g»  P«J  - BC, 

p>  _ Q»  B'  — C= 

fil  g'  — t 

"2  2 

n g‘PQ  — IU., 

V — Q siny  — ï’ ros»/ 


A considérer  rcltr  rurmule,  il  est  facile  de  voin|ue  la  partie  (|ui  a pour 
niiinérateur  n t A cos  a»/  — csitia»/  ne  donnera  par  le  développenieni  (]ue 
des  termes  proportionnels  à des  sinus  ou  cosinus  de  multiples  pairs  de  »/, 
et  (jue  l’autre  partie  dont  le  numérateur  est  2/'(Hcos»/  — C.sin»/)  V (ton- 
nera seulement  des  termes  proportionnels  aux  sinus  et  cosinus  des  mul- 
tiples impairs  tie  f/.  De  sorte  (pi’on  aura  130  , 


Il -r  Acos2i/  — csina^ 
A III  C0S2»/  — n siiiay 


a I -t- ôsiii2i/ -I  t COS2»/ -1- . . . 


2g  B cos»/ — Csin»/ ) V 
~7t  — ni  ros2»/  — « SÎ0  2»/  )* 


= al^sin»/  y cos»/  Ç siu3»/  -r-  r,  cos 3»/ 


Ainsi  la  (|ueslion  se  réduit  à trouver  le  terme  tout  constant  « de  la 
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Cnu'tion  ralioiincllf 

41  -t'  6rosa//  — csin:><ry 

A m cos^^  — » sin  )*' 

suivaiil  les  sinus  et  cosinus  des  iiiultiples  de  ay. 
fil',  si  au  lieu  de  celte  fraction  <tn  considère  celle-ci  plus  simple 

a -h  l>  coS7</  — c sinay 
A »-  mcosay  — ii  siiuy’ 

et  i|u’on  la  dé%'eloppe  en  une  série  de  la  forme 

A ^ U siiiay  h E cosay  < Ksiii4'/  <i  cos4 y -e . . . . 

il  est  clair  <|u'en  faisant  varier  de  part  et  d'autre  la  «juantilé  A,  et  divisant 
par  <i/i,  on  aura 

Il -e  6 cosay  — c siii  j.y  il K </U  i/E  i/K  , 

— , siiiay  I ,;-cosay  • ,,  siii4v-e.... 

lA-4-Hicosay  — usltiay  ’ i/n  ilh  ' an  ' an  ^ 

De  sorte  (|u'on  aura  par  la  comparaison  des  ternies 

f/\  , i/U  </E 

i/A’  i/A’  r/A’"" 

Il  ne  s'aj^it  donc  que  de  développer  la  dernière  fraction;  c'est  ce  qu'on 
peut  faire  par  dilférentes  méthodes;  mais  aucune  ne  me  parait  plus  sim- 
ple que  celle  (|ue  je  vais  exposer,  et  qui  peut  d'ailleurs  étn-  utile  aussi 
dans  d'antres  occasions. 

34.  Je  fais  pour  plus  de  simplicité  ay  u,  et  substituant  dans  la  frac- 
tion proposée,  à la  place  de  sin«  etcosw,  leurs  valeurs  en  exponentielles 
ima);inaire.s,  je  la  réduis  à cette  forme 

III  -e  ( A i-  c y — I } -I-  ( A — c y — < j e "V'"‘ 

lA  H-  (m  •-  n y' — I ) -t-  (»i  — Il  y — I 

Otte  fraction  peut  .se  partager  en  ces  deux-ci 

).  -I-  ( fl  e V y — I J e"V”'  I.  a-  ( fl  — V y — I f e-“è-' 

in-l-ip-^7y  — m-l-fp  — 5-y  — I,  e~“» 

V.  Il 
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car  en  iiuiltipliant  en  croix  el  comparant  les  termes,  on  aura  res  six 

é<|ualions  - 

ra' -»•  a’ + 0^  = a A,  mp  — ni,  ma  n, 
y.m  t-  up -I- va  — a,  Xp-t-fitn— A,  ).a -t- vm  c, 

lesquelles  serviront  à tiélerminer  les  six  inconnues  fi,  v,  w,  a,  a. 

Kn  ell'et  la  seronile  et  la  troisième  donnent  d'al)ord 


ni  n 

a = — ! a = — » 
m m 

valeurs  qui  étant  substituées  dans  la  première  donneroni  celle  irans- 
fonnée 

m'  — t./iw'  -t-  m’  -i  n'  = U, 

d’où  l’ou  lire  ‘ 

o’ = A -e  y ÎA’ — /n’  — n’; 

ensuile  les  Irois  autres  équations  deviendront  par  les  mêmes  snlislitniions 
).m‘ -h  mu  + nv  = am,  -¥■  um’ an  bm.  In -I- vm' aa  cm; 
res  deux  dernières  donnent 


hm  — nO.  cm  — «/ 


el  l’on  aura  par  la  première,  en  y sulisiituant  ces  valeurs, 

J («Bj’ — bm  — cn)m 

EJ*  — — n'  ’ 

oii  il  ne  s’agira  ^ilus  que  de  substituer  la  valeur  ilrjü  Ironvée  de  m. 
Maintenant  il  est  visible  que  la  fraclion 

X -♦-  ( U -t-  V V — I ) 

!D  + ( P -4-  a-y  — I j trv  ' 

se  développe  naturellement  en  une  série  de  la  forme 

Il  +(1  + Ky~)«‘V-'-t-(L  + My-T)e»*  '-i-.,.. 
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« 

fl  <)iif  ilf  iiifiiif  l’auli'f  Irafliuii  se  développe  dans  la  série  eorrespoii- 
danie 

H -t-  (I  — h -t-  (L  — M 

doue,  ajoulaiil  eiiseiiilile  ees  deux  séries  et  remellanl  les  sinus  et  eosinus 
à la  plaee  des  exponentielles  imaj^inaires,  on  aura  la  série  loule  réelle 

•1  II  2I  rosu  — ak  sinu  +■  aL  cosau  — aM  sinau  -e  . . . 

pour  le  développeineni  de  la  Craetion  proposée 

a -t-  h ros  U — c sin  « 

■ A -em  cos«  — nsinu 

•Ainsi  l’on  aura  {numéro  préeédenl) 

A:=^all,  l)  = -ak,  E = al,  E = -aM.  (;  = aL 

fl  par  eonséquent 

(/Il  , (/h  ill 

et  il  ne  s'agira  plus  que  d'avoir  les  valeurs  de  H,  I,  K,...  en  i'onelion 
de  /(,  ee  qui  est  facile  d'après  les  formules  du  numéro  précédent. 

Nous  n’avons  besoin  pour  notre  objet  que  de  la  valeur  H;  or  il  est  vi- 
sible (pie  l’on  a 

Il  X (iro'  — hm  — en 

CT  m'  — m*  — (I*  ’ 

et,  substituant  pour  îs*  et  n'  leurs  valeurs. 

Il  _ (I  f /(  -H  v /i'  — m’  -I-  n’  ) — A ni  — en 
a ( A'  — ni’  — n’  ) -t-  a A — /«'  — n' 

or  le  dénominateur  est  égal  à 

a ( A y'À’  — ni*  — «')  y'A’  — m'  — 

donc,  multipliant  le  haut  el  le  bas  de  la  fraction  par  A — y’Â*  — ni”  — it‘ , 

31 . 


Digitized  by  Google 


m 


THKOinK  DES  V\IU\TI()NS  SÉCULAIUES 


on  aiii'M 

IJ  rt(  m’  -f-  n-  — ( bm  -4-  <•«  ft  — — »*  J 

2 [ /»’  4-  /I*  I \ w*  — n- 

-+-/»*  — ihm cn]/t  ^ Am -t- r/i 
2(  m*  4- /i’)  y/i'  — m*  — «=  " m’  ^ n' 

Faisons  inainUMiant  varier  /<;  il  viendra  en  dilférentiant 


lione  eiitiii 


r/ll 

dh 


(t  h — A 171 

2 A*  — m’ 


r/i 


- 

71*  * 


2 


<1 A — Am  — en 
A*  — ^ 7»®)* 


Si  l'un  suhslitue  maintenant  |ioiir  a,  h,  c,  A.  m,  /<  lenr>  vali*uis 
on  trouvera 

F +Q=\»  /P  4 1 


7ï  A — hm  en  = i 


\V’ 


=r«‘lt’  »-■ 


y . 


A>_  — g*  lt'(  KM  !■' -f- U'  - ;;’[IP(n-  t- C’  -I- iPC  - yll  ’j; 


rl.  ini'tliiiil  |«uir  B cl  V.  leurs  valeurs  UN  — PI,.  — II.M  — Ql.  M),  eu  aura 

U'  Il  + <;■  + (l'C- yiî K*  -îll’I,  l'iN  - Ml,» 

• ll’l.’(P  -I-  l,P  ♦ K’  PM  -t-  (,IN 


mais  ou  a,  |iar  ré(|uatioii  ilc  coiiililiuu  M'i  j <lu  II"  H, 
I,H  Ml,»  -NP: 


(loue  le  Ici'iiie  — all’L  P.X  — MQ,  devieiulra  R'I,’  I U''P.\  — .\l(,> 
l'aisaiit  celle  siilislitiiliou  et  reiiiari|uaiil  (jiie 

PM  i QN  ' -t-  P\  - My  ■ = P (.P)  M'  -(-  \=  , 

ou  aura 

II"  IP  ^ C‘  -*  pi:  - yii  >r_  M>  + N‘  -i-  ip;|e-i-  O r 'i'  ^ 


^ IP  IP  -e  P - y>  1 1.>  * M=  + N'  i 
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iloiic 

h'  — »!■  — n>  — — 1.‘  — M‘  — N'  ID  - 1'^  y-  . 

Ainsi,  en  mi‘ttai)l  II’  |m(ir  R’  -4  P’  4 Q’  cl  À’  pour  I.’  -t-  \P  s . 

on  Hiira 

a " - . ' 

«’ll’ID 

ou  liicn,  en  inelDinl  ciii'orc  ll’A  il  la  place  ilc  'Il  . 

mi‘A* 

Il  s’ensuit  de  là  <]ui‘  la  (|uanlilé  ujj,  - deviendra  __  ; e’esl  la  valeur 

de  ( .‘10 / , e’esl-à-dire  de  la  vilesse  du  nionveineni  de  la  lon-'iliide 

nioyenne.  Or,  piiisi|ue  ^ est  la  distance  moyenne  dans  l'ellipse  l.'t  , on 

voit  i|ue  cette  vitesse  sera  proportionnelle  inversement  à la  racine  earree 
du  culie  de  la  distance  moyenne,  cunime  on  sait  i|ue  cela  a lien  dans  les 
elli|)ses  invarialdes.  On  aurait  pu  à la  vérité  supposer  celle  proposition 
coniine  uni'  suite  de  rinvarialiilité  instantanée  des  éléments  de  l'orliile; 
mais  nous  avons  cru  i|iie,  vu  sa  (grande  imporlance,  il  valait  inieiiv  la 
démontrer  directement  et  rij;oiireusemenl,  pour  ne  laisser  aucun  scin- 
pnle  sur  les  conséqiienees  (pie  nous  allons  en  d(■dnire.  n-lativemenl  à 
l'allératioii  du  monvemcnl  moyen  des  Plani'tes. 

A5.  Nous  avons  Irouvé  022j,  pour  la  variation  de  la  ipianlilé  A,  eetli' 
rormnie  tri's-simple 

r/A  nr/U , • 

dans  laipielle  {dllj  rc|irésente  la  diHérenlielle  partielle  de  U,  en  y l'aisant 
varier  si'ulemenl  les  varialdes  a,  y,  ::  relatives  à la  Planète  troiildee  T. 
Si  donc  on  snlistitue  dans  l’expri'ssion  de  O ( 10),  à la  place  de  ces  va- 
rialil(‘s,  leui’S  valeurs  en  lonclion  de  sin^  et  cosy  (-H).  et  (pi’ensuite  on 
snlistitue  encore  à la  place  de  (/  sa  valeur  en  /i  '31  ;,  il  sullira,  pour  avoir 
l'expression  de  (riii),  de  |)rendre  la  dill'érentielle  de  ii,  en  y Taisant  va- 


Ilili 


TIIEOIIIK  DES  VAKIATIONS  SECUI.AIKES 


riei'  .sii)i|ili‘ineiit  l:i  (|ii<iiititr  p.  Or,  si  Ton  fait  en  mcMiic  triiips  des  siiltsli- 
iiitiuns  analogues  pour  les  variables  x' ,y',  z',  x",_r*.  2"....  relatives  aux 

Plani-les  pertiirhalriees  T'.  T' ou  eliangera  la  (|uaiitité  11  en  une  lotie- 

lion  lie  sinus  <‘l  eosinus  îles  angles et  île  leurs  multiples;  et 
eeite  Ibniiion  s<-ra  rédurlihle  à une  série  de  termes  de  eelte  Ibrme 


. . SOI  . , , , 

\ X ^ l /./<  -+■  up  -4-  V/J  4- . . 

A étant  eoinposée  uniijuement  des  éléments  des  orbites  des  dilférentes 
Planètes,  e<  '-i,  v, . . . étant  des  nombres  entiers  positifs,  ou  négatifs, 
ou  zéro.  Doue  ebaeun  de  ees  termes  donnera  dans  la  valeur  de  ds  le 
terme 

- . eos  . 

±a/\X  . i /./) -t- op  •+  un  -t- . . . , , 

sin 

en  sorte  qu’on  aura  faeilement  de  cette  manière  l'expression  complète 
de  la  variation  de  la  quantité  A. 

On  voit  par  là  que  celte  expression  ne  saurait  contenir  aucun  terme 
sans  sinus  ou  cosinus;  car  les  termes  de  celle  espèce,  qui  pourront  se 
trouver  dans  l’expression  de  11,  s'en  iront  nécessairement  par  la  différen- 
liation  relative  k p-,  et  il  ne  restera  dans  l'expression  de  a r/lly  ou  rfA 
que  des  termes  priqtortionnels  k des  sinus  ou  cosinus  d'angles  qui  con- 
tiennent p. 


3(j.  Il  s'ensuit  de  celte  analyse  fort  simple  que  les  variations  de  la 
quantité  A ne  peuvent  être  ipie  périudi(|ues;  par  conséquent  ni  la  dis- 


tance moyenne,  (|ui  est  exprimée  par  ni  la  vitesse  du  moyen  motive- 
A’ 

ment,  laquelle  l'est  par  — (34),  ne  seront  sujettes  à aucune  espèce  de 


variation  séculaire.  Ainsi,  tant  qu’on  n'a  égard  qu’à  ces  sortes  de  varia- 
tions, un  est  fonilé  k regarder  ees  éléments  comme  constants  et  inalté- 
rables par  l’action  mutuelle  des  Planètes.  Si  donc  le  mouvement  de  .Sa- 
turne se  ralentit  de  siècle  en  siècle,  et  celui  de  Jupiter  s’accélère,  comme 
les  observations  semblent  le  prouver,  il  faut  attribuer  ces  variations  k 
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Mi" 


il'iiutres  causes  qu'à  leur  acliun  mutuelle;  mais  par  là  même  ou  (luit  re- 
manier res  phénomènes  comme  fort  douteux,  et  ne  se  résoudre  à les  ad- 
nietlre  que  lorsqu'ils  seront  siillisamment  constatés  par  une  lonmue  suite 
d'ohservalions. 


’M . On  a donc,  relativement  aux  variations  séculaires,  c/A  =■  o,  et  par 
conséquent  A = à une  constante.  Cette  constante  est  différente  pour  les 
diverses  Planètes,  et  se  détermine  par  leurs  distances  nioycnnes  et  par 
les  movens  mouvements.  Nous  prendrons  pour  pins  de  simplicité,  dans 
les  Recherches  .suivantes,  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  pour 
l'unité  des  distances,  et  la  vite.sse  du  mouvement  anf»ulaire  moyen  de  la 
T<?rre  autour  du  Soleil  pour  l'unité  <les  vitesses;  en  .sorte  que  nous  repré- 
senterons le  temps  l par  l'angle  p de  ce  mouvement  moyen.  On  aura  ainsi 
pour  la  Terre  (numéro  précédent) 


d'oii  il  résulte 
Or  I.')) 


«•=',  -à  = '- 

g = S-eT; 


et  comme  la  niasse  de  la  plus  gros.s<'  Planète,  c’est-à-dire  de  Jupiter,  est 
moindre  qu'un  millième  de  celle  du  Soleil,  on  pourra  toujours  négliger  T 
vis-à-vis  de  S,  et  prendre  simplement  ÿ = S;  ainsi  la  (pianlité  ^sera  la 
même  à l'égaril  de  toutes  les  Planètes,  et  sera  par  conséquent  toujours 
égale  à i;  de  sorte  (|ue  la  masse  même  du  Soleil  deviendra  l'unité  des 
masses  de  toutes  les  Planètes. 

A l'égard  de  la  valeur  de  A,  elle  sera  égale  à 


ilisi.  iiiov. 


ou 


(vitesse  moveime  ’ » 


et  .sera  ainsi  connue  par  les  Tables  astmnomiques. 

3R.  Venons  maintenant  aux  variations  st'u'ulaires  des  autres  éléments, 
e’est-à-ilire  des  inclinaisons,  des  nœuds,  des  excentricités  et  di-s  aphélies. 
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lliK 

Kn  ir^aril;iiil  li's  itidiiiiiisoiis  ut  lus  uxuuntriuitûs  cuitunu  dus  quantités 
li’és-|iutilus,  ainsi  qu’ullus  lu  sont  en  elTel  pour  toutes  les  Planètes  ilu 
iio|i<-  s\sti'ine,  nous  n’aurons  é(;ard,  du  moins  dans  la  première  approxi- 
mation, qu'aux  premii-res  dimensions  de  eus  i|uantités;  mais  nos  l'or- 
iimles  primitives  étant  rifçoureuses  et  générales,  il  sera  faeile  d’en  pous- 
ser le  développement  jilus  loin,  si  on  le  juge  iiéeessaire. 

Or,  eoinme  on  a 

[’-  USsiiit,!,  Q—  RSrosr.i, 

'j  étant  la  tangente  de  riiielinaisoii  de  l’orhite  et  u la  longitude  du  meud 
aseendant  h,,  et 


I,  — / sin/,,  M — ïcusr,  si09>,  N - >.eos/,  eosij, 

/,  étant  l'exeeutrieite  à 4'ause  de  ^=1)'  ? longitude  de  l'aplielie  et 
V)  la  latitude  de  eet  aphélie,  laquelle  est  déterminée  (9)  par  ré(|uation 

laiig»;  =:=  6 sinç  — lai, 

il  est  évident  qu’en  supposant  5 et  À très-petites  du  premier  ordre,  les 

l>  O . , 

quantités  .M,  N seront  aussi  très-petites  de  eu  même  ordre,  et  que 

la  quantité  L sera  tri's-petite  du  seeoiul  ordre,  puisque  l’angle  yj  est  liii- 
méme  tri's-petit  du  premier. 

Done,  en  négligeant  les  quantités  très-petites  du  seeond  ordre,  on  aura 


H = Il 


v-i 


i-ar 


Il  - > It’H-  l>=  a-  - 


q: 

If’ 


et 


il  eaiise  de  g 1.  Ainsi,  eoinme  A est  toujours  un  iiuiiihre  tini,  puisque 
J exprime  la  dislanee  moyenne  de  la  Planèle  au  Soleil,  relie  de  la  Terre 
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t'Iaiit  prise  jxiur  l’unité,  les  (jliHnlités  P et  Q seront  elles-iliénies  très- 
petites  <iu  premier  oi’dre. 

.\insi,  pni.si|iie  nous  avons  déjà  trouvé,  relativement  aux  variations 
séeulaiws,  r/A  -o,  on  aura  aussi  f/R=ïo;  et  il  ne  restera  tjn'à  elier- 
rlier  les  valeurs  de  rfP.  rfQ,  f/M,  rfN.  d’après  les  fornudes  des  n'”  17,  19. 

Or,  en  négligeant  toujours  les  ipiantités  très-petites  des  ordres  supé- 
rieurs au  premier,  on  aura  (29j 

H = KN,  C^-HM; 


doue,  à eau.se  de  g = i. 


et 


n>  _ I t M siiiç  -e  N ros^ 

I — M siiif/  — N cosÿ  A 


On  aura  ensuite  (30;  cette  fraction 


tPii  — M siiK/  — N fos^i' 

à réduire  en  une  série  de  la  lorine 

X I -f-  ^ sin  i;  y ros  r;  -e  6 sin  ? \ ; 

de  sorte  qu'en  n’ayant  égard  qu’aux  premières  dimensions  de  .M  et  .\,  on 
aura  sur-le-cliamp 

|i  = 2M,  y = iN,  iî=ro 

On  suljsiituera  donc  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  {^/  et  y):  et 
coinine  la  valeur  de  c/  est,  aux  ijuantités  très-petites  près,  égale  à p.  on 
v changci  a simplement  q en  p. 

De  celte  manière,  si  l’on  fait 


<!S 

<l‘\\ 

//>\ 

i/p 

f/'p’ 

■+-  ^j-  - 4" 

ap* 

(/M 

(/‘N 

(/•M 

ilp 

</p- 

-*■ 

V. 


la 
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on  aiini 
<lom(3l) 


(11)  = im,  (C)  = in,  = 


p.'ir  i'mis(-(|i|piil 
cl.  diHcrcntiaiil, 


ÿ = ^ + am  cosf)  — an  sinp. 


il  causi*  «le 


r/ç  = f//i  — 2 M siii/)  r/p  — a,  N cos p ilp, 
lin  = ( \l  — m ) ilp,  ilm  — n — N j dp. 


A l’c^artl  (le  la  valeur  (lc/>,  elle  )l(‘|ii‘ii(lra  (34)  île  l'éipialioii 
dp  — S' dl  ; 

lie  sorte  ijiie,  eoiiime  dS  =o,  on  aura,  en  inlé^'rant, 

p — A^l, 

coniine  dans  les  orbites  invariables. 

On  fera  donc  ces  dilférentes  substitulions  dans  les  furninles  doni 
il  s’a^çil,  après  y avoir  mis  pour  x,  _v.  a les  valeurs  rrosq,  rsin^. 

l^(Qsiiii/  — Peosy),  et  pour  x',  y',  z',  des  valeurs  semblables,  oii 

toutes  les  lettres  soient  mari]uées  par  un  ou  plusieurs  traits.  On  déve- 
loppera ensuite  b>s  dilférents  termes,  et  l'on  ne  retiendra  ijue  ceux  oii 
les  i{nanlilés  I’,  0,  M,  N ne  passeront  pas  la  première  dimension  et  ipii 
en  inêine  temps  ne  eonliendrunl  aucun  sinus  ou  eosinus  d'angles  propor- 
tionnels à l. 


30.  (Commençons  par  les  formules 
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, ...  . </Ü  rfil  >in 

hn  Mil).s(itii:ml  pour 


leurs  valeurs  (16),  un  aura 


</U  rfU 

»/>•  Ji 


</U  >Hi 

f!x  ' “ ^ 


e(  l'on  trouvera  d'abord  ees  Iransformatious 


^[X'Z-XZ~  4-..., 


r'3  — yt'  — n' 


l’ eus  7 


siny'  — 


(J'sln^' — P'eosç' 
lî’  ■ 


ï"  \K 


j [eus 17  - 


q’\  — rosi7  -t-fl')] 


rr'  / P 

a lit 


rr'  / P _ 1^  , 
a Vu  R'  ‘ 


sio  </  4 


j'z  — xz' 


Q'sinç’  — P'eos^' 


- eos7  ) 


rr^  /P 
a VK 

^ /g 

a \H 


gîj  [ros(7  — 7')  4-  ros(7  4 7*1] 

0 1 • rr'  J g g'  1 . , , 

ü')*'"'7-«')-^t(,r -jr  )‘*'"'7  + ? ’ 


et  ainsi  des  autres  expressions  .seinldahles. 

Ur.  puisque  les  quantités  P,  Q,  P',  Q',...  qui  luultiplient  tous  les 
termes  de  ees  expressions  sont  très-petites  du  premier  ordre,  il  faudra 
rejeter  toutes  les  quantités  de  ret  ordre  et  des  suivants  dans  les  valeurs 
de  r,  r' ....  et  de  q,q 

Ainsi  l'oii  fera  siiuplement  (numéro  préeédeni , 

r=^.  r'=^.,...,  7=p,  q'  = y/,...-, 

mais,  pour  plus  de  simplirité,  nous  retiendrons  les  (juanlitésr,  r',...  en 
les  regardant  eomme  eonstantes  et  égales  aux  distaiiees  inuyeunes  des 
Planètes  T,  T' 

aa. 
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i-l  y ni>j;ligi*r  aussi  par  la  même  raison  toutes  les  quantités  très-petites. 
On  aura  ilonc  (l(i) 

p-r,  p'-  r' 

T'r  ^ r’— irr' eos(i7  — fl' ) -e  r'",  o'" r’ — irr' cos[i]  — q' , + r”', 

Or  la  (|uanlilé  iiTatiimnelle 

[r’ — îrr' eosf  ^ — 5') -I- r'*]  ’ 

peut  se  iléveloppiT,  eomiiie  ou  sait,  dans  une  série  de  la  forme 
■ (f.r')-l-  r,  r')i  eos  7 — (/' I -I  r,  r' ),  ros  •»  7 — 7' 

dans  laquelle 

(r,  r'  , tr,  r’),,  r,r' 

sont  des  fonetions  de  r,  r'  sans  q,  q (eoye;  plus  bas  le  n"  ilij;  de  même 
la  quantité 

[r'— ïir’  cosf7  — 7") -e  r'’]  ’ 

se  développera  dans  la  série 

iT,  r'j  -l-(r,  r'  , cos'7  — 7")  -1-  (r,  r'l,cosa'7  --  7")  -I-. . 

et  ainsi  des  autres  quantités  semblables. 

Doiie  on  aura  par  ces  substitutions 

^ = -!,•  — (r,  r')  — (r,  r'),  005(7  — V' ' — • • ■ . 

^ — r,r“\—  r,  r"),  COSI7  — 7"!  — r,  r"  ; , eos»  7 — 7'  — . . . , 

et  ainsi  des  autres. 

On  multipliera  maintenant  res  quantités  par  celles  que  nous  avons 
trouvées  ei-<ie.ssus,  en  ebangeant  dans  les  unes  et  les  autres  les  lettres  7. 
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q',...  en  p,  p el  rnn  ne  relieiulra,  après  la  imiltiplit  atinii  el  le  tleve- 
luppenient  des  sinus  et  cosinus,  que  les  termes  qui  ne  rontiendroni  ni 
sinus  ni  eosinus. 

Ue  celle  manière  on  aura  siinplenienl 


“ ?•)  “ t(i!  ~ H^) 


el  pareillement 


/ ' ' \ '■'■'/y  y"\ , 

' = Tln“ïr)'"- 


r’)„ 


el  ainsi  de  suite. 

Dune  enlin  on  aura  pour  les  variations  séculaires  île  I’  el  Q ces  l'nr- 
niules  iliUérenlielles 


</P  = — 


T're'(r,  r'\,  iQ 


4 


\K  H'/  4 Ht  irl  •••’ 


T'rc'i  r. 

r'),jV 

“4 

— U‘ 

4 

\R 

ir/ 

Un  aura  des  rorinules  semblables  pour  les  varialions  séculaires  de  I* , Q', 

l’".  Q" en  clianjîeant  seulement  dans  celles-ci  les  (juantilés  P,  Q.  K, 

r.  T en  P',  Q’,  R',  r',  T',  ou  en  P",  Q”,  R",  r",  T" vice  versa. 


iO.  Un  peut  simplilier  res  formules  en  faisani 


el  de  même 


P U 

It  “ H ~ 


H’  - ir  - " ’ 
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l'Mi'.  (’oiiiine  = O (38),  ou  aura  simplcmenl 

</l>=^Rf/j,  </Q=Rrf«: 


■l'üilli'ui's  01!)) 


R=-^.V>. 


Donc  si  l'mi  l'ait,  pour  abroger. 


^ TVr'  r,  r')i  j T'rrOr,  r"), 

4vr  ' 4»r 


ou  aura  ces  é(|Aiations  linéaires 
th 


-4-  ( O,  I ( M — «'  ) -4-  (o,  2 ) 1 « — m"  ) -4-  , . , = O, 
^ — (o,i)(j  —t’]  -»-(o,2)(i  — j")  — ...=  o; 


en  faisant  de  inènie 


Tr'rfr',  ri,  , , T'r'r'if',  r'I, 

i,o)  = r^— ' (i.a)  = 

4vr  4yr 

^ _ Tc'Vfr",  r),  ^ Tr"r'(r',  r' s 

4ve' 


on  aura  aussi 


7/r  + 

^ — II,  o)(y  — *)  — 1, 2)(f' — j')  — . 


ih' 


dl 

du 


dl 


- -4-  i a,  O ( «"—  II)  -I-  ( a,  I ) ( «' ) , 

— i,o)(i"  — i)  - (a,  !)(»'— i')  — 


.=  O, 


.=  o, 


.=  O, 
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i‘l  li-s  variahlps  s,  s',  u,  u',  dp  cps  pqualions  pxprinippoiil  IfS 

(|UHIItilpS 

9sin<ï>,  6'sin«',  9"  sitiM",. . 

9 cos«,  9'  cosoi',  9"  posw' 


dans  lpsi|tipllps  0,  5',  6“,...  sont  les  tanjjpiitps  dos  iiu-linaisons  des  orliilps 

dps  Plancips  T,  T',  T" fl  «,  w"....  Ips  longiliidps  dos  nœuds  asppii- 

danls  dp  ces  orhitPS. 

Tellps  sont  les  fonnulps  les  plus  simples  pour  dpterininpc  les  varia- 
tions séculaires  de  la  po.silinn  des  orbites  planélaires;  nous  les  avions 
tléjà  doniipps  dans  les  Mémoires  de-  i Académie  des  Sciences  de  Paris. 
page  io(),  année  1774  (*):  niais  nous  avons  cru  devoir  les  redonner  ici 
pour  ne  rien  laisser  h désirer  sur  la  Théorie  des  variations  séculaires. 

H.  Il  ne  reste  plus  qu’à  développer  et  à réduire  d'une  manière  seni- 
Idahle  les  rormiiles 

(/N  = — dw/x—  prfp, 

</M  = yyidü)  - p</p. 


Pour  cela  nous  ferons  d'abord  dans  la  fonction  11  ( 1(5^  les  substitutions 
tie  rcosf/,  /■siny,  r'vosq',  r'siny', . . . pour  x,  y,  x‘,  y', ...  ; ce  (|ui  don- 
nera une  fonction  de  r,  q,  z,  r',  q',  z' Or,  en  ne  considérant  que  la 

variabilité  de  x,‘y  et  de  r,  q,  il  e.st  visible  qu’on  a celle  équation  iden- 
tique 

dix  . dix  , dix  , dû  , 

di  dy  tir  ilq  ' 

la(|uellc,  en  substituant  pour  dx,  dy  leurs  valeurs 

COS7  dr—  rstttq  dq,  sin  q de  -t-  rcosq  dq. 


(")  U‘  Mémoire  auquel  il  esl  fail  ici  allusion  ap|nrlienl.  comme  nous  a» uns  déjà  eu  uctusion 
de  le  mentionner,  à la  troisième  Section  des  OEttnT-  de  Ixtgnwgr. 

( y-de  dr  r Edite»  r.  ) 


I7(i  TIIÉOIIIE  l»ES  VAItlATIONS  SÉCfl.AIKES 

l'I  nim|)ui-Hnl  U's  (criiu's  all'eftos  de  dr  el  dq,  dunnera  ces  deux-ei 


(/L!  f/U  . f/U 

7/^- <’««</  - 7/,.-  -‘">7  = 7/,- 

f/U  f/U  . f/ü 

'7^«-o-‘V-'-,/-*>n7  = 7j^. 

d'ifii  l'ftii  tire 

f/U  f/U  f/U  sino 

^ = Tr  - 7/ÿ  r 

f/U  f/U  . f/U  euso 

7^  = -rf7-‘">7  ‘ ;/-  --• 

De  Mirle  que  l<‘s  fiiiietion.s  7>  el  (f/U)'devieiulront  ( 18; 


<1'  = 


f/U 


.f^ 

f/r 

rfU 

f/r 


\ f/ü 

- 4-2--, -7 
tiz 

l 

j. 

f/U  , 
.7/7 

Sul»tiUi:iiil  ees  valeurs  dans  les  funmilcs  ri-dessus,  el  mettaiil  aussi 
pour  od'.  -- ,r  dx  + y dv  ^ zdz  sa  transformée  rdr-^zdz,  on  aura, 
après  avoir  ordoiiiiê  les  tenues. 


f/.N  = (- 


f/U  . f/U  . , 

^sm,/-.-ÿ^eosv),/r 

/f/U  ^ ,dü  . f/U  , > , 

~ (*''7/^'  '■  7/r  “ '■*777 

f f/U  f/U  Z f/U  , V i 

^ (**777  - **  777  ^ 7 dq  ' 

/f/U  f/U  . \ , 

= “U  <"*7->-^7/7>"n7)'/' 

/ f/U  . ,f/u  f/U  i , 

■'■(*'■  777  “ ' 7/7  '■*  777 


i2.  launme  nous  ne  voulons  pas  pousser  la  précision  au  delà  des 
<|uanlilés  Irès-peliles  du  premier  ordre,  el  que  les  variables  x,  _r. 
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Z — (Qsinf  — Pcosyt, . . 

Il  e.sl  clair  qu'on  pourra  d'aliord  simplifier  les  formules  précédentes,  eu 
V iié^ligeaiil  tous  les  termes  où  5,  z',...  formeront  ties  produits  de  deux 
nu  de  plus  de  deux  dimensions. 

Donc,  puisipie  tous  les  termes  de  la  valeur  de  sont  eux-mêmes 

déjà  multipliés  par  :,  ou  s',  ou  (15  et  16),  il  s’ensuit  (|ue  les  for- 
mules dont  il  s'agit  se  réduiront  à celles-ci 


./il 


, dt> 


...  ilÜ  . , / t/Li  , (fi!  . \ , 

f/N  = -JJ—  SMMfilr  *-  cosq  H-  r’ sim; ) ilq, 

( 


lia 


</M  = î — rosai/r 

tl(/  ^ 


<liî  . ,'IÜ  \ , 

ir  J—  suuf  — c -y-  COS7)  ilq; 


dq 


et  que  la  fonction  U deviendra  de  cette  forme 

L ^ — ar'rcüî»  q — 

-H rf  _ __  . ■ ] 

|_  — »r'rcos(7  — 9”)-t-c"‘J 


Ou  fera,  dans  ces  formules,  les  substitutions  indii|iiées  plus  liant  (38), 
en  ayant  soin  de  rejeter  tous  les  termes  qui  contiendraient  des  produits 

ou  des  puissances  de  m,  n,  M,  N,  m',  n',  .M' ainsi  que  ceux  qui  se 

trouveraient  multipliés  par  des  sinus  ou  cosinus  des  angles  p,  //, . . . ou 
des  combinaisons  quelconques  de  ces  angles. 

Donc,  puisque 

ij  = />  .f-  im  cos//  — j/i  sin//,  dq  = dp  (1  — iM  si»//  — ».N  cos//!, 

V.  ?3 
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on  iiiirii 


siiK/  :=siiip  • mi;i  4.  cos2/<)—  nsiiia/», 
cos^ — ms\nyp-t  n 1 — ros?./>i, 

siii^(/y  =.  [sin/» -4  ni  — M t m • M)rosî/j — ( ;i  t N ) siiii/i]  1//1, 
lOüijiJii — [coup — ni  ! M|siiii/»''/i  — N—  «4  N eosip]<lp. 

KiisiiiU',  <‘ii  c'oiistTvaiil  lu  Ipltrc  r |mur  n‘|m'’sciiter  la  iliatuiirc  moyeniii' 
«■uiiime  on  en  a usé  ei-ilessus,  un  mellra  r(i  + .M  sin/>  4*  N eus/»)  an 

lien  (le  r,  et  r ‘ M eos/j—  Nain/j)i//)  an  lien  de  dr. 

De  sorte  (|u’on  aura 


1 ^ 

1 sini/< 

(•  1 ni  — 

\ 2 

1 0OS2/I 

|l 

I '•  1 '< 

1"  ' 

1 eosî^i 

( N' 

-^n,4-_ 

1 sin  2/1 

1 1 

|sin/i  4-ni-  ^ 4-  1 

M 

",  ^ - 

COi7p~ 

siïiî/ïj» 

[ COS/I  4-  « ~ ( 

M\ 

n,  4-  - j 

Sill2|l  — 1 

COS’>  P ji 

/•'  siiK/  (/(/  4-  r’rfyi[.sin/j  4 m ni  cosa/i  — n sin  7.p], 
r‘co^(jili]  — r'ilp[rosp  n — nisina/i  — nros2/i]. 

Kniin,  rumine  U est  lunelion  de  r,  r , r' q,  q‘,  q“....,  il  y faudra 
aussi  sulisliluer  r(i  4- M sin/i  !•  N rus/i!  et  /i -1- a/neos/»— ansin/i  à la 
(ilare  de  r et  q,  et  ainsi  des  autres  (|uanlités  analogues  r',  q',  r",  q",...  en 
mari|uanl  siin|deinen(  toutes  les  lettres  d'un,  de  deux,...  traits. 

On  rhaiigera  dune,  dans  la  funeliun  1!,  les  (|uunlilés  q.  q ....  ini  p. 

et  l’on  suhsliluera,  an  lieu  de 


— 


l/*ll 

rfr* 


,/'a 


(M  *in/^  -hScmp)  ^ . (M'sin/#’-*-  N 


r ,,,  . V. 


rf’a  //*ii  , , ,1 

1-7—)-  Iwcoîi//—  »sin/>)  »;ÿ77-,  (w  ro»p  — « sm//  ( 


firfif» 


"drdf, 


[/«  ff  Hîiy/ 
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l'I,  à l:i  |)l;ii!i'  (le 


ilü 

,lq' 


,hi  ,t'ii  rf'ii  , , , ,/>u  . , ... 

^ ^ sin/.-H.S  c.»s/-)fr  +N  co^/- | + . 

rf*!!  , d'il  , , , , ,,  d'il  , . , . .. 

’^'dï?  ~ " d/7d//  ~ " * ■*■  ' ~dj7ij,'  *"'  ■ 


O.K  siibstiliitioiis  l'uiU's,  il  n'v  aura  plus  (|u'ii  rlianger  la  fonetioii  12  en 
une  s('-rie  de  eusinus  d’angles  ninlliples  de  p — p',  p — p”,...:  et  eoinnie 
des  terrm's  ré.sultanis  nn  ne  veut  conserver  (|ue  ceux  (|ui  se  trouveront 

du  thLl 

.sans .sinus  et  cosinus,  on  reinar(|uera  d aliord  (jiie  les  tniictions 

1 pourront  donner  de  ces  sortes  de  termes  qu'aulaiit 

i|u'elles  ne  .seront  iiiiiltlpliées  par  aucun  sinus  ni  cosinus,  ou  ({u'elics  le 

seront  ]iar  des  cosinus  de  p — p , p — p\. . . ou  de  leurs  multiples  i|iiel- 

(/U  d-U  d’U  d'U  , I -I 

coiiiiues;  oiie  t— i— > ne  donneront  de  nareil.> 

' ' «p  drdp  tir  dp  drdp  ‘ 

termes  i|u'aulant  (|u’elles  seront  multipliées  par  des  sinus  de  p — p, 
p—p",...  ou  de  leurs  multiples;  (|u'entin  "'en  donne- 

ront (lu’autant  ipi’elles  se  trouveront  multipliées  par  des  cosinus  de 
p — p , p — p“,. . . ou  de  leurs  multiples.  D'où  il  suit  (|ue  ces  (|iiantiles 
seriint  les  seules  auxi|uelles  il  sera  nécessaire  d’avidr  égard  dans  U‘s  suli- 
stitiitions  dont  il  s’agit,  et  iiu'ainsi  l’on  pourra  d’ahord  ri'diiire  lesé(|iia- 
tions  en  i|uestion  il  celles-ci 


</N 


--(? 


d'il 

dr' 


dil 
’ dr  ‘ 


')  'IP 


r . d’U  . , r’r’  d'il  ,,1..,/ 

^ I - " dr'Jji  ^ ^ 577/7'  '•'«'/'-/»  ) I '•  '//' 

1 d’U  , , d’U  . , ..  I , . 

I ^'•üÿidp'  ^osp-p)^  r’  siiKp  -/)!».  dp 

r . d’U  . „ r’r'  <hH  , ..lu,, 

^ r "■  (/7"7/p  *"■  I’- P ^ ” drdr^  '■"*</'  - ^ T '' 

^ V'-djTdjÿ^  '”5r5;7  sm(p-p'')|mv/p 
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-/M  — 


/r’  </’li  -,  //Si  1 , 

-(.T 

- r " ,7P7/j;  ^ — ÿrT/,-  Z*  - >1  ^ 

r ..  . '/'ii  • , .A  ■ , 

- I ^ '■■  ifr,lf-  ^"'(/'  -P')  j " <‘l> 

1 . rf’li  . , r'r”  fl'iï  , ,.|v»/ 

- 1 - -/•>+■—  r/Trfr^  - /»  i ] ^ ''/« 


■■.  , '/'Ü  -,  I -/ 

- ' ^''df.liT'  ‘ ira;,"  ''  - /»  M " 


A3.  Développons  inuiiilcnunt  par  les  mélliodes  eoninies  les  IVaelioiis 
irralionnelles 

[/•’ — * rr' ros(/»  — + r’’]  [r'— are"  eos(/» — /»*)  + r"’]  ',... 

en  séries  rationnelles  de  la  l'orine 

\'  -4-  H'  cosip  — y»')  + C’  cos  a;/»  — 

A"  + H'  rosi  P — f/')-hC  cos  t p — 

el  ainsi  de  suite. 

On  aura  alors,  en  elian^eanl  ilans  U la  lettre  q en  p. 

Si  = — T'I  A'+  — jlîrj  cos'/>  — pt)  + i;'  cos  al;»  — 4- . . . J 

— T'  j A“-‘  ^ B' — rosi/» — C"  cos a 4- ...  I 


On  substituera  cette  valeur  dans  les  équations  précédentes,  et  l’on 
fera  attention  que  B',...  sont  fonctions  de  r et  r'  seulement,  <|ue  .A”, 
H'  ,...  sont  fonctions  de  ret  r",  et  ainsi  de  suite.  Kn  ne  retenant  que  les 
termes  sans  sinus  ni  cosinus,  on  aura  enfin  ces  équations,  dans  lesquelles 
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IHt 


Jt 


-7  e.si  mis  à la  place  de  dp, 

,/M  - _ (r  L ",4-  r - i-r  -h. . . .1?: 

,,.,/rr'  </B'  rV  d>B  îr’\  M’</< 

“ ' ilT  ■*■  1“  ” 

, r*  e/B'  3r’  \ m'dl 

T*./rr'  r/B*’  r*i’"  t/'B'  3r’\  M''t 

~ ' V~  dr  ■*■  “X"  drdP  ■*■ 

3r*  \ m"</f 


■-r( 


m c ■?: 

2 ur 


_ 3r‘  V mVi 

” ,T 


T-—- 

2 rfr’  2 rfr’ 


r* 


/»„  ,d\'  </\'  V nrf/ 

r* 


//r'  ï/B'  Hr'  f/-B’  3r’\  N'</^ 

\ -x  tir'  4 fit'ûr'  r'*  / ^ J 


4-  T'(rB'-t- 


/■’  f/B' 

1 tfr 


3r’\  nV// 


//t'  //b  //’B‘  3rH  .N"r// 

\ 1 dr"  4 drdr'‘  "**  /•"*  j ^ f 

r* 


O sont  les  C(|ualions  (|ui  servenl  à détermiiier  les  varialtons  séculaires 
des  éléments  M et  N;  et  l’on  aura  des  équations  .semhlaldes  pour  les  va- 
riations séculaires  de  .M'et  N',  de  M"el  m mar)|uanl  simplement 
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rriiii,  <l(>  cimix,...  trails  les  IcUrcs  (|iii  n'i>n  ont  aucun,  à l'exccptiou  de  /, 
cl  rcci|)ro(|uciHciit  cll'a(;anl  les  traits  de  celles  qui  en  ont  un,  deux,.... 

A ré(;ai'd  des  quanlilés  rn,  n,  un  aura,  |)oui‘  leur  déicrinination . les 
c(|nalions 

. ..  . d/ 

««  =r  ( M — ni  ) ~ ’ «ni  = I n — > — • » 

r’ 

coninie  il  résulte  des  ex|iressioiis  de  ces  (juanlités  (38j;  et,  niari|uanl  les 

Icltivs  /II.  Il,  iM,  N,  et  r d'un,  deux, traits,  on  aura  les  équations  de 

m‘,  n',  de  m",  n“ 


i V.  Comme  dans  les  formules  précédentes  il  entre  non-seulenieni  les 

i|uanlités  A’,  B'.  A".  B" mais  encore  leurs  dHrérenees  premières  et  si-- 

eondes,  nous  allons  donner  la  manière  de  faire  disparaitre  ees  dilférences. 

Bt  d'ahord,  pnisipje  les  eoellicients  A',  B',...  résultent  du  déveliqqie- 
ment  d'une  fonction  homofrène  de  r et  r’  de  la  dimension  — i,  ils  soiil 
aussi  nécessairement  de  pareilles  fonctions  de  rel  r'  <le  la  dimension 
— I,  de  sorte  que,  par  la  propriété  ronnue  de  ces  sortes  de  fonctions. 


par  conséquent 


, dB' 


tir 


Ainsi  la  quantité 


ileviendra 


r*r'  t/’li 
4^  t/rtir' 


•?.  ^ iir  '4 


De  niêine.  el  par  la  même  raison,  la  quantité 


#r  r>/" 

J <fr"  4 fftilt" 
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IS:) 


r ,,  ,(/’ir  r*  il' U" 

-H  37T 


iiiiisi  di‘.s  iiulrus;  muyennaiil  quoi  il  ii'v  aura  plus  qui-  ili-s  ililiiTfii- 
liclles  relatives  à r. 

Au  reste,  (|uoii|ue  la  propriété  des  Ibnctioiis  liuiiiogi>nes  iloiit  nous 
vêlions  (le  faire  usage  suit  assez  connue,  eu  voici  une  lieinonstration  iiieii 
simple.  Si  s est  une  fonction  lioinogéne  de  plusieurs  varialdes  .i-,  v.  z,..., 
ijiii  forment  partout  la  même  dimension  du  di>gre  m,  il  est  clair  (|u'en 

sulistitiiant  ax,  ay,  az,...  au  lieu  de  .r,  v,  z la  fonction  •}  deviendra 

«“9,  a étant  une  quantité  quelconque;  si  donc  on  fait  </  = 1 • »,  « étant 
une  quantité  iiiliniment  petite,  il  faudra  ipi'en  faisant  croitre  les  varia- 
ldes a-,  y,  I,...  de  «X,  « V.  «s la  fonction  croisse  en  iiiénu'  temps 

de  /««■p;  ce  qui  donm*  évidemment  réi|uatlon 


''y  ^ + •‘y  y H ‘Il 

tix  dy  ' dz 


i.A.  Voyons  ensuite  comment  on  peut  déterminer  les  valeurs  de  A , H , 
A".  H",...  et  de  leurs  différentielles  relatives  il  r.  Pour  cela  je  fais,  en 
général. 

V = (•’  — arr'  cos«  -1-  r’’ 


; r-  = A B cos  « -I-  C cos  a « 4- ...  ; 
V 

en  differentiant  relativement  à u,  on  aura 


a»»r'sin  n 
y,*-! 


=r  B siliw  H-  aC  sinatt  -I- . . .; 


donc,  multipliant  par  V et  substituant  la  valeur  de  V ainsi  tpie  eidle  de 
V“',  il  viendra  cette  équation  identitpie 

ajrésinuf  A -I-  B cosu  4-  <’  cosau 

=-  lr*  — arr' cosu  Bsinu  -e  aCsinau  4 . . .„ 

Iai|uelle,  en  développant  les  termes  et  comparant,  donnera  d’abord 


jriq  a A — C)  = (r‘  -e  r'MB  — arr'E, 
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d’oii  l’oii  lire 

, (r’  + r'’i  B — îirr'  A 

I — s)rr'  ’ 

fl  l'on  trouvera  «le  meme,  par  la  comparaison  des  autres  termes,  les  va^ 
leurs  de  D,  K. . . . . en  A et  H. 

Supposons  à présent 


— a -h  b cos  II  c Cüs  au 


doue  : i"  multipliant  par  /"'  — arr'eosu -t- et  eoinparanl  avec  l'ex- 
pression ei-dessus  de  ÿ-i  on  aura 

(r’  r'’)<i  — rr’t  = A ; 


a"  multipliant  par  axrr'sinu  et  comparant  avec  l'expression  ei-tiessns 
a j/r'  = B: 


, ajrr  sino 
de  — ^ — , on  aura 


mais  il  doit  y avoir  entre  a,  h,  c la  même  relation  (|u'entre  A,  B,  en 
changeant  seulement  î en  r -t-  i , en  sorte  que 

[ r’  / '•  A — a; » ->-  I ! rr'a 
11  — rirr’  ’ 


donc,  suhstiliiant  cette  valeur  de  c,  on  aura 


— ^ [4  rr’«  — , r'  — r'‘  A] B. 


De  ces  deux  équations  on  tirera  les  valeurs  de  a et  de  h,  et  l'on  aura 
(r'  r'MA  — rr'B 


4rr'A  — -î— * r’  -i-  r'  ;B 

If  — r'>,. 
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Ola  posé,  diirérenlions  l'équalion 

^ = A + B cosM 

fil  V laisanl  varier  rseul;  il  viendra 


— (■  — r eosM)  rfA  rfB  tlC 

Tj— — ~r  ■+■  COHH  H-  -y-  cosa«  ■ 

V'*'  ar  dr  dr 


donc 

or 

donc 


1. 

V “V"' 


ar’  — arr'cosu 

ÿ.i, 


r d\  r rfB 
s ~dr 


r rfC 


-r~  cos« -r  cosan  — ...  ; 

dr  J dr 


a r’  — a rr'  cos  it  = X ■*-  r’  — r’’  ; 


r (/A 
i dr 


(/B  r dC  . 

-7-  cos« J-  cosaw  — . . . 

dr  s dr 

— cosu + Ccos%u -¥-{r'—r'’)(a  + b coaii+c  connu 


équation  qui  devant  être  identique  donnera  par  la  comparaison  des 
termes  semblables 


r d\ 
J dr 


A — r")a,  - J =B-^-(r•-r'‘)b,..., 


savoir,  en  meltani  pour  a et  /r  leurs  valeurs  trouvées  ci -dessus,  et  ré- 
duisant. 


(/  A _ {1 

— j)  r'B  — ajrA 

dr 

r’  ’ 

f/B  _ [ 

1 — a*)r-l-  B — isr'A 

7FF 

r‘  — r” 

On  trouvera  de  là,  par  la  simple  difTérentiation  et  substitution,  les  va- 


leurs de 


t/’A  d’U  d’A 

-TP'  'dP'  TP’-"- 


Les  formules  précédentes  étant  générales  pour  quelque  exposant  rque 
ce  soit,  nous  ferons  r = ^ pour  les  appliquer  à notre  dbjet;  et  il  est  vi- 
V,  ni 
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>ilile  <|ir;ilor.s  les  (luailtilés  A,  B,  C,...  deviendroiil  oi-llfs  i|iic  mous  avons 

dfsigiK'fs  par  A',  B , C',...  (A3). 

Nous  aurons  doiu'  ainsi 


,11  _ 

r'  B'->  y r 

dr 

2(r*  — r'*|  * 

r** 

r 

■xr'  d.\' 

dr  ' 

7n  /.'>  “ 

~r'  di' 

>■1  de  là.  ou  diflV'i'ciitiaiU  et  sulislituarit, 

(/■\’_  ff'B  — (r’-(  r'»  V I ilV 
<!r'  ~ (<•’ — r'’)”  r ilr 

ar*A'  ’.3r-  — r'*.r'R' 

_ jTo.î  îr(7'-^r'’  .’ 

</'H'  _ 3r'  i/A'  vr' 

itr-  ~ r>  Jr  r </r’ 

ar'|3r’  — r'’)A'  ar''(îr’  — r'’)H 
T(r’— — 

Mais  ou  aura  des  rurmulcs  plus  siniplrs  ru  introduisanl  à la  plarr  drs 
<|iiaiililrs  A.  B 1rs  quanlilrsrt,  b qui  rrsulleiit  du  drvriupproirtil  dr  la 

l'oiirliuii  • Car,  ni  faisant  j = ^ cl  druulaiit  par  « . h'  1rs  valriirs  dr  «. 
/»,  dans  rr  ras  on  aura  cl’aliord  (nuuirro  prérrdrnl) 

\'  = ( r' -1- 6',  B'  4rr'«'—  r'+r'']h', 
rl,  suhstiluani  rcs  valeurs,  il  viendra 


dv  _ 

rb' 

— 7 m' 

dR 

/■'•// — 7rr*tt 

tfr 

7 

dr 

r 

,r\‘ 

, 1 

r 

f/A' 

4 ra  — 

r-b' 

dW  lin'rt'— 

dr' 

'dr 

~ 7r 

» 

f/r* 

Or  il  rsl  visilde  que  1rs  quautitrs  a',  b'  ne  sont  aulre  chose  que  relies 
que  nous  avons  reprcsenlées  par  (r,  r’),  'r,  r'),  dans  le  ii"  39;  ainsi,  en 


Digitized  by  Google 


ItES  ÉI.HiMENTS  DES  I* LAN  ETES. 


187 


ruiisri'vaiil  «ts  (l^•^llil•^cs  i*x|iivssi»ns.  on  aura 

V = »•>-(-  r'‘  ( t , !■'  ) - n '(  r,  V 
B'  - 4'r';r,  r')  — (r’  + r'*)(r,  r"  , 


..  ' // 

<n\  „ , r> 

— — K ( r,  r ) + — r,  r j. 


rf'V 

7/r' 


- 5(r,  r')  — 


<ir’  , , j.r'* 

(r,  r') P {r,  r').; 

r r’ 


•■I,  pour  avoir  les  vaipui's  (le  .A’.  B",  il  »’y  aura  (|u'àeliau- 

j{er  r’  en  r",  cl  ainsi  de  suite. 

Kii  sultsliluaul  doue  ees  valeurs  dan.s  les  eoellieieiils  des  é(]ualiuiis  de 
M et  ( A3J,  ces  eoellieients  deviendront  des  lonetiuns  finies  des  (|uan- 
lit(*sr,  r',  r",...  (|ui  repn'-senlenl  les  distane(!s  moyennes  des  Planètes, 
et  qui  doivent  être  regardées  comme  eonstanles  et  doiinéi*s  par  les  oli- 
•servalions. 

i().  .Mais  il  reste  encore  k trouver  les  valeurs  mêmes  des  Ibnclions 
: r,  r'j  et  (r,  r'),  : or  c’est  k quoi  l’on  ne  saurait  parvenir  (|ue  par  les  séries 
ou  les  ipiadratur(!s.  L’un  et  l’autre  de  ces  moyens  a déjk  été  employé  par 
les  Géomètres  (| U i se  sont  occupt-s  de  la  Théorie  des  inégalités  périodi- 
ipies  des  Planètes,  et  l’on  trouve  dans  leurs  recherches  les  valeurs  des 
ronclions  dont  il  s’agit  pour  la  plupart  des  ras  (|ue  nous  aurons  k disru- 
l('r;  de  .sorte  que  nous  pourrions  faire  usage  de  ces  valeurs,  sans  prendre 
la  peine  de  les  calculer  de  nouveau.  Opendant,  pour  ne  rien  lais.ser  k 
désirer  dans  la  Théorie  (|ue  nous  avons  entrepris  de  donner,  voici  une 
méthode  fort  simple  et  très-sûre  pour  déterminer  les  valeurs  dont  il  s’agit 
avec  tel  degré  d’exactitude  ([u’on  voudra. 

74. 
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Otie  int'thudc  consiste  à regarder  la  quantité 
V — r'  — arr'cosu  + r'* 
coininc  le  produit  de  ces  deux-ci 

r—r'e‘*'-‘,  r—r‘e  "v'-'; 

il  élever  ensuite  chacun  de  ces  binômes  h la  puissance  — s,  ce  qui  l'our- 
riira  ces  deux  séries 

I »(» -I- Il  r’’e=**  ' ïii -i  i ) , i ■+■ 

• - - — - — I «i«.i  . ■ - - — ^ 

r*  r'*'  ar*-*-*  a. Br'*"* 

I *i-'e-*v-‘  ï j + 1)  (j -t- ï)r'’e->"V-' 

C r*'*  >r’“'  ï.B.r”* 

enlin  à multiplier  ensemble  ces  deux  séries,  en  ordonnant  les  ternies  re- 
lalivement  aux  puissances  de  el  de  et  à remettre  apivs  cela 

acosu  il  la  place  de  c-“é-'  eu  général,  aens/wo  à la  place 

de  «""v'-i  De  celle  manière  la  valeur  de  si*  trouvera  nalii- 

rellemeul  exprimée  par  la  série 

A 4 Bcosu  4-  CCOSXH  + . . .. 

dans  laquelle,  en  faisant 

, J(J  -e  1 1 J 1 -4-  i)  (J  -1  al 

3t  — 5 ^ — ■ ■■  1 y ^ - — - — — - J • • 1 

• a ' *.3 

on  aura 
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Ür.coininf  la  quaiHitéVeslau.«si  bit-n  le  produit  de  res  deux-ci  r'—re“'~‘, 
r'— il  s'ensuit  qu’on  pourra  changer,  dans  les  expressions  pré- 
cédentes de  A,  B,  C,...,  r en  r'  et  récipro(|uenienl  ; et  il  est  clair  (|ue,  pour 
avoir  des  séries  convergentes,  il  faudra  toujours  choisir  celles  oii  la  plus 
grande  des  deux  quantités  r,  r'  se  trouvera  en  dénominateur. 

47.  Si  dans  ces  formules  on  fait  ^ Ic's  expressions  de  A,  B.  (i, . . . 

deviendront  celles  des  fonctions  (r,  r'),  {r,  r'),,  (r,  mais  coinim* 

alors  les  coeffieients  a,  y,...  ne  forment  pas  une  .série  décroissante, 
pour  avoir  les  valeurs  de  (r,  r')  et  (r.  r'),  exprimées  par  des  séries  tou- 
jours convergentes,  il  vaudra  mieux  donner  d’aboril  à s une  autre  va- 
leur, pourvu  qu'elle  soit  telle,  que  des  valeurs  tpii  en  résulteront  pour  A 
et  B on  puisse  ensuite  déduire  immédiatement  celles  qui  répondent  à 

._  3 

2- 

Or  nous  avons  donné  plus  haut  (45)  les  formules  par  lesquelles,  con- 
naissant les  valeurs  de  A et  B pour  un  exposant  quelcon(|ue  s,  on  peut 
avoir  celles  qui  conviendront  à l’exposant  î-+-i;  si  donc  on  y fait  il’ahord 

J = — et  qu'on  désigne  par  .A  et  B les  valeurs  des  séries  \ et  B qui  se 
rapportent  à cet  exposant,  et  para,  b celles  qui  se  rapportent  à l'expo- 

. I I 

sant 1-  I ou  -1  on  aura 

2 2 

(r’ -f- r'’).\  4- 3rr' B , 4'‘r’ A -4- 3(r* -♦- r'’)B 

a_  (7î_  ’ r>  — r'* ;•  ’’ 

si  ensuite  on  fait  dans  les  mêmes  formules  f = ^ et  qu’on  y siihstitue 
a et  b au  lieu  de  A et  B,  il  est  clair  que  les  valeurs  de  a et  b,  ([ui  en  ré- 
sulteront, sr-ront  celles  de  (r,  r')  et  ( r,  r'),,  puisque  ^ 1 = |;  on  aura 

donc  ainsi 

, — ir'k  , ,,  4r<’n  — (r’-*- r'’)A 

— r;.— .-.T  ’ 
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Dr  Mnir  (juVii  moU»n(  pour  a el  h 1rs  valeurs  précédeiUes  et  réduisani, 
on  aiini 


(r,  r' 


r.  r'  -, 


^3  B 

fTZZ'r'tl' 


iS.  Ainsi,  en  taisant 


a 


I 


1^3 

^ ^ ^ 2 41»^  'O 


on  aura 


e'*  ^ r'*  /•'*  ^ r'*  » 

77  + »’ TT -••■)’ 

, , O»  / r , r'’  , r'*  , r'’  \ 

r,  r j,  — — - — I » 2.1  — — Jy  - — y")  1 1 

(r’  — r •)'  V,  / ■ ' r-  ' r'  / 


*’*''■  (■'  — r'*  ’ ' ' 

(i/ 


oii  l'on  (luuiTH  cliHiiger  à voloiili*  r on  r'  ol  rooifir(M|uoiiioiit. 

loi  los  oooflioionts  a,  ,S,  y,..,  forniont  iiiio  si-rio  ossoz  dôoi-oissaiilo,  011 

sttrto  quo  lo  dixicmo  lornio  do  oolto  sorio  ost  déjà  ■<  mais  00s  lonitos 

a|i[>rMi'hoi)l  onsuito  do  |duson  plus  do  l'ogiililo;  d’où  il  suit  qu’apros  avoir 
pris  la  soiiiiiio  d'un  rorlain  noinliro  do  tonnes  dos  sérios  oi-dossus,  on 
pourra  rogardor  los  tornies  suivants  ruinmo  l’onnant  à tro.vpou  près  une 
progrossion  goomotri(|uo. 

En  général  soit  T lo  tonne  auquel  on  se  sera  arrêté;  la  somme  de  tous 
les  termes  suivants  k rinlini  sera  néoossairoinoni  moindre  que  T ——p-,- 

Or  la  plus  grande  valeur  de  y a lieu  lorsque  l’on  ooinparo  la  distanoo 
moyonno  do  Vénus  à oollo  do  la  Terre,  auquel  oas  on  a k très-pou  près 

f*'  *"  I 

= — ; par  l'onséiiuont  -r<-ot  r,  <•  1 • Ainsi  <lnns  ce  ras,  (lui  ost 

r 10  ' ' r‘  1 r' — r ’ ' ’ i 

lo  plus  défavorable  pour. le  oairtil,  la  snnime  do  tous  les  tornies  (|ui  sui- 
vent T sera  toujours  ' 7";  et  elle  le  sera  d'autanl  plus  que  le  rapport  dos 
doux  distanoos  inoyonnos  sera  un  plus  petit  nomiiro.  Or  je  trouve  dans 
oe  oas  que,  si  T est  le  dixième  terme  do  rune  ou  de  l'autre  série,  il 
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stM'a  <■  — ' - par  (-ons«*(iuriil  la  soiiiine  «les  dix  nmiiici's  ll•rllu■!^  don- 

I ooo  ooo  ' * ' 

iiiTa  la  valeur  de  la  série  exaele  jusqu’à  la  sixième  <léeiiuale;  ce  qui  esl 
plus  que  sullisaiit  pour  iToIre  objet.  Dans  les  autres  un  plus  petit  uoinliri' 
de  termes  suilira  pour  avoir  ce  même  dcf'ré  de  précision. 


iU.  Jusqu'à  présent  nous  u'uvons  mis  aux  tormnies  des  variations  sé- 
culaires (|u'une  seule  limitation;  c'est  que  les  incliiiaisoiis  et  les  excen- 
tricités des  orbites  soient  assez,  petites  pour  qii'oii  puisse  en  uépiliger  les 
carrés  et  les  produits  de  plusieurs  dimensions;  ce  (pii  a eUectivement 
lieu  dans  notre  .système  planétaire.  Cela  snppo.sé,  uns  éipiations sont  en- 
tièrement rijfoureuses  et  (Hit  lieu  é(jalement  (|uelles  ipie  [missent  être  les 
masses  des  Planètes;  et  comme  ces  é(|uations  ne  sont  (jue  linéaires  et  ont 
tous  leurs  coellieients  constants,  elles  peuvent  toujours  être  inléj;rées 
exactement  par  les  niétbodes  connues;  et  la  solution  complèti‘  du  Pro- 
blème n'a  [dus  d'antre  dillicnité  ([lie  la  l(>ii[(ueni'  du  calcul. 

Mais  lorsipi'oii  appliipiH  cette  solution  an  système  solaire,  elle  devient 
susce[itible  de  nouvelles  siiiiplilicatioiis.  dues  à la  petitesse  des  masses  de 
tontes  les  Planètes  vis-à-vis  de  celle  du  Soleil,  et  à la  petitesse  des  inass<‘s 
de  (juelijue.s-unes  d'entre  elles  par  rapport  aux  antres.  On  sait  ipie  Ju- 
piter, la  [dus  jfro.sse  de  toutes  les  Planètes,  a environ  mille  fois  moins  de 
masse  (|Ue  le  Soleil;  donc,  puisipie  nous  prenons  la  in.as.se  du  Soleil  pour 
l'unité  (37),  les  masses  T,  T',  T'....  des  Planètes  seront  toujours  des 
iiombres  au-dessous  d'un  niilliènie;  par  conséquent  ayaiil  néf(lige,  dans 
les  équations  dillérentielles  des  varialiotis  s«‘ciilaires,  les  termes  où  se 
trouveraient  les'carrés  et  les  produits  des  inclinaisons  et  des  excentri- 
cités, on  pourra  à plus  forte  raison  y tiégliger  aussi  ceux  où  les  quan- 
tités T,  T,  T",...  motiteraienl  au-dessus  de  la  premÜTe  dimension. 


Or,  pui.sqiie  (38) 


</N  _ f/-M 
ilfi  dp‘ 


^ </M  ./’N 

n = N -e  - . .—  — .... 

ttp  ilp‘ 


il  est  visible  (ju’eii  substituant  suecessivenient  pour  r/M,  t/S,  f/’.\l,... 
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Ifiirs  val<‘ui's  lirtTs  dos  L>quutiuns  dilTérenliidlfS  du  n“  43,  ou  aura 

m •=  M + U,  a = \ + ï, 

1rs  i|uautités  fl  rl  v avant  tous  leurs  ternies  mnhi|iliés  par  T',  ou  T' , . . . 

on  par  T'',  ou  par  T T",....  ou Si  dune  on  fait  ces  suhstitutiong  dans 

les  siTonds  ineinhres  des  inème.s  équations,  il  faudra  y néj;liger  les  quan- 
lilés  O.  et  V,  parce  ipi'elles  s’y  trouveraient  encore  multipliées  par  T. 
ou  T",  ou  .... 

D'où  il  s'en.suit  qu’il  suHira  de  mettre,  dans  les  équations  dont  il  s’agit, 
,M  au  lieu  de //i,  et  N au  lieu  de  «;  et  par  la  même  raison  on  y pourra 
'elianger  m',  m",...  en  ,M',  M",...,  et  n',  n",...  en  N',  N",...;  ce  (|ui, 
d'après  les  réductions  du  n“  44.  les  réduira  d'almrd  & cette  formule  plus 
simple 

rfN  ^ - T' (a'  M i M'  ) - T"l  a'  M + M’j  - . . . . 

r*  r’ 

rfMr-T'(a'N  -s  3'N')^4  + T'ia'  N -..., 

r'  r’ 

en  faisant,  pour  abréger. 


a'  = r’ 


</A' 

(/r 


a"  r’ 


</A” 


r*  d‘\' 
3 dr’ 

d’  A* 
a dr’  ’ 


J,, B'  r’  dlV  r'  rf'B' 

^ 3 "fH-  4 dr'  ' 


r’  dB"  r*  d'B' 

3 JF  4 J'^' 


Et,  si  l’on  substitue  enfin  les  valeurs  trouvées  à la  fin  du  n"  45,  on 
aura 

• rV  , 3rV  , , r r=-i-r'‘),  , 

a=-,-(r,  r'  „ 3 = r,  r (r,  r'j„ 

4 2 3 

. r'*'"  w /•«  Sr’r"  . ^ 

a'=-^(r,  r)„  — - ( r,  r')  — ^ - (r.r,,. 


.50.  Cliangeons,  pour  plus  de  simplicité,  les  lettres  .M,  N en  x,  y'(il 
ne  faut  pas  confondre  ces  x,  y avec  celles  qui  représentaient  les  coor- 
données rectangles  dans  le  plan  de  projection,  dont  nous  n’avons  plus 
besoin  dans  nos  calculs);  et,  eon.servant  les  caractères  (o.  i),  (o,  a). 
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(i,  oy,...  pour  (!(■.siJ{nlu•  les  nu'ines  quantités  (|ue  dans  le  n°  40,  faisons 
(le  plus 

r„  . i_  -r  - 3rr'(r,  r‘) 

IV  r 

t 1 r'I,  - 3rr';r,  r'I 

(o.  •»]  = T - -i-  — 

»V  r 


nous  aurons  ces  équations 


i/x 

‘h. 

,ii 


i)  4-  (o;  I)  -t- . . . 
I ) 4-  ( O,  I ) 4-  . . . 


V4-(o,  (],*•' 4- [o.  *]  r' 4-.  . O, 
X — [o,  i]x'  — [o,  l]x'  — . . . — o; 


et.  faisant  pareillonient 

[ , o)  — T ' ~ 

nV 

( 1 I ) :^  T"'  , 

iv'r' 


, ir'>4- r’itr',  r),  — 3rV(r'.  I) 

9,  (>  J I — — - — » 

ayr" 

, r*),  — r*",  r'i 

a,  I J = T' - » 

^ ayr' 


un  Hura  aussi 


i/x‘  1 

<//  1 

j il,  o)  4-  (l,  l)  4-.  . 

dl  "^1 

1 (l.  oy4-  1,  1J4-.. 

.J  x'—  [i,  o]x-  (i.  ijx"  — 

l/x"  1 

;?r“| 

1 (7,  0)4  (I,  1)4-.. 

. j.r'4-(l,  o]/4-  [l.  l)  »■'  s- 

’ly'  1 
Tl  1 

I |a,  o'  -4-  (a,  1 1-4-. . 

. |x"—  [a,o)x—  [i,  i].r'  — 

V. 


a5 
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Ois  )^i|uatiunH,  aiialogueH,  comme  un  voit,  à celles  du  n"  40.  scrvirunt 
à déterminer  les  variations  séculaires  des  excentricités  et  des  aphélies, 
comme  celles-là  servent  à déterminer  les  variations  séculaires  «les  incli- 
naisons et  des  lueuds.  tiar  on  aura  ici 

X = Xrosr;  sio^,  À costj  rosç, 

X étant  l’excentricité,  f la  longitude  de  l'aphélie  et  r,  sa  latitude  dépen- 
dante de  ré(|uatiun 

tang/}  5 sin  9 — 4)); 

et  à cause  de  la  petitesse  «le  n;  et  de  ce  que  nous  négligeons  les  quantités 
très-petites  au-dessus  du  premier  ordre,  on  aura  simplement  Xsinç,  Xcos^ 
pour  les  valeurs  de  X.  J»,  et  de  même  X'sin^',  X'cosç',  X'sinf",  X'cos^'',... 

pour  celles  de  x’.  y'.  x“,  y" où  À,  sont  les  excentricités  et  9. 

f',  les  longilndes  des  aphélies  des  Planètes  T,  T,  T" 

Si  dans  ces  éi|uations  un  change  les  quantités 

[o.  î]-  [i.oh... 
en 

io,  1 1,  10,  al,  I, I , O) 

et  qu'on  y prenne  l négatiT,  elles  se  réduisent  à celles  du  n"  40.  les  va- 
riahles  x,  y x',  v', ...  ré|)ondaiit  à s,  u,  , «',...  Ainsi  les  excen- 

tricités X,  X',...  deviendront  alors  les  tangentes  5.  5 ....  «les  inclinai- 
.sons,  et  les  longitudes  ç,  9',...  des  aphélies  deviendront  celles  des 
nanids  u>,  w' 

51 . Le  Prohlèine  des  variations  séculaires  est  donc  résolu  analyti«|ue- 
nient,  |>uisqii'il  est  réduit  à ih;s  équations  ilont  l'intégration  est  connue. 
Celles  du  n“  40  ont  déjà  été  intégr<H>s  dans  le  .Mémoire  cité  Sur  les  varia- 
rions  séculaires  des  na'uds  et  des  inclinaisons;  et  l’on  pi-iit  intégrer  de  la 
même  manière  les  é«|uatinns  du  numéro  pré«-édent. 

On  fera  pour  cela 

X — A sinia/  -«-al,  y — A cos  at  , a;, 
x'  — A'sin(a/  -«-  a),  y’~  Vcosiat  «-  ai. 
x*=:  A'sio(a/-t-  a),  _r'=  V'cosi  o/  -«-ai, 
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a,  a.  A,  .A',  .A”,...  étant  lies  (|uaiitilrs  (‘on.stanle.H  iinlétt'rmiiiéeK;  on  sul>- 
slilucru  ces  valeurs,  et  il  viendra  ces  équations  de  condition  entre  les 
constantes 

« A — I (o,  I ) -t-  (o,  a)  -H . . . j A -t-  [o.  i]  A'-*-  [o,  a]  . . = o, 

(I  A'—  [ (i,  o|  -f-  I,  i)  + . . . J A'-(-  [i,  ti]  A -t  [i , a]  A”H-  . . . = o. 

«A"—  I (a,  oi  + (a,  i)  + ■ ■ • I A"+  [a,  o]  A - [a,  i ] A'  -t- . . . = o, 



dont  le  nomlire  sera  éj'al  à celui  des  coellicienls  indélerininés  .A, 
.A',...;  mais,  puisque  tous  les  termes  de  ces  équations  sont  multipliés 
par  un  de  ces  roellicients,  il  s'ensuit  que  par  leur  moyen  on  ne  peut  dé- 
terminer que  le  rapport  des  mêmes  roellicients,  en  sorte  (pi’il  en  demeu- 
rera toujours  un,  comme  A,  indéterminé:  en  ell'et,  en  éliminant  succes- 
sivement ces  coellicienls,.  on  parviemlra  à une  équation  linale  oi'i  il  n'y 
aura  plus  d'inconnue  <|ue  la  constante  a,  et  qui  servira  par  conséquent 
à déterminer  cette  constante.  Otie  équation  se  trouvera  toujours  d'un 
ilegré  égal  au  nombre  des  coellicienls  A,  .A',  .A",...,  qui  est  égal  à celui 
des  Planètes  dont  on  considère  l'action  muliu'lle,  et  aura  en  eon.si'quenei' 
autant  de  racines. 

Soient  a,  h,  c, .. . ces  dilVérenles  racines;  et  prenant  autant  de  coelli- 
cienls arbitraires  .A,  B,  C,...  et  d'angles  indéterminés  a,  •/ on  aura 

par  la  Théorie  des  équations  linéaires  ces  expressions  complètes  de  x,  r, 

x.y' 

' X — A siii  , oC  -t  a -e  B sim  i/  -4-  -e  ('.  sini et  y]-*- . . 

^ A ros  al  -i  X ^ B ros'  6/  -e  ^ -+  L ros  cl  -h  y ] -t- , 

x'=  A'sinla/  -e  a)  -i-  B'siii)  A/  -e  C'sin(c< 

y'~  A'cos  rt/  -e  *,  -4-  B' rosi  Al  C'cosf  c/  -e  y ) -4- . . ., 


les  constantes  B,  B',  B'  ,...  devant  avoir  entre  elles  des  rapports  exprimes 
par  des  fonctions  de  A semblables  aux  fonctions  de  o qui  expriment  les 

9i5- 
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t!in 

l'HjipDi'Is  lies  coiislanles  A.  A',  A"....  enlre  elles;  et  ainsi  des  eniistanles 
C.  C.  C 

A l’eftard  des  (|iiHnlilés  A,  H,  C a,  y,...  i|ui  lu*  sont  pas  eileore 

délerminêes,  elles  doiveiil  l’être  d’après  les  valeurs  supposées  eoniiues 

des  varialdes  x,  y,  x'.  v’ iiiii  sont  eu  même  nombre  ipie  ees  i|iianlités. 

pour  une  epoqne  <|neleon(|ue  donnée  dans  laquelle  on  fera  pour  plus  de 
simplieité  /~o.  J'ai  donné,  dans  le  Mémoire  eilé,  pour  eel  objet,  une 
niélbode  jfénérale  qui  s'applique  épilemeilt  au  eas  dont  il  s'agit,  ainsi 
qu’il  tous  les  eas  semblables;  mais  eoinnie  elle  est  peut-être  pluseuriense 
pour  l’Analyse  qu’utile  pour  la  pralii|ue,  je  ne  la  rappellerai  point  iei. 

Après  avoir  ainsi  trouve  les  intégrales  des  équations  en  x,  _v,  x',y' 

on  aura  tout  de  suite,  et  sans  auenn  autre  ealeul.  les  intégrales  des  équa- 
tions en  s,  ti,  s',  U en  ebangeant  seulement  les  lettirs  x.  y en  »,  «. 

les  eroebets  earrés  en  croeliets  ronds,  et  mettant  — a au  lieu  de  a dans 
l'équation  en  a;  e’esl  ee  qui  suit  évidemment  de  l’analogie  déjà  remar- 
quée (numéro  précédent)  entre  les  deus  systèmes  d’équations  dont  il 
s'agit. 


.52.  Si  maintenant  on  substitue  ees  valeurs  de  x,  y à la  place  île  .M,  N, 
dans  l’expression  du  rayon  vecteur  r,  que  nous  avons  vu  être  ( 3S ),  aux 
quantités  du  second  ordre  près, 

I -e  M siny  -i-  N eos^ 

A 

on  aura,  en  conservant,  ainsi  que  nous  en  avons  usé  plus  liant,  la  jettre  r 
pour  dénoter  la  distance  moyenne  et  représimlant,  en  général,  le  rayon 
vecteur  par  r(i  -+■  |),  on  aura,  dis-je, 

r = V ros(^  — al  — *)  -t-  It  ros'  i/  — hl  — -e  11  cos  i/  — cl  — ■/ 

De  même,  puisque 

î Ij  (J  siiK^  — l’ COSI/ I, 
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roMiini'  on  r»  vil  dans  U‘  n“  29.  si  l'on  fait 

Z rî 

, I*  O 

(ri‘sl  ici  le  rayon  veclenr),  et  i|u  on  siilislilne  pour  les  valeurs 

de  s,  U,  qui  sont  exprimées  d’une  manière  semblable  li  celtes  de  y,  on 
aura  aussi 

i;  ^ siii fl/  — n<  — a ( -♦-  B siii  1/  — 6/  — 3 -t-  C sin  <]  — i7  — y 1 -4-  ... 

les  constantes  A,  II, ....  a,  A a.  /5, . . . étant  dill'ereiUes  de  celles  de 

l’expression  de  O sont  les  premières  valeurs  approchées  de  | et  ï. 

On  aurait  donc  pu  cbercber  d’abord  ees  valeurs  par  l’intégration  im- 
médiate des  équations  dilférentielles  de  | et  et  puis  en  déduire  la  loi 
des  variations  séculaires  des  excentricités  des  apbelies,  des  inclinaisons 
et  des  nœuds.  C'est  ainsi  que  j’en  ai  usé  il  y a longtemps  dans  ma  Pièce 
sur  les  Satellites  de  Jupiter  ’ , oti  j’ai  donné  le  premier  la  véritable 
Théorie  de  ees  valeurs,  en  résolvant  d’une  manière  particulière  les  dilli- 
enltés  que  l’intégration  renferme  et  qui  avaient  échappé  à tous  ceux  qui 
s’étaient  occupés  avant  moi  de  la  Théorie  des  Planètes.  M.  de  l.aplace  a 
donné  depuis,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  l’ans 
pour  1772,  il’autres  moyens  de  lever  ees  ilillicnites  et  d’arriver  à la  vraie 
forme  des  intégrales;  et.  pour  ne  rien  laisser  à désirer  sur  le  sujet  que  je 
traite,  je  vais  faire  voir  ici,  le  plus  simplement  <|u’il  me  sera  possible, 
l’accord  des  formules,  qui  résultent  de  l’intégration  des  équations  de  £ 
et  £,  avec  celles  que  je  viens  de  trouver. 

53.  Commençons  par  cbercber  ces  équations  il’après  celles  du  n"  2. 
Kn  y substituant  rcose/,  rsinr/  à la  place  de  œ,  yet  on  bien 

</U  diï  siiio  (/U  '/U  rosi/ 

cosu  — -,  snio  4-  , ’t 

i/r  ^ «</  r i/r  ’ oq  t 

(■)  OUe  déjà  ciuV.  Hp|vtriipnl  à \»  Iroisi^nn*  Si»iiion  (W  OfCirv/rs  tir 

( \'*/r  tir  VlCiittettr.) 


THÉORIK  DES  VARIATIONS  SÉCULAIRES 


lim 


it  Ih  plan-  «le  X,  V {16,  29,  il),  les  «leux  premières  se  cliangeni  en 


f/‘r  — rdq'  ^ g’’  coso  H-  r(l‘g  ^ i «/Si'^ 


dr- 


dV 


■ UiA  \ 

-^-^js.nv  = «. 


( 


d^r’^rdif^  gr  dil\  . 

__  -U  — 


ur  dil  \ . / ‘Jidrdq -h  r(pQ  i dil  \ 

y + 77t)  [ rf/-  ^ 7 iJv  ) = ' 

«l'oii  r«ni  lire  «‘es  ileux-ei 


d’r  — rdq'  cr  diî 

i— — — -J-  = O. 

dr-  dl 

djr'dq)  ilil 

dr 

les«|Uelies  s«'rviront  à «li'terininer  le  rayon  vecteur  r et  la  longilu«le  q en  t. 

Ces  équations  se  rapportent  à la  Planète  T : «)n  en  aura  «le  s«'ml)lal»les  , 
p«iur  chacune  des  autres  Planèl«'sT',T'',...,  en  inar«| liant  seulement  toutes 
l«*s  lettres  d’un,  deux,...  traits, 

Pi«‘n«ins  maintenant  la  lettre  r p«iur  désigner  la  distance  moyenne,  et 
représentons,  comme  plus  haut,  le  rayon  vecteur  par  r i f- 1);  soit  aussi 
P la  longitude  moyenne  et  />^’f  l’expression  «le  la  longitude  vraie:  il 
l'audra  : i"  que  £ ne  renferme  aucun  terme  con.stanl,  mais  .seulement  «les 

dit  . «/«è 

sinus  et  cosinus;  a"  que  ^ soit  une  quantité  constante  et  que  ^ ne 

«•onlicnne  au  contraire  aucun  terme  tout  constant. 

On  fera  donc  ces  suhstilutions,  et  comme  on  sujipose  lt>s  orbites  peu 
«■xceiitriques  et  peu  inclinées,  les  quantités  £,  «[  et  z seront  toujours 
lr«‘s-peiiles,  et  nous  en  négligerons  les  puissaiic«‘s  et  les  prmiuits  «le  deux 
ou  de  |)lnsieurs  «limensions.  Or  la  fonction  11  se  réduit  dans  cette  hypo- 

lliks*'  à une  fonction  «le  r.r' q,  q'....  scuhonenl  M2);  «lone  si,  comme 

«ni  en  a us«-  dans  ce  numec«i.  on  y change  d’abord  la  lettre  q en  p,  la  «pian- 

tilé  ^ deviemira 
dr 

dû  d'iX  y d'il  ,y.  d'il  , f/'Ü  ,, 

7?7  177'  dFJT  ^ ~ rf7,7j,  Je  ' 
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Pi  la  quantité  tlevientlra 

dix  J’iX  - d’iX  iPiX  , d'ü  ,, 

.7^'  didp  dr-dj>  ^ V + + ++.... 

Ain.si,  en  faisant  g=i,  eoinme  dans  le  n“  37,  les  équalions  |irérp- 
dcntes  devieiidrunt 


<//*  (/r  jr  ^ r» 


I tjù 

r dr 


y.  ! 


I I 

r ^ r 


= O, 


tdpdl  I f/li  I f/’li  ^ I f/*ü  ,j., 

dt‘  Un  '*'7’  df'*' 7 ilFdji  ^ 7'  7P7f^  '•«+••• 

I d’il  , I rf’li  ,, 
'^7’'dp'^^7  djTdP  - - 


el  les  quantités  r,  r',...  seront  désormais  eonslanles. 

Pour  rapporter  ees  é(iuations  aux  Planètes  T,  T" on  n’aura  hesuin 

que  d’y  changer  r,  p,  Ç,  •}  en  r' , p' , Ç',  ’fi',  ou  r",  p".  £",  iJ/",  ou  ... , el  ré- 
ciproquement ces  quantités-ci  en  celles-là. 


.54.  Si  l’on  supposait  les  forces  perturhalriees  nulles,  on  aurait,  en 
elfai;ant  les  termes  qui  contiennent  li  et  ses  dilféreni'cs, 

#/’?  dn’  , idpd'X  I — aE 


La  seconde  donne. 


dv 
ndpd£ 

dn  dn  “ — ‘*- 


(/i}< 2dp 

dt~~  dt 

d'if 


il  ne  faut  point  de  constante  ici,  puis<|ue  ^ el  | n’en  doivent  renfermer 

aucune:  celte  valeur  étant  substituée  dans  la  première,  elle  deviendra 

d’I  I 3dp’  1 I dp’  I 
dF^{-dn  -7}^--dF^7=°- 
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(Ml  c^alrra  d'iiliorii  à zt’ro  les  lerme.s  tout  ronslaills  ^ <|ue 

I ii’eii  (Iciil  renfermer  îuieuii  de  ee  genre;  on  aura 

1 (//!’ 
r*  dV  ’ 


re  i|iii  réduira  rei|iialinn  à 


•L'i 

<iv 


<//;'  , 

-r—  C = O. 

dr-  ^ 


laijiielle  a evideinnieni  |iour  intégrale 


et  de  là  on  aura 


$ = Fcosi/j  — a): 

4>  = — îK  sini/(  — a , 


F et  « étant  des  constantes  arintraires. 

On  aura  de  |iareilles  ex|iressions  pour  , (J.". . . . en  niarijiiaiit 

sini|ileinent  les  termes  d'un,  deux,...  traits. 

Supposons  à présent  (ju’en  ayant  égard  aux  forces  perturliatriees  les 
termes  i|ue  nous  venons  de  trouver  dans  les  expressions  de  | et  de- 
viennent 

t = F cosi/i  — «/  — a ,.  =/ sin  /i  — ai  — x , 


F,/ étant  des  constantes  indéterminées  ainsi  (jue  a et  a;  et  euimne  dans 
ce  cas  les  éipiations  de  | et  renferment  aussi  sup- 

posons (|u'il  entre  aussi  dans  les  expressions  de  ces  dernières  varialdes 
des  termes  analogues,  en  sorte  ({u’un  ait  en  in(-me  temps 

Ç’  = F'  cosiy»'  — al  — al,  ({<'  —Z'  sinf/»'  — al  — a', 

5'  = F'  C05(/>'  — al~x,  (|)"=  f"  sin ip‘—  al  — x , 


F,  F. étant  de  nouvelles  constantes  indéterminées. 

Pour  vérilier  ces  suppositions  et  déterminer  en  même  temps  les  con- 
stantes arbitraires,  on  fera  d'abord  les  sulistitutions  précédentes  dans  les 
éipiations  de  | et  de  ’j/.  et  l’on  y égalera  à zéro  les  coeiricients  des  .sinus 
et  cosinus  de on  les  fera  ensuite  de  même  dans  les  éipiations 
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(le  I'  et  (le  (j)',  et  l’on  égalera  à zéro  les  roefIicient.s  des  simia  et  cosinus 
(le  P — al  — a,  cl  ainsi  de  suite. 

Or  il  est  visihie  que  les  quantités  | et  tj>  ne  peuvent  donner  des  sinus 
ou  cosinus  de  p — ut  — a qu’aulant  qu’elh's  ne  sont  multipliées  par  au- 
cun sinus  ni  cosinus;  (|u’uu  cunlraire  les  quantités  <j.  ne  dunneroni 
de  pareils  sinus  ou  cosinus  qu’aulant  qu'elles  se  trouveront  imiltipli(Vs 
par  le  sinus  ou  cosinus  Av p—p,  et  ainsi  de  suite.  D’où  il  suit  qu’en  sul>- 
stiluant  dans  les  équations  de  % et  de  ^ la  valeur  de  la  fonction  ii  (Ai)), 
il  suirira  d’avoir  égard  aux  termes  de  la  forme  dont  nous  venons  de  par- 
ler. ..\insi  l’on  pourra  d’altord  les  réduire  à celles-ci 


rf’î 

ïd/>’  ï\. 

■xriptt'lf 

Hp'  1 

- 'dF 

fit* 

tit*  ' r* 

1 1 riy  d’\\  , 

(1  rf’B' 

a \ . 

/ 1 1 \ . . 

—T' 

1-  / 3 )/•  Cia 

\r  flrar  rr  *f 

*^,-dr--7P^r^>‘^ 

T* 

fl  rf'B' 

» \ • 

■i/)xe 

[_r  tfr  rfr*  ' 

\r  tirtlr" 

' rr*V'' 

\rrfc 

F J 

rf-.j. 

* tû' 

T 

L\r*  3F' 

^r’sinl// 

— /(')xs'  — 

(S 

-77^) 

cosf//  — /*')x 

St  1 rfB"  Î 

LVc'  'df''^  rr" 

^c‘sin(// 

-P'ixr- 

(? 

co*(/>-//)  x >”j 

J’ai  conservé  dans  la  première  les  termes  constants,  parce  (|u’ils  doivent 
former  une  é(|uation  à part  servant  à déterminer  la  relation  entre  ^ et  r. 

et  à satisfaire  à la  condition  que  B ne  renferme  aucun  terme  constant. 
Otte  équation  de  condition  sera  donc 

ijg"  I I ^ _ T'  1 — 

lit’  ^ r’  r tir  r tir  • • ■ - o. 

laquelle  donne 

[ dp’  I f/V  I (/A* 

r‘  lit-  r tir  r dr 

V.  a6 
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Viili'iii'  sul>stilu<‘r'ii  «liiiis  la  itmiiipi'p  des  diMix  (‘(|u:ilions 

Si  maiiilfiiiinl  on  siiltsiiliic  aussi  dans  l'uiu'  ei  dans  l'aulro,  à la  place 
de  '!>,  I',  'V,...  les  expressions  indiquées  ei-dessus.  et  (pi’aprés  avoir 
développe  les  produits  des  sinus  et  cosinus  en  sinus  et  cosinus  simples,  on 
efçale  à zéro  dans  la  première  la  somme  descoellicientsde  rosf/i  — ttf  — 
et  dans  la  s<"conde  la  somme  des  cmdlieients  île  sin'/j  — fit  — *),  on  aura 


/'//* 

U/t 

1-  f (î-")/ 

-K 

9.  t/A' 

/ I th  h'  a \ r'  K' 

' r flrdr'  rr'*  / -2 

/i  dW 

> \ f\ 

r dr  ' dr-  J 

[r  dr 

n''j  9 1 

T'f  / 

..  /I  d'W  9 

r drdv"  ^ rr"*/  2 

j 1 <IH' 

r#’"**  ■»  1 

r </r  tlr^  f 

l,/'  d, 

[ï/l 

1 

1 

(Æ  ')  '■ 

+ r [l 

, 1 </B'  9 \ 

r'K  /If 

^ r*  ilr‘  rr'*  f 

7 \r*  rr'*y  a J 

\ 1 Jir  3 \ 

U-*  f/f-'"  rr"*j 

_(ü:  _ 

' 7 ' c'  rr'’,l  a J 

On  Irouverà  des  équations  analoÿ'iies  d'après  les  équations  dill'éren- 
tielles  de  S'  et  de  -y,  et  d'après  celles  de  et  de  ’f".  et  ainsi  de  suite:  et 
ces  équations  ne  dill'éreront  des  precedentes  qu’en  ce  ipie  les  lettres  qui 
n'ont  aucun  trait  en  auront  respecti\emenl  un.  deux,...  (à  l’exception 
de  a et  de  t qui  demeurent  les  mêmes  pour  toutes  les  é(|uations  , et  qu'en 
même  temps  les  traits  manqueront  à celles  qui  en  ont  nu,  deux 

55.  Je  remarque  maintenant  que  les  quantités  T,  T , T",...  doivent 
être  supposées  très-petites,  et  qu’on  en  doit  né^lijjer  les  pnis.saiiees  et  les 
produits  de  deux  ou  de  plusieurs  ilimensions  (II)).  Or,  si  l'on  repirde 
rl'almrd  ces  quantités  comme  nnlles,  les  équations  précédentes  donnent 

Il  _ O,  / . K. 
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el  l'on  Miira  do  niêino  par  les  antres  équations 


iu:i 




Doue  les  quantités  a,  / -*-  iY , aF,...  seront  Ircs-petiles  de  l’ordre 

de  T,  T',...:  par  conséquent  il  faudra  rejeter  partout  les  carrés,  les 
cubes, ...  de  a,  el  dans  les  termes  ipii  sont  déjà  multipliés  par  T,  T'. . . . 
il  faudra  faire 

a a.  /=-  ïF,  /■  - - iF',. . . 

Ile  cette  manière  la  seconde  des  deux  équations  ci-de.ssus  donnera 
d’abot'd 


<li\ 

'<■//.) 


.'tr- 


*'3./'*  f/r'  r*y  r//-" 


et  la  première  deviendra  ensuite 

i>  = an  -/  F 
lit 


I 

1 

il.V 

F-e 

r' 

rf*B 

r'  *l\l 

1 dW 

7 tt  \ 1 

1 

tir  r/r'  ; 

{Tr 

dr3r‘ 

^ r*  tir’  ^ r (Ir 

i 

f 

tPV] 

F-e 

iPB 

r fiW 

1 //I* 

L 

r 

t/r 

tir' 

i ?.r 

driir" 

^ /•*  tir’ 

f tir 

Or  on  a vu  dans  le  u"  H que 


[■I  de  même 


,dir 

/•/' 

ifW 

_■  II* 

</B' 

r>  thW 

dr' 

-f-  — 
•>. 

drdr' 

^ — n - 

' dr 

•>  tir* 

</B' 

/r" 

(/'B' 

li' 

dW 

r-  tl'K 

dr~ 

A 

lirdr" 

. — n 

2 ih* 

et  ainsi  des  autres  quantités  analogues;  donc,  faisant  ces  substitutions 
et  employant  les  quantités  st",...,  fi',  ilu  u"  411,  l'équation  pré- 

cédente deviendra 


ilp  ..  ....  x'  F -t  3'  F’  a'  F -t-  ?”  F' 

■ u /■  F — t - 1 

tlf  r’  r* 


?6. 
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Mais  ou  a f5i),  aux  quantités  de  l’ordre  de  T',  T",. . . près. 

dp  _ I 

(//  y (.1 

donc,  puisque  d'après  les  suppositions  des  n"*  iO  et  50  on  a 


— '^(o.t  r®’  = (o  ai 

y7'  ’ ■ vr’ 


et 


-^  = -t‘>.  <J.  -:^  = -[o,  a) 

\ r’  V »■ 


il  est  visible  ipie  l’equation  ilont  il  s'agit  étant  divisée  par  *<•  réduira 
à rette  l'orme 


«F  — [(o,  I ) -t-  (o,  a)  -t-. . . j F -*•  [o,  i]  F'  -t-  [o,  a]  F'  + . . O, 
et  les  éi|ualions  analogues  se  réduiront  de  la  même  manière  à eelles-ri 
«F' — [t  1,  o) -4- (I,  a ) -I- . . j F' A- [ I,  11]  F + [i,  a]  F"a- . . . o, 
iiF"—  I (a,  o I -M  a,  i ) a- . . . | F"-i-  [a,  o]  F'  + [a,  i]  F'  -t- . . . — o. 


(à*s  é(|iiations,  en  y changeant,  si  l’on  veut,  les  lettres  Ken  A.  sont 
les  mêmes  que  eelh's  du  n®5l:  d’où  il  suit  que  les  i|uanlilés  A.  A'.... 
et  a seront  aussi  les  mêmes  de  part  et  d’autre.  Kl.  eomme  les  équaliuns 
diirércMitielles  de  | et  sont  linéaires,  il  est  clair  que  l’expression  de  £ 
sera  composée  d’aulani  de  lermes  seinidahles  que  la  quanlilé  u aura  de 
valeurs  dill'érentes;  par  conséquent  celte  expression  sera  de  la  même 
forme  ahsolunieni  i|ue  celle  que  nous  avons  trouvée  plus  haut  dans  le 
U"  7r2,  en  menant  dans  celle-ci . au  lieu  de  q,  sa  valeur  p + et  négli- 
geant la  quanlilé  (]«.  parce  (|u’elle  produirail  des  termes  du  second  ordre 
que  nous  rejetons;  ce  qui  montre  l’aV'cord  des  deux  méthodes  à cet  égard. 

.50.  Pour  faire  voir  aussi  cel  accord  relativenieni  aux  expn'.ssions 
de  X.  je  cominenre  |iar  substituer,  dans  l'équation  diirérenlielle  de  : 12). 
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rÇ  il  Ih  plat'C  de  a,  ce  qui  la  traiislorme  en 

rf/'Ç  idrel^  -4-  Çrf'r  grÇ 

^ + _ 


+ Z = O, 


et,  meUanl  pour  ^ -t-  ^ sa  valeur  ^ tirée  de  l'équation  de  r 

t53),  011  aura,  après  avoir  divisé  par  r,  cette  équation  de  Ç 


ulrdt,  Z Ç dlï 
df’  rdl'  r r dr 


On  fera  maintenant  ici  les  sulistitutions  de  r{  i |J  et  /i  + ij.  à la  place 
de  ret  q,  et  ainsi  des  quantités  analogues,  comme  on  en  a usé  plus  haut 
Ih3}i  et  comme  on  suppose  les  orbites  non-seulement  peu  excentriques, 
mais  encore  peu  inclinées,  on  regardera  les  quantités  §.  ij<,  Ç et  leurs 
analogues  comme  très-petites  du  même  ordre,  et  l’on  en  négligera  toutes 
les  dimensions  plus  hautes  que  la  première.  On  aura  donc  de  cette  ma- 
nii-re  la  réduite 

d'Z  + idp’  Z î (/U 

dp  r r dr  ~ **' 

où,  à cause  que  tous  les  termes  de  la  valeur  de  Z (15)  sont  déjà  multi- 
pliés par  les  quantités  très-petites  z,  z' il  suffira  de  mettre  partout, 

tant  dans  Z que  dans  à la  place  de  q,  et  d'y  regarder  en  même  temps 
r comme  constante. 

Maintenant,  puisqu’en  faisant  abstraction  des  forces  perturbatrices  on 
avait 

(/•Ç  -4-  Idp' 
dt’~  ' “ 

ce  qui  lionne 

; = F sln(/>  — a). 


on  supposera, 
haut, 

et  de  inénie 


en  général,  à rimitation  de  ce  que  nous  avons  fait  plus 

î = E sin  P — al  — a), 

Ç'  =;  F'  sin(p'  — al  — « , 
ï"  = F"  sin  {p'  — al  — et). 
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iM,  après  avoir  fait  res  subslitutions,  on  égalera  à zéro  la  soinine  des  roef- 
tirienls  de  sin  (/'  — al  — a);  e'esi  pnurijuoi  il  sullira  d'avoir  égard  dans 
rei|ualion  ri-<lessus  aux  termes  qui  peuvent  donner  de  res  sinus,  et  qui 
se  réduisent  évideiniiient  à ceux  (|ui  ronti<*ndront  Ç seul,  ou  multiplié 
par  rosf/)  — ou  multiplié  par  cos 'y?  — et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  l’on  aura,  d'après  les  rormules  des  n"*  15,  39,  43, 


O t - 


•LA 

(it> 


’ »it‘ 


. i jir.  r')!;- 
+ T'  | f,  r"  r- 


e'(/^r'j,  cos' P — p'  „ ^ ^ ilX^  ^ I 

r “ r (ir  ' ] 

r'.  r,  r'X  c^>s<  p - p^)  ^ i ,l.\"  ^ I 

r ' ’ r -rfr  ’ J 


équation  qui, en  faisant  les  .sulistituti<ins  in<li(|uèes,  donnera  sur-le-rliamp 
relle-ri 


-{%  «1'^' 

L- 

(// 

T' ^ r,  rM  K — 

F .U  i 

</A' 

y r r 

7/, 

-è  T"  1 r,  r"  ) K — 

— -!  !•  -4- 

ai-  r 

rfy 

rfr 

la<|nellc,  en  négligeant  le  rarrè  de  a,  paire  <|ue  a est,  eoinnie  on  voit, 
de  l’ordre  de  T',  T" et  sidistituant  pour  i ^7'’"'  I*'"’*  valeurs  ( 45) 

— ri  r,  r')  a-  -r'(  r,  r'  — r r,  r”  ) -h  - r"ir,  r"  , 
y.  2 


se  réduit  à cette  forme 


<tp  U i'.  r I r,  r’  , 
»«  7 é -I-  I — - - 
lit  ir 


I.E- 


îi--— (F- 

y r 


F’  I - 
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Or  LiO) 


II 


,!p 


I 


T’rr'.'r,  r'),  T'Vr'r,  r"), 

--I—  =(o.  Il,  L — (O,  2),...; 

4vr  4v'’ 


, iloiir  l'iifin  DM  aura 


oF  -4-  (o,  i)(  F — F')  (o,  2 F — F")  -4- . . . = O, 

i-l  l’on  irouvrTa  iIp  la  morne  manière,  d’après  les  équaliuns  de  T,  î" 

«F'  -4- 1 I,  o)  (F'  — Fj  -4-  ( I,  2 '(  F'  — F , -I-. . . = o, 
a F"-!-  '2,  o)|  ï"' — F)  + |2,  I HF  — F')  -4- . . . = o. 


(’a’s  4‘(|uations  s’aia’ordent,  eonime  on  voil  (en  elianpeani  K en  ,V),  avee 
celles  que  donnent  les  intéjfrales  des  équations  de  s,  ti,  s',  '51): 

ainsi  l’on  aura  pour  ^ une  expression  eonforme  à celle  du  n"  52,  en  né- 
gligeant la  dillérenec  entre  les  angles/;  et  y,  laquelle  ne  produirait  ici 
que  des  termes  du  second  ordre  dont  on  ne  lient  point  compte. 

57.  t>tle  manière  de  résoudre  le  Proldème  des  variations  séculaires 
par  l’intégration  immédiate  îles  équations  dilVérenlielles  de  l’orbite,  est, 
comme  on  voil,  plus  courte  c-t  plus  facile  que  celle  que  nous  avons  sui- 
vie; mais  d’uu  autre  côté  elle  ne  parait  |>as  tout  à fait  si  lumineuse  iii  si 
directe  : d’ailleurs  elle  demande  qu’on  connaisse  déjà  la  forme  générale 
lies  inli'grales,  et  .si  l’on  votilail  clierclier  directement  celle  forme,  ainsi 
que  nous  l’avons  fait  dans  le  (Chapitre  IV  des  Hechrrches  sur  1rs 
<ir  Jupiter,  on  retomberait  dans  une  analyse  plus  ou  moins  longue  et 
compliquée. 
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IIES  ÉLÉMENTS  DES  l'I.ANÈTES. 


SECÜMJK  l'ARTIE 

C:nKTEA4!«T  LA  DÉTERMINATION  DE  CES  VARIATIONS 
POUR  CHACTNE  DES  PLANETES  PRINCIPALES. 


(iVw/traHx  Mriiinm  dr  V AcatU-mir  myate  dcx  Snenres  et  BfUn-Lrttret 
de  Berlin,  annEr  178a.) 


Ni-AAtun  nvuit  ilpiiioiilrc  i|uc  les  ini-^'alités  elliptiqui’s  du  iiiuiiveim-iil 
dps  Planélps  sont  l'ctrft  dv  leur  gravilalioii  veiTi  le  Soleil,  et  il  avait  indi- 
qué en  nièine  temps  leur  atlraetion  nuituelle  eoinnie  la  cause  de  toutes 
les  irrégularités  qu'oii  y pourrait  olis«*rver.  Ses  sueeesseurs,  Kuler,  (ilai- 
raul,  d'Alemliert , ont  rtteliciT'Iié  et  ealeulé  les  altérations  des  iiiouve- 
inents  elliptiques,  dues  à cette  attraction.  Il  restait  à déterminer  les 
rliangenients  qu’elle  produit  dans  les  éléments  mêmes  des  ellipses,  et 
qui  intluent  sur  la  l'orme  du  système  planétaire.  C’est  l'objet  qui  nous 
occupe , et  que  nous  nous  sommes  proposé  de  remplir  dans  toute  son 
étendue. 

On  ne  compte  encore  que  deux  siècles  d’observations  exactes;  et  il  eu 
l'audrait  une  suite  très-longue  pour  démêler  et  fixer  à /loiteriori  les  |>e- 
lites  inégalités  (|ui  altèrent  insensiblement  les  dimensions  et  la  position 

K- 
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des  orhiles  des  Planètes.  Cependanl  l'aeeord  qui  s’esl  déjà  trouvé  dans 
le.s  principaux  phénomènes  célestes,  entre  les  observations  et  la  Théorie 
fondée  sur  le  système  de  la  jçravitation  universelle,  autorise  à penser  que 
le  même  accord  aura  lieu  aussi  dans  les  autres  phénomènes  moins  sen- 
sibles, et  à profiter  par  conséquent  des  secours  que  cette  Théorie  ollre 
pour  prédire  les  variations  que  les  éléments  des  Planètes  doivent  éprou- 
ver à la  longue,  et  qui  empêchent  que  les  Tables  actuelles,  quelque 
exactes  qu’on  les  suppose,  ne  puissent  servir  avec  la  même  préci.sion 
pour  des  temps  fort  éloignés.  Par  cette  raison,  après  avoir  donné  les  for- 
mules les  plus  générales  et  les  plus  simples  pour  déterminer  ces  varia- 
tions, j'ai  cru  devoir  donner  aussi  une  application  détaillée  de  ces  for- 
mules à chacune  des  Planètes  principales,  afin  de  mettre  les  Astronumes 
à portée  d'en  faire  usage  dans  la  construction  des  Tables  et  dans  la  com- 
paraison des  observations  anciennes  avec  les  modernes.  C’est  le  but  de 
cette  seconde  Partie  de  mon  travail,  dans  laquelle  j'aurai  soin  de  donner 
aux  résultats  numériques  toute  l'exactitude  possible  et  la  forme  la  plus 
commode  pour  le  calcul  a.stronniiiique. 


SECTION  PREMIÈRE. 

APPLICATION  DEA  rODMCLES  DI  FPÉ  II  E STI  E LL  P.S  DES  VAKIATIO.SS  SÉCl'LAIKES 
ALX  OEIIITES  DES  PLANÈTES  PRINCIPALES. 

1.  Cette  application  n'aurait  d'autre  dilliciilté  que  la  longueur  des 
calculs  arithmétiques,  si  les  données  astronomiques  i|u’elle  demande 
étaient  toutes  bien  connues  et  déterminées  avec  une  précision  sulfisante. 
Ces  données  sont  : i"  les  distances  moyennes  des  Planètes  au  Soleil,  ex- 
primées en  parties  de  la  distance  moyenne  du  Soleil  à la  Terre;  a®  les 
rapports  des  masses  des  Planètes  à celle  du  Soleil,  ou  la  valeur  de  leurs 
masses,  en  prenant  celle  du  Soleil  pour  l’iiiiité;  3“  les  excentricités  et 
les  inclinaisons  des  orbites,  ainsi  que  les  lieux  des  aphélies  et  des  nœuds 
pour  une  époque  donnée.  Les  données  de  la  première  et  de  la  seconde 


Digitized  by  Google 


DES  ÉLÉMENTS  DES  PLANÈTES. 


213 


espèi'i'  t*nlrent  dans  les  équations  dilTérenlielIcs  mêmes,  et  sont  pareon- 
séquent  la  ha.se  de  tout  le  calcul  ; les  autres  ne  sont  nécessaires  que  pour 
déterminer  les  constantes  arbitraires  des  intéj^ales,  et  ce  n'est  (|u’aprês 
l'intégration  qu'on  en  a besoin. 

Or,  de  ces  diirérentes  données,  il  n'y  a guère  que  les  premières  et  les 
dernières  sur  l’exactitude  desquelles  on  puisse  compter  jus(|u’à  un  cer- 
tain point.  Nous  les  prendrons  dans  les  Tables  de  Halley,  qui  sont  les 
plus  généralement  suivies  pour  les  Planètes;  d’ailleurs  elles  sont  à peu 
près  les  mêmes  dans  les  autres  Tables:  et  si  elles  ont  eneore  besoin  de 
(|uelque  correction,  ce  ne  sera  qu’après  une  longue  suite  d’obsiîrva lions 
qu’on  sera  en  état  de  leur  donner  toute  la  précision  dont  elles  sont  sus- 
ceptibles. 

A l’égard  des  masses  des  Planètes,  on  sait  qu'il  n’y  a de  connues  que 
celles  de  la  Terre,  de  Jupiter  et  de  Saturne,  parce  que  ces  Planètes  sont 
les  seules  qui  aient  des  satellites;  mais  la  détermination  de  ces  ma.sses 
dépend  d’éléments  trop  délicats  pour  qu’il  n’y  reste  pas  encore  beaucoup 
d’incertitude;  aussi  les  trouve-t-on  déterminées  diiréremment  dans  divers 
Ouvrages,  et  nous  aurons  soin  de  les  déterminer  de  nouveau  d’après  les 
éléments  qui  paraîtront  les  plus  sûrs.  Quant  aux  masses  des  autres  Pla- 
nètes, nous  les  conclurons  d’abord,  par  une  espèce  d’analogie,  de  leurs 
volumes  et  de  leurs  densités;  mais  nous  duniierons  ensuite  le  moyen  de 
rectifier  les  unes  et  les  autres  par  la  comparaison  de  notre  Théorie  avec 
les  observations» 

2.  Pour  mettre  dans  nos  calculs  le  plus  de  liai.son  et  de  netteté  qu’il 
est  possible,  nous  conserverons  les  noms  employés  jusqu’ici:  mais, 
comme  nous  avons  repré.senté  les  mêmes  (|uantités  relativement  aux  dif- 
férentes Planètes  par  les  mêmes  lettres,  .sans  trait,  on  marquées  d'un, 
deux,...  traits,  nous  supposerons  désormais  que  toutes  les  lettres  qui 
n’ont  point  de  trait  se  rapportent  à Saturne,  que  celles  qui  n’ont  qu’un 
trait  .se  rapportent  à Jupiter,  que  celles  qui  en  ont  deux  se  rapportent  à 
Mars,  et  ainsi  de  suite  à la  Terre,  à Vénus,  à Mercure,  en  suivant  l’ordre 
contraire  des  distances  au  Soleil. 
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Ainsi  r sLTii  I»  distance  iiiuveuiir  de  Saturne  au  Soleil,  T sa  masse,  ou 
plutôt  le  rappurt  de  cette  masse  à celle  du  Soleil,  ).  son  excentricité  en 
parties  de  sa  distance  moyenne,  o la  longitinle  de  son  aphélie,  comptée 
depuis  un  point  tixc  dans  le  ciel,  0 la  tangente  de  riiiclinaison  de  son 
orhile  sur  récliptique  regardée  comme  un  plan  lixe,  et  't>  la  longitude 
de  son  nœud  ascendant  sur  ce  méine  plan.  Ces  mêmes  lettres  manpiées 
d’un  trait  représenteront  les  mêmes  (|uantités  pour  Jupiter,  et  ainsi  de 
suite. 

On  aura  donc  à consiilérer  six  orbites  mobiles  et  variables  en  meme 
temps,  et  par  eonséquent  on  aura  à résoudre  deux  systètnes  d’équations 
semblables  à celles  des  n”*  Ut  et  50  de  la  première  Partie,  et  qui  dans 
chaque  système  seront  au  nombre  de  douze  et  contiendront  trente  coef- 
ticients  dilTérents  (pi’il  faudra  calculer  numériquement.  Cc-s  coenicients, 
suivatit  la  nutation  des  mêmes  numéros,  seront  représentés  par  les  syin- 
lodes  f m,  n)  et  (/n,  n , en  prenant  pour  m et  n deux  termes  quebmnqnes 
de  la  série  o,  i,  a,  'i,  4<  5;  et  voici  la  suite  des  opératiotis  qu'il  faudra 
faire  pour  en  trouver  les  valeurs. 

3.  Soietit,  en  général, 

M = 1 -e  a’j'  — 3'ï*  i y's‘  + ô’j’  -•  .... 

N = ar:  — yôj’’— ..., 

en  désignant  par  st,  7,  5,...  les  coeflieiellts  de  la  sérig  ipii  exprime  la 
raeitie  carrée  d’un  binôme,  e’est-à-ilire 

I II  ii3  ._ii35 

* a’  ^ a î'  J î II’  * *400' 

On  calculera  les  valeurs  de  .M  et  .N,  en  faisant  successivement 
r'  r"  r'  r" 

2.—  y , I***» 

/•  I-  r ;• 

ft  Mïiisi  lie  suite,  suivant  toutes  los  runibiiiaisons  des  six  distances 
moyonnos 

r,  r\  r"r  t",  /■”.  /* 
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prise»  deux  à deux,  de  manière  (|ue  la  plus  grande  soil  Imijours  au  dé- 
nominateur et  la  plus  petite  au  numérateur;  le  nombre  de  ees  eombinai- 
sons  monte  à quinxu,  de  sorte  (|ue  le»  valeurs  (pi’il  faudra  déterminer  de 
eette  manière  seront  au  nombre  de  trente. 

Soient  ensuite 

On  ealeulera  de  même  les  vaietir»  de  P et  Q ipii  répondeni  aux  <|uin/.e 
valeurs  de  : ci-«lessus. 

On  aura  alors 

PO  r' 

O,  I ) = - T',  [o.  i]  = r.  s étant 

vr>  Vr’ 

(o,î)=:J=T',  [o,s]  = -^T",  î étant  = —; 

vr‘  vr*  '■ 


P O r" 

(i,  a)  — T",  [i,a]=-^ï'',  a étant  - -j-; 

vr'*  '■ 

P ()  • r“ 

ti,3)=-LT'.  [i,  3]= : étant 

V'r'*  V r'*  *■ 


et  ainsi  de  suite  pour  toutes  les  (|uantités  où  des  deux  nombri's  renfiM'- 
més  entre  les  erorhets  le  premier  est  moindre  (|Ue  le  second. 

Quant  à celles  où  le  premier  des  deux  nombres  renfermes  entre  îles 
erorbetsest  plus  grand  cpie  le  sticond,  il  sullit  de  remariiuerque,  eomine 
dans  les  fonction»  (r,  r'),  {r,r'), les  quantités  r,  r',...  sont  per- 

mutables (46),  si  dans  les  expressions  des  quantités  dont  il  s’agit  on 
échange  entre  elles  les  lettres  r,  r',  r’ il  viendra 

I,  o)  = (o,  0 y/p  la,  o)=  O,  a , 

et  de  même 

[l.  olr=[o,  i]  y/.';  [a.  o]  - [o,  a]  y jT  .1 
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et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'un  aura,  en  général. 


( «,  m ) : 


(»i. 


Tl-' 

T i)  ’ 


[il.  ».)  = 


["<.  «] 

V'î 


T'.-i 

'T^^’ 


r 

ï étant  --  —,  1 où  les  lettres  m,  n en  exposant  représentent  des  traits  et 
non  des  puissances. 


V.  Les  Taldos  de  Halley  nous  donnent  les  valeurs  suivantes  des  dis- 
tances moyennes  r,  r',  /•",  r",  r",  r'. 


r 

tt:  9,54007, 

lo^.  0,9795515, 

r' 

5,2004)8, 

0,7160852, 

r*' 

- i,5236(), 

0, 1828(166, 

r* 

= 1,00000, 

0,0000000, 

r" 

0,72333, 

9,85933<>5, 

r* 

= 0,38710, 

9,5878232. 

Par  le  moyen  de  ces  valeurs  on  a calculé  celles  des  quantités  .M  et  N' 
pour  les  quinze  valeurs  de  z,  en  pnus.sant  rcxactiliidc  jusqu'à  six  déci- 
males; on  a clierclié  ensuite  les  valeurs  correspondantes  des  quantités  P 
et  Q,  et  enlin  celles  des  quantités  représi’iilées  par  des  crochets  ronds  et 
carrés.  On  a trouvé  ainsi  les  valeurs  suivantc.s,  sur  l'exactitude  des(|ucllcs 
on  peut  compter. 


Pour  Z ~ ^ zr:  0,545173  : 

M = 1,075800, 

P 0,433858. 

(O,  I ) =.  0,014734^' 

8,  i68o3o4, 
(1,  o)  • 0,01()94iT 
^>’997537. 


N = o,itbo42, 

Q =:  0,383512, 

[o,  1]  — 0,OOT|622T' 

7.1^33443, 

[i,  o]  = o,oi3o3i  T 
8, 1 149776. 
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Pour  : = y =0,1 5971 5 : 

M = i,ooG387, 

P r-.  0,07.0083,. 

(O,  3)  u;  o,ooo(>83T'’ 

6,8334798. 

{ 3,  O ; = o,ooi7o5T 

7,3318070, 

Pour  J = — = 0, 10/1H21  : 

r 

M =t  1,003749. 

P 0,0084 15» 

(o,  3)  = o,ooo385T'* 
6,4555731, 

(3,  o)  = 0,000883 T 

r*’  ^ 

Pour  ; ~ “ = 0,07583a  : 

M = 1 ,001437, 

P =:  0,004359, 

(o,  4 ) = 0,0001 48T” 

6, 1 7oo5tj7, 
o)  = 0,000537!' 
6,7301678, 

Pour  ; = ^ = 0,040576: 

M = i,ooo4i  1* 

P = 0,00133^), 
(o,  5)  = 0,00004* T* 

5,633744», 

|5,  U)  = o,ooo30ijT 
G,3ic)6o<)5, 
V. 


N = 0,079602, 

Q = 0,003964, 

[o,  3]  ~ o,uooi35T" 
6,  i388o<V{, 
[3,  o]  — 0,000337 T 
6,527 133<». 


N = o,o57338, 

Q r=  0,001091), 

[o,  3]  = • 0,000037  T“ 

5,5716705, 

[3,  o]  = 0,0001  i5T 

6,0614463. 


N = 0,037883, 

Q = o, 000413, 

[o,  4]  = o,om>oi4T‘* 
5,1455700, 

[4,  o]  = o,oooo5i  T 

5,7056781. 


N ^ 0,020284, 

(J  =:  0,000063, 

[o,  5]  = 0,000002  T* 
4,33ooi33, 

[5,  o]  = 0,00001 1 T 

5,0358787. 

2» 
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Pour  Z 


Polli-  ; 


Pour  î 


Pinir  Z 


= p—  (),af)3<)(ia  : 


M i,o-.»i574' 

N = o,i44%5, 

P --0,07(11811, 

Q - 0,02751)8, 

1 1 . a J o,cxii>4ïîï'’ 

[1,2]-^  0,0025271"' 

:.8*>77(ii‘>. 

7,3<^»74«)8, 

(a,  1 ) 0,01  18Ü7T' 

[•jt,  I ] o,on42()i|T' 

8,0743S8;,, 

7,r.355{42. 

r* 

p-  = 0. 19327 1 : 

M 1 ,oo9:k(> 

N o,<m)5(>8«). 

P -^-0,11211757, 

Q ~ o,iM»7i  16, 

<1,5)  = 0,002  5oc>  T" 

[1,5)  = 

7,3<)<j46i  a. 

(>,7781081, 

(3,  1 ) = 0,005721  T' 

[5,  1 ] =.  0,001 3t>KT* 

7."57”’4Î' 

t 7,i5(>i5i2. 

/*** 

= 0, 1 ’ifyo’jli  : 

M 1 ,i>o.|8f  1 . 

N o,o(m)57o. 

P 0,01 5o,jK, 

(J  ~ 0,002811, 

( 1, 4) ” 0,001  xtiyT*' 

[1,  fj  0,IMJ022oT” 

7,io555io, 

• (),5.{2(i79i , 

(4.  1 ] ^ o,o«54o2T' 

[4«  1 ] --  o,<M>o5<)irr' 

7-î*‘7’4<». 

(>,77to55o. 

P — (>.07V'l3.S  : 

M = 1,001585,  1 

\ — 0,037188. 

P =0,004198, 

= 0,<HN1.5«|0, 

( 1 , 5 < = o,ooo55 1 T' 

[ i,  5]  o,iwm»o35'I  * 

6,54Ht)i4<>, 

5,5i(m>5(’»8, 

5,  1 ) — 0,00 1297  T 

[5,  1 ] " o.(M)oi2i  T 

7,1 1 3o  jlvj. 

(>,oHh^»H7. 
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Pour  Z 


Pour  ; 


l’oitr  s 


Pour  Z 


: o,(}5(>3oi  : 

r 

M = 1,1  ln<)(il, 

(a,  î)  — o,.ji)n(>8-T"' 
9,rM)K4M)H4i, 

{3,  tu)  = o,<iiD8ti3T" 

^ ’pr  : 

M i,o5;i8-.., 

P — 

(5.4) =  O,  i454i5T'' 

t),  llV5(lO<)5, 

(4,5!)  ---  0,2 1 I o55  T" 
(),32438«)i  , 

=■:  P — o,25/|o5'|  : 

M = i,oilï‘ï(iS, 

P -■  o,o5345i, 

(5,  3)  = 0,02842oT* 

8,4536101), 
(5,  5)  = o,o563H3T” 
8,751  i47<), 

= — o,7a333o  : 

M=  1,135763, 

P = l,6oj25ti, 

(3.4) =  1 ,6o4a56T" 

0,2055730, 
)4,  3)=  i,886275T” 
0,275(1048, 


•il!» 


N — 0,309374, 

(}  — 0,722709, 

[2,  3]  o,384556f 

9,5846187, 
[3, 2)  o,4743i5T 

9,67(10(177. 


N 7r  0,230473, 

0 = 0,157378, 

[2, 4)  “ 0,083(1757'!'' 
8,972.5«)9i, 

[4,  2)=  o,i2i445T" 
9,0843790. 


N = 0,125^47, 

Q - o,oi6523, 

[5,  5]  - o,oo8785T* 
7.9437440. 
[5,  2]  = 0,017429T 
8,7412810. 


N =0.3361 3i. 

Q 1, 335901), 

[3,41=  i,335i)oi)T'’ 
0,1257768, 

[4.3]=  i,570756T- 

O,  ii)6io8('i. 

28. 
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Pour  î ^ = 0,38710  : 

M = 1,037878, 

P “=  O,  i5s524« 
(3,5)  = o,i575a4T' 
9,i83338a, 
(5,  A)  = o,545i47T" 

Pour  ï = ^ = o,535i6/|  : 

M ~ 1,0771)86. 

P — 0,406177, 

' 4*  5}  o,66oi64T' 

().Ki(|65i8, 
(5,4)  = o,9oîiif)T" 
9,ijA54.)H4, 


N =.  O, 

0 = 0,077357, 
[3,  5]=:  0,077357 T' 
H,85t_)4^<»5, 
[5,  3)  ITT  0,1 167.89T'' 
c).ot’ï5538ç|. 


N 0,757675, 

[ j,  5]  *=  0,4747001'* 

c|,C>»75709, 

(5,  4]  = o,5'€)8(i6T” 

if,7(')33275. 


Les  nomiiros  plat'ôs  sous  les  valeurs  îles  quantités  iiiar(|uées  par  des  eru- 
ehets  sont  les  logaritliines  des  eoeirieients  niiinériques  qui  se  trouvent 
au-dessus;  j’ai  eru  devoir  donner  aussi  ees  lojïarithnies.  non-seuleinent 
pour  servir  de  eunllriuation  aux  nuinlu'es  qui  leur  répondent,  mais  en- 
eore  paree  qu’étant  plus  exacts  que  e»*s  nointires,  ils  pourraient  servir, 
s'il  était  nécessaire,  à punsser  la  précision  plus  loin. 


5.  Il  reste  encore  à déterminer  les  valeurs  des  six  quantités  T,  T, 

T" T*.  c’est-à-<lire  des  rapports  des  masses,  ou  forces  attractives  ali- 

.solues  des  Planètes  principales,  à celle  du  Soleil:  mais  celte  détermina- 
tion est  sujette  à beaucoup  de  dilllcullés.  D'abord  il  n’y  a que  trois  Pla- 
nètes. Saturne,  Jupiter  et  la  Tcrir,  pour  lesquelles  on  ail  les  données 
qu’elle  demande,  paree  ((ue  ce  sont  les  seules  (jiii  aient  ib's  salelliles; 
encore  ces  données  sont-elles  peu  sûres.  A l'égard  des  autres  Planètes, 
on  n’en  peut  connailre  par  observation  que  le  volume;  et,  pour  en  dé- 
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iluire  li)  masse,  il  faut  ensuite  adopter  ((uelque  hypnilièse  sur  la  densité, 
ce  qui  rend  les  résultats  douteux  et  prt'eaires.  Cet  objet  mérite  doue  une 
di.srussion  particulière;  elle  est  même  d'autant  plus  nécessaire  qu'oii 
trouve  dans  plusieurs  Ouvrages  des  valeurs  ass4*z  diiréreiites  des  masses 
des  Planètes  cl  de  leurs  densités,  sans  que  les  .Vuleurs  y aient  donné  les 
détails  convenables  pour  justifier  ces  différences. 

On  sait  par  les  Théorèmes  de  Newton  que  la  force  allraclive  alisolue 
d'un  corps,  autour  duquel  un  autre  corps  décrit  une  ellipse  quelconque, 
est  en  raison  directe  du  cube  de  la  distance  moyenne  et  inverse  du  carré 
du  temps  périodique;  et  cette  Propo.silioii . que  .Newton  a démontrée 
pour  les  corps  i|ui  décrivent  des  ellip.ses  invariables,  est  vraie  aussi  lors- 
qu’on a égard  aux  variations  séculaires  des  éléments.  Car  nous  avons  vu 
dans  la  première  Partie  (3i)  que  dans  ee  cas  la  vitesse  de  la  longitude 

moyenne  est  toujours  représentée  par  et  la  distance  moyenne  par  t, 

étant  la  force  attractive  absolue  du  centre,  e'est-ii-dire  la  force  cen- 
trale il  la  (listance  i;  ainsi,  en  uominanl  r la  distance  moyenne  et  m la 
vitesse  du  mouvement  moyen,  on  a 


donc 

mais  il  est  évident  que  la  vites.se  m est  toujours  réciproquement  propor- 
tionnelle au  temps  périodiijiie;  par  conséquent,  si  l'on  nomme  l ce 
temps,  on  aura,  en  général, 

r‘ 

#f-  jr 

Soient  mainlenani  S la  niasse  du  Soleil,  P celle  d'une  Planète  princi- 
pale, r la  distance  moyenne  de  cette  Planète  au  Soleil,  et  t son  temps  pé- 
riodique; soient  de  plus  « la  distance  moyenne  d'un  satellite  de  la  même 
Plani'te  il  cette  Planète,  et  5 son  temps  périodique.  Les  forces  attractives 
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iihsoliirs  élani  |ii'opiiriiiiiiiu‘lios  aux  masses  ou  quantités  do  matière,  on 

aura 


<-t  par  la  meme  raison 


ilone 


P 


E- 

O--' 


Soit  de  plus  ü la  densité  de  la  Planète  P,  et  d son  demi-diamètre; 
eomme  les  volumes  des  sphères  sont  en  raison  triplée  «les  rayons,  on 
aura  d^  pruportionnclle  au  volume  de  la  planète  P;  doue  I)  sera  pro|ior- 

tionnelleà 

Appliquons  ees  formules  aux  Planètes. 


6.  Pour  la  Terre  on  a 

t — année  sidérale  ^ SfiSi  6^  g”'  i5‘ 

suivant  la  Cjiille,  et 


6 = mois  périodique  =.  27J  43“  iî‘ 


suivant  .Mayer.  Réduisant  en  décimales  de  jour,  on  a done 
r =:  3<i5i,  î.'îôSg,  9 = 17',  31167. 


i-t  de  là  on  trouve 


iog(5)  = 


1,1160907. 


(ies  valeurs  ne  .sont  sujettes  à aucune  incertitude;  par  eonséqueni  les  ré- 
sultats ne  sauraient  pécher  de  ce  eôlé-là. 

Soit  P la  parallaxe  horizontale  du  Soleil  et  w celle  de  la  Lune;  on  aura, 
eomme  on  .sait, 

d . d . 

-=Sinp,  - ^ sinro. 
e P 
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|iourvii  (|u'on  prenne  pnur  n la  parallaxe  <|iii  répond  li  la  disianee 
inoyenne  de  la  l.une  à la  Terre.  Or,  eomnie  il  ne  .s’agii  tei  tpie  de  eoni- 
parer  les  elTets  de  la  Idree  atlraelive  dn  Soleil  snr  la  Terix-  el  <le  la  l'on  e 
aitraelive  de  la  Terre  sur  la  Lune,  il  est  clair  (|u’il  ne  (aul  considérer  (|ue 
le  simple  tnonveinenl  elliptiipie  de  la  Lune,  (|ui  dépend  unii|iiemi'nl  de 
cette  dernière  force,  el  faire  alislractiun  de  toutes  les  inégalités  dues  à 
l'action  du  Soleil.  .Ainsi,  dans  les  Tables  de  la  parallaxe  de  la  Lnne,  on 
ne  considérera  que  celle  qui  a pour  argument  l'anomalie  de  la  Lune;  et 
voici  eoinment  un  déterminera  la  [uirallaxe  ar. 

Soient  p'  et  p“  les  distances  qui  répondent  à zéro  el  à i So  tiegrés  d'ano- 
malie, et  a',  ct"  les  parallaxes  curre.spondanles;  un  aura,  par  les  pro- 
priétés connues  des  orbites  elliptiques. 


-.-fLtèl. 


d'ailleui-s 

done 

<1 

P' 

. , '!  ■ . 
— sinni,  -5  — siiiK)  ; 
P 

£t£--i 

1 1 ^ 

^ f!  sinra'-esinB!'  _ 

siOBj'  sinra", 

I a sünsj'siim 

Dolir 

(/_ 

sium'  sin  b' 

. ÎÏT  -f-  CT  B — R3 

sm ros 


sinra  sinm 


tn'  -K  nr'  m — tÿ 
sin COS 


La  Table  ,\l  de  Mayer  pour  la  parallaxe  de  la  Lune  donne 
ra'=54'i3',  Bj"  tio'ïq"; 

de  là  on  trouve 

log  siiiBi  = 8,a?(K)4  lo,  e(  m = 57' lo",  .3  : 

c'est  la  parallaxe  sous  l'équateur.  Pour  la  réduire  à la  laliinde  moyenne 
de  '|.‘i  degrés,  il  en  faut  retrancher  7".^.  .Ainsi  l'on  aura  en  nombres  ronds 

(3  = 57' 3". 
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A réganl  do  la  parallaxe  du  Soleil,  les  Astronomes  ne  sont  pas  encore 
liien  <locidés  sur  sa  quantité,  les  uns  la  faisant  do  S",  5,  les  autres  ilo 
nous  supposerons  donc  successivement 

P = 8\5  et  =8',6. 

I)n  aura  «l'aliord 

. P siii8',5 

r ~ sin5;'3’  ’ 


dont  le  logarithme  est  égal  à 7,3ç)5o'3ao;  donc  le  logarithme  de 
(c)  (5)  4>4^73774.  auquel  répond  la  fraction  1“ 

valeur  de  la  masse  de  la  Terre,  exprimée  en  parties  de  celle  du  Stdeil, 
c’est-à-<lire  de  la  quantité  T".  Ainsi,  en  supposant  la  parallaxe  du  Soleil 
de  S'  -J,  on  a 


lo«T'=  4,4372774, 


365 3hi 


Si  l'on  fait  cette  parallaxe  de  8", (J,  la  valeur  de  T"  se  trouve  augmen- 
tée dans  la  raison  de  i à > et  l’on  aura  alors 

logT'-4,4487.58. 

Dans  la  suite  nous  nous  en  tiendrons  simplement  à la  première  de  ces 
valeurs  de  T". 


7.  Évaluons  maintenant  la  quantité  D d’après  la  formule 
W ' 6’  fl-sin‘B' 

en  employant  les  mêmes  éléments  que  ci-dessus,  on  trouve 
logD  = 2,467  ioo4- 

Otte  valeur  est,  comme  on  voit,  indépendante  de  la  parallaxe  du  Soleil, 
et  étant  comparée  avec  les  valeurs  de  D pour  les  autres  Planètes,  elle 
donnera  les  rapports  de  leurs  densités  à celle  de  la  Terre. 
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8.  Pour  Ju|ii  1er,  on  a suivant  Halley 

r = 433ai8*'i8"i*, 

et,  réduisant  en  deriinules  de  jour, 

t = 

A l'égard  de  la  valeur  de  5,  nous  prendrons  celle  qui  convient  au  qua- 
Irièiiie  satellite,  dont  la  révolution  périodique  et  la  distance  étant  plus 
grandes  que  celles  des  autres  satellites  .sont  aussi  plus  faciles  à déterinincr 
exactement;  et  nous  aurons  d’après  les  déterminations  de  M Wargentin 

6 = i6<  i6*’  3i“  8‘  -=  i&,688c)8. 

De  là  ou  trouvera 

lüg^  = a,4i4a93«), 

valeur  qui  peut  être  regardée  comme  aussi  exacte  que  la  valeur  analogue 
trouvée  |iour  la  Terre. 

On  ne  peut  pas  s’attendre  à un  pareil  degré  d’exactitude  relativement 
à la  valeur  de  ^ qui  exprime  le  rapport  entre  la  distance  luoyeniie  du 

satellite  à Jupiter,  et  celle  de  Jupiter  au  Soleil.  Il  est  clair  que  ce  rapport 
est  égal  au  sinus  de  la  plus  grande  digression  du  satellite  vu  du  Soleil,  à 
la  distance  moyenne  de  Jupiter;  et  celte  digression  liéliocentri(|ue  est 
toujours  facile  à conclure  de  la  plus  grande  digression  géocentrique  ob- 
servée dans  un  temps  quelconque.  .Mais  ces  sortes  d’observations  .sont 
très-rares;  et  je  ne  connais  que  celles  que  Newton  rapporte  ati  commen- 
ccinenl  du  troisième  Livre  des  Principes  (Phén.  I)  et  qu’il  «lit  avoir  été 
faites  par  Pound  avec  d’excellents  micromètres. 

La  plus  grande  élongation  héliocenlriquc  du  (juatrième  satellite,  ré- 
duite à la  distance  moyenne  de  Jupiter,  a été  trouvée  par  cet  .Astronome, 
avec  une  lunette  de  i5  pieds,  de  8'iG";  et  celle  du  troisième  satellite, 
réduite  de  même,  a été  trouvée  de  4'4a’”  «vec  une  lunette  de  laT  pieds. 
Ces  deux  observations  sont  si  bien  d’accord  avec  la  loi  des  temps  pério- 
diquesque  l’une conlirme  l’aulre  tout  à fait.  Qir  la  révolution  périodique 
V.  ac| 
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ilu  troisièim*  salelliu*  élaiil  par  les  Tables  de  \Var({entiii  de  7^3'' 43'“ 33’, 
ou  l)ien  eu  dériinales  de  jour  de  7',  1 5455,  on  a pour  le  rapport  des 
temps  périodiques  du  quatrième  et  du  troisii'me  le  nombre  a,33a64, 
dont  le  earré  est  5,44  > *>  ! <*''  rapport  de  leurs  distanees  à Jupiter  est 
évidemment  égal  à relui  des  sinus  des  élongations  8'  i(i"  et  4’43",  lequel 
se  trouve  de  i, 75880,  dont  le  cube  est  5,44 <33. 

Les  Ois.sini  avaient  sans  doute  fait  beaucoup  d’observations  sur  les 
satellites  de  Jupiter;  mais  on  n'en  trouve  que  les  résultats  dans  les  £/é- 
menfs  d' Astronomie  ; encore  les  élongations  n’y  sont  pas  déterminées 
directement,  mais  par  le  moyen  du  diamètre  apparent  île  Jupiter  et  des 
distances  des  satellites  évaluées  en  parties  de  ce  iliamèire.  I.a  distance 
du  quatrième  y est  supposée  de  a5,3  demi-diamètres  de  Jupiter,  et  le  dia- 
mètre apparent  de  cette  Planète,  vu  du  Soleil  dans  sa  moyenne  distance, 
y est  de  4<''î:  qui  donne  8'45"  pour  la  plus  grande  élongation.  Mais 

la  détermination  de  Pound  me  parait  plus  sûre. 

Faisant  donc 

^ siiiH'  16", 

et  employant  la  valeur  de  ^ trouvée  ei-dessus,  on  a 
l“K  ( 7]  (g)  = logT'  6,<)7i;5Ci, 

et  de  là 

T-_  _ 

1087,195 

valeur  de  la  masse  de  Jupiter  en  parties  de  celle  du  Soleil,  tiette  valeur 
s’accorde  avec  celle  que  Newton  avait  trouvée  (Livre  III,  Proposition  MH  ) 
et  dont  tous  les  Géomètres  ont  fait  usage  jus(|u’iri. 

9.  Gliercbons  maintenant  la  densité  de  Jupiter  ou  plutôt  te  rapport  de 
cette  densité  à celle  de  la  Terre.  Il  faut  pour  cela  évaluer  la  formule 
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nù  5 a la  inêinc  valeur  que  ci-dessus,  et  où  ^ exprime  la  distance  du  .sa- 
tellite h Jupiter  en  deini-diainétres  de  cette  Planète.  Suivant  (ia.ssini  cette 
distance  est  de  a5,'3  pour  le  quatrième  satellite.  Or  Newton  rapporte 
dans  l’endroit  cité  des  Principes,  que  le  diamètre  de  Jupiter  observé  par 
Pound  avec  la  même  lunette  de  ia'3  pieds,  et  réduit  à la  distance 
moyenne  de  Jupiter,  s'est  toujours  trouvé  plus  petit  que  /|o",  jamais  au- 
ile.ssous  de  38",  mais  le  plus  .souvent  de  39".  Snpposons-lc  donc  de  39"; 
il  e.st  clair  ([u’en  le  comparant  à la  plus  grande  élongation  de  8'iG"du 
quatrième  satellite,  on  aura 


P sinS'itJ' 

il  sinig'y 


î5,43<i: 


valeur  qui  s’éloigne  peu  de  celle  de  Cassini,  mais  <|ue  nous  adopterons 
de  préférence  à celle-ci,  comme  plus  exacte,  vu  la  longueur  des  lunettes 
avec  lesquelles  elle  a été  trouvée.  Nous  aurons  ainsi 


logD  = i,77i48(h>. 


et,  retranchant  la  valeur  de  logl)  trouvée  pour  la  Terre  (7),  il  viendra 
pour  le  logarithme  du  rapport  cherché 


g,3o43;r|6, 

auquel  répond  le  nonihre 

o,2oi55; 


c’est  la  densité  de  Jupiter,  en  prenant  celle  de  la  Terre  pour  l'unité. 

Au  reste  Newton  préfère  déduire  le  diamètre  de  Jupiter  de  l’observa- 
tion des  passages  du  premier  et  du  troisième  satellite  sur  le  disque  de 
Jupiter,  et  il  le  conclut  de  37"  ' ; mais,  outre  que  cette  valeur  s’éloigne 
trop  de  celles  que  Ca.ssini  et  Pound  ont  trouvées,  il  est  clair  que,  comme 
il  ne  s’agit  ici  que  du  rapport  du  diamètre  de  Jupiter  à la  distance  du 
quatrième  satellite,  il  est  plus  sûr  de  s’en  tenir  aux  observations  immé- 
diates du  diamètre  apparent  et  de  l'élongation  ; surtout  parce  que  ces 
observations  ont  été  faites  avec  la  même  lunette,  du  moins  relativement 
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au  (roisièinc  satrllite,  dont  rélungaliuii  observée  s'acrorile  d'ailleurs  en- 
lièreineiit  avee  eellc*  du  quatrième,  d'après  la  loi  des  temps  périodiques 
et  des  distanees,  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut. 


10.  Venons  à Saturne;  itous  aurons  d'abord  par  les  Tables  de  Halley 

/ ^ 10762*  2<é*  33“4i‘ = (en  dériniales  de  jour)  10762*, 85673; 

ensuite  on  «tira  d’après  Cassini  pour  le  (|uatrième  satellite,  qui  étant  le 
plus  gros  de  tous  est  aussi  te  plus  faeile  h observer, 

5 i5*  aa''  4 1"23*  = (en  dérimates  de  jour)  i5*,<j454i . * 

De  là  on  tire 

tog  ^ =:  2,8292.920. 


Pour  ee  (|ui  eoncerne  la  valeur  de  ^1  c'est-à-dire  du  rapport  entre  la 

distance  du  satellite  à Saturne  et  la  distance  moyenne  de  Saturne  au  So- 
leil, nous  pouvons  la  déduire  des  observations  de  Pound  rapportées  par 
Newton  (Phén.  11).  Pound  trouva,  avec  une  lunette  de  1 a3  pieds  armée 
d'un  bon  micromètre,  là  plus  grande  élongation  du  i|uatrième  .satellite, 
di;  8,7  demi-diamètres  de  l’anneau,  et  le  diamètre  de  ranneaii  à celui  de 
Saturne  comme  7 à 3;  il  trouva  de  plus  avec  la  même  lunette  le  diamètrt; 
de  l'anneau  de  43"  les  28  et  aç)  mai  171Ç),  vieux  style.  Kn  multipliant  43" 
par  8,7,  on  a 374"  dont  la  moitié  est  187',  ou  bien  3' 7";  ainsi  d'apià-s 
res  observations  la  plus  granile  élongation  du  (juatrième  satellite  aurait 
été  les  mémos  jours  de  3'7".  ,M.  de  I.alande  dit  en  ell'et  dans  son  Astrono- 
mie i\\x«  Pound  avait  observé  cette  élongation  lec)juin  1719  à 10  heures; 
mais,  comme  il  ne  cite  point  la  source  d’oii  il  a tiré  cette  observation  de 
Pound,  on  pourrait  soupçonner  (pi'il  l'a  simplement  iléiluite,  comme 
nous  venons  de  le  faire,  de  celles  que  Newton  avait  rapportées. 

Quoi  (|u’il  cti  soit.  Newton  réiluit  le  diamètre  observé  de  l'anneau  à 4a' 
et  celui  de  Saturne  à 18"  pour  la  moyenne  distance  de  Saturne  à la  Terre; 
ensuite  il  réduit  encore  ce  dernier  à 16"  à cause *de  l’irradiation;  enlin 
dans  la  Proposition  VIII,  où  il  calcule  les  mas.ses  de  la  Terre,  de  Jupiter 
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i*t  (le  Saturne  en  parties  de  celle  du  Soleil,  il  prend  3 4"  pour  la  plus 
grande  élongation  du  quatrième  satellite  de  Saturne,  réduite  à la  moyenne 
distance  de  cette  Planète;  ce  qui  ne  s’accorde  pas  avec  le  diamètre  appa- 
rent de  l’anneau  supposé  de  4a';  ear,  en  multipliant  ai"  par  8,7,  on  a 
i8a",7,  c’est-à-dire  3' a",7  seulement;  et  l’on  trouverait  moins  encore  si 
l’on  avait  égard  à la  correction  due  à l’irradiation  supposée  par  Newton. 

D'ailleurs,  en  calculant  les  lieux  de  Saturne  et  de  la  '^erre  pour  le 
a<)  mai  i7iy,  vieux  style,  c’est-à-dire  pour  le  9 juin  de  la  même  année, 
on  trouve  que  la  distance  de  Saturne  à la  Terre  était  alors  à la  distance 
moyenne  de  Saturne  au  Soleil  dans  le  rapport  de  9.Î3  à mkh>;  par  là  le 
diamètre  de  l’anneau,  observé  par  Pound  de  43".  se  réduit  à -4o",97  pour 
la  distance  moyenne  de  Saturne;  et,  ce  diamètre  étant  multiplié  par  la 
moitié  de  8,7,  il  vient  178", 3,  ou  a'58",3  pour  la  plus  grande  élonga- 
tion du  quatrième  satellite  réduite  à la  même  distance  moyenne. 

Suivant  les  déterminations  de  Bradley  rapportées  dans  V Asimnomie 
de  M.  de  Lalande,  1a  distance  de  ce  satellite  est,  en  demi-diamètres  de 
Saturne,  de  20, a*)»,  et  en  demi-diamètres  de  l’anneau,  de  8,(it)8;  ainsi, 
en  multipliant  4<J”.97  pi';*  4.3'>9.  on  aurait  178", 18,  ou  bien  2':>8",i8 
pour  la  plus  grande  élongation  du  même  satellite. 

('.assini  établit,  dans  ses  Éléments  d' Astronomie,  la  distance  du  qua- 
trième satellite  de  Saturne,  en  demi-diamètres  de  l’anneau,  de  8 seule- 
ment; mais  il  donne  ensuite  4Ô"  au  diamètre  apparent  de  l’anneau,  ce 
((ui  rend  la  plus  grande  élongation  de  3'.  Il  y a peut-être  lieu  de  croire 
(|ue  ces  éléments  sont  moins  exacts  (|ue  ceux  (|ui  résultent  des  observa- 
tions de  Pound,  d'autant  plus  que  suivant  Ca.s.sini  le  diamètre  apparent 
de  Saturne  est  de  20",  ce  (|ui  donne  le  rapport  de  ce  diamètre  à celui  de 
l’anneau  dans  la  proportion  de  4 à 9,  tandis  que  par  les  observations  de 
Pound  et  de  Bradley  faites  avec  de  très-longues  lunettes  cette  proportion 
(*st  de  3 à 7. 

Nous  supposerons  cependant  par  un  milieu  la  plus  grande  élongation 
du  satellite  en  question  de  a'Sg";  nous  aurons  ainsi 

7 = sina'59'; 
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et.  eiii|>loy»iil  la  valeur  de  ^ donnée  ci-dessus,  il  viendra 
(0  6.47Î8674; 

d'où 

■T ! , . 

3308,4»  ' 

valeur  de  la  masse  de  Saturne  en  parties  de  relie  du  Soleil. 
Si  l’on  supposait  avec  Newton 


un  trouverait 
et  par  eon$éi|uent 


P 

r 


- sin  3' 4", 


lof(  I “ ('i,5o<)7tii  8, 


T=r 


I 

3o<)i,p’ 


valeur  très-peu  diirérente  de  celle  qu'il  a donnée  dans  la  Proposilion  VIII, 
du  Livre  III.  Mais,  d’après  la  discussion  où  nous  sommes  entrés  .sur  la 
vraie  élongation  du  quatrième  satellite  de  Saturne,  on  ne  peut  que  re- 
garder cette  valeur  comme  beaucoup  trop  forte. 

Au  reste  il  est  surprenant  que  dans  ces  deruiei's  temps,  où  le  nomlire 
des  Observatoires  et  des  Observateurs  s’est  si  fort  accru,  et  où  les  instru- 
ments optiques  ont  été  portés  à une  .si  grande  perfection,  on  u’ail  pas 
eberebé  à rectifier  de  nouveau  des  éléments  si  essentiels  pour  la  Tbéorie 
du  système  du  monde;  nous  exhortons  les  Astronomes  à réparer  cette 
omis.sion  et  à déterminer  par  de  nouvelles  ob.servations  les  distances  des 
.satellites  de  Jupiter  et  de  Saturne  à leurs  Planètes  principales  avec  toute 
l’exactitude  que  l’on  peut  attendre  dans  l’état  actuel  de  l’.Vstronomie. 

1 1 . Quant  à la  densité  de  Saturne,  laquelle  dépend  de  la  forinulo 
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fil  [irfiiant  pour  la  valeur  trouvée  par  Brailley  tie  il  vient 

lugn~i,5i6%5U; 

# 

iroii,  retranehaiU  la  valeur  de  logD  pour  la  Terre  (7),  un  a 

9-«497'/'4 

pour  le  luj^arithiiie  du  rapport  de  la  densité  de  Saturne  à eelle  de  la  Terre; 
en  sorte  que  la  densité  de  Saturne  sera 

0,1  laiS, 


eelle  de  la  Terre  étant  prise  pour  Tunité. 

Au  reste  eetle  détermination  suppose  que  l’on  lasse  abstraction  de  l'at- 
traelion  de  l'anneau  sur  les  satellites,  et  que  la  foive  centrale  de  eeux-ei 
soit  due  uniquement  à la  masse  de  Saturne.  Si  une  partie  m'""'  de  celte 
l'orce  provenait  de  ranneaii,  alors  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver 
pour  la  densité  devrait  être  diminuée  de  la  wi'*”'  partie. 


12.  \ Tégard  des  masses  des  autres  Planètes  qui  n'ont  point  de  satel- 
lites, il  faut,  comme  nous  l’avons  dit  plus  haut,  le»  conclure  de  leurs  vo- 
lumes combinés  avec  leurs  densités.  C'est  ainsi  que  .M.  Euler  en  a usé  le 
premier  dans  ses  (tcclurvhes  sur  les  perturhutions  des  Planètes  ( Prie  de 
r Académie  des  Sciences  de  Paris,  tome  VIII,  page  ia3).  Newton  avait 
trouvé  que  les  densités  de  la  Terre,  de  Jupiter'el  de  Saturne  étaient  dans 
la  proportion  des  nombres  4<>o,  9.'4|  et  (>7  (I.iviv  III,  Proposition  VMI), 
ou  bien  en  ilivisant  par  '|0«,  de  ceux-ci  : 1 , o.aTÜaj,  o.iG’jü.  .M.  Euler  a 
remar(|ué  que  ces  nombres  sont  presque  comme  les  racines  des  mouve- 
ments moyens  de  ces  Planètes;  en  elTel,  comme  le»  carrés  des  mouve- 
ments moyens  sont  en  raison  inverse  des  cubes  des  distances  moyennes, 
il  s’ensuit  que  les  racines  des  mouvements  moyens  saîront  en  raison  in- 


verse des  puiss;inces  ^ 
11“  4 on  trouve 


de  ces  mêmes  distances;  or  d’après  les  valeurs  du 


--j=i,  o,?()o36,  -!j=«,i8jaa; 

r**  f"  r' 
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et  l'on  voit  que  ees  deux  derniers  nombres  ne  s'éloignent  pas  beaucoup 
de  ceux  (|ui  expriment,  suivant  Newton,  les  densités  de  Jupiter  cl  de  Sa- 
turne en  parties  de  celle  de  la  Terre.  De  là  M.  Euler  a conclu  qu’on  pou- 
vait supposer  que  les  densités  inconnues  de  Mars,  Vénus  et  Mercure  sui- 
vent la  inùine  loi  des  racines  des  mouvements  inovens;  et  c’est  d’après 
celle  bvpothèse  qu’ont  été  calculées  les  tlensités  et  les  masses  de  ces  Pla- 
nètes qu’on  trouve  dans  la  Connaissance  des  Temjis,  et  dont  nous  avons 
l'ait  usage  dans  nos  Recherches  sur  (es  équations  séculaires  des  nœuds  et  des 
inclinaisons,  (|uoi(|ue  d’ailleui's  les  densités  de  la  Terre,  de  Jupiter  et  de 
Saturne  y soient  assez  ditl'érentes  de  celles  de  Newton,  et  s’éloignent 
considérablement  de  la  loi  supposée. 

Suivant  les  déterminations  précédentes,  les  densités  de  la  Terre,  de 
Jupiter  et  de  Saturne  sont  comme  les  nouibifs  i,  o,aoi55  et  o,iiai5. 
Or  ces  nombres  sont  à peu  près  en  raison  inverse  des  distances  moyennes; 
car  on  a 

^ = 1,  = 0,19228,  -=70,10482. 

Pour  Jupiter  la  difTérence  est  moindre  qu’un  vingtième  de  la  densité; 
pour  Saturne  elle  est  environ  d’un  quiuziiune;  mais  nous  avons  remar- 
qué que  la  force  attraeiive  de  l'anneau  doit  diminuer  la  densité  de  Sa- 
turne; ainsi  cette  considération  peut  l’approcber  davantage  de  la  va- 
leur y Dans  la  Connaissance  des  Temps  cette  densité  est  seulement  de 
O,  io4’>,  et  par  conséquent  presque  égale  à mais,  comme  j’ignore  sur 

quelles  données  elle  a été  calculée,  je  ne  puis  savoir  quel  degré  de  con- 
fiance elle  mérite. 

Quoi  qu’il  en  soit,  .s’il  y a une  loi  entre  les  densités  des  Planètes  et 
leurs  distances  au  Soleil,  on  peut  regarder  celle  que  nous  venons  de  dé- 
couvrir et  qui  fait  ces  densités  réciproquement  proportionnelles  aux  dis- 
tances, comme  la  plus  plausible  par  sa  simplicité  et  par  son  accord  avec 
les  densités  connues;  nous  l’adupteruns  donc  aussi  pour  Mars,  Vénus  et 
Mercure,  et  nous  supposerons  leurs  densités  égales  respectivement  aux 
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«,(151130,  i,38a5«,  *i,5833i, 

il'apiT.s  les  valciir.s  ilii  11“  4. 

13.  Oimmc  pps  ilensilés  sont  exprimées  en  parties  «le  eelle  «le  la  Terr«‘, 
il  «,'St  clair  que  si  on  l««s  multiplie  respectivement  par  les  cubes  «les  ilia- 
mèlres  exprim«‘s  pareillement  en  parties  «le  celui  «le  la  Terre,  on  aura  les 
ma.ss«‘s  corn‘spoiiilanU«s,  exprimées  au.ssi  en  parties  «le  la  masse  «le  la 
Terre;  car  on  sait  «pie  les  volumes  «les  sphères  et  «le  tous  les  corps  sem- 
blables sont  en  rais«in  triplée  «les  cotés  homologues.  Il  tie  s’agit  «lotie  qu«‘ 
«l’avoir  les  «liamètres  «les  trois  Planètes  .Mars,  Vénus  et  .Meirure;  mats  !«■ 
manque  d’observations  rend  «le  nouveau  cette  détermination  «liirieile  et 
in«'ertaine. 

M.  le  Monnier  rapporte  dans  b^s  Instiliilions  aslronorniquenyat  Picard 
avait  obs«‘rvé,  le  5 septembre  1G72,  le  «liainèlre  «le  .Mars  «!«•  a6”;  mais  «|ue 
Klamsteed  l’avait  trouvé  à peu  près  dans  le  même  temps  tanUit  de  2", 
tant«‘it  «le  7"  plus  gran«l;  ainsi,  suivant  Flamsteed,  ce  diamètre  aurait  été 
abus  par  un  milieu  «l’environ  3<»";  sur  quoi  .M.  de  Lalande  observe  dans 
son  Asirtmomie  «pie  PicanI  lui-niéme  dit  l’avoir  trouvé  de  3o"  «lans  !«• 
temps  de  l’opposition  qui  a eu  lieu  le  8 septembre  «(>72.  Or  la  «listanc*- 
de  Mars  à la  Terre  était  alors  «le  o, 38 1 5 en  parties  «le  la  «listan«;e  m«iyenne 
«le  la  Terre  au  Soleil;  ainsi  le  «lianiètre  apparent  «le  Mars  vu  à celte  der- 
nière «lislanee  sera  de  i c’est  ainsi  qu’il  se  trouve  «lans  la  Connais- 
sance des  Temps.  Mais  dans  les  Su  ppléments  à Y ,\stmnomie,  .M . «le  Lalainb- 
r«‘«lnit  ce  diamètre  ii  10", 17.5  «l’après  les  observations  faites  par  M.  l’.Vbbé 
Roebon  «m  1777  avec  son  nouvi'au  micromètre.  Nous  le  supposenuis  ce- 
p«‘n«laiit  encore  de  1 avec  Picard  et  Flamsteed. 

Le  passage  de  Vénus  sur  le  ilisque  du  Soleil,  arrivé  le  6 juin  17(11,  a 
fourni  aux  .Vsironomes  l’occasion  de  reclilier  le  diamètre  de  Vénus,  «pil- 
les «ibservations  d'Horroccius  avaieut  donné  d’envinin  ao"  à la  dislanci- 
moyenne  du  S«ileil.  M.  de  Lalamie  l’a  «léterminé  de  ifi",7  à cette  mémi; 

\.  3o 
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ilisifiiico,  liiiit  par  ses  propres  ol)Sfrvatioiis  que  par  relies  que  Short  avait 
laites  en  Aiq^lelerre;  et  il  ne  parait  pas  que  les  ohservations  du  passage 
de  I7fi<)  aient  rien  eliangé  à eelte  détenuination  ( Mémoires  rie  f’ Academie 
desfîciences  de  Paris  pour  1762,  page  2Ü0). 

Le  diamètre  de  .Mercure  ayant  été  mesuré  par  Kradley  en  172'i,  dans 
le  temps  <lu  passage  de  rette  Planète  sur  le  disipie  du  Soleil,  avec  un  ini- 
eromètre  appliqué  à un  télescopi"  d'IIuyghens  de  1 ao  pieds,  lut  trouvé 
de  10“ /fÜ"' {Tratisiictions philosofdiiques,  n"d8t>).  Or  le  raleul  doune  pour 
la  distanre  de  Mercure  à la  Terre  k cette  époque  0,67657:  de  sorte  (|ui‘ 
e.e  diamètre,  réduit  k la  distance  moyenne  du  Soleil,  devient  7",  27.  .Mais 
.M.  de  Lalande,  dans  le  passage  de  i7.'iT,  ne  l’a  ti-ouvé  pour  cette  même 
distance  que  de  6“|:  et  il  le  lise  en  conséquence  par  une  espèce  de  milieu 
k 6",f),  Nous  le  supposerons  en  noiuhres  ronds  de  7",  tel  qu’il  se  trouve 
dans  la  Connaissance  des  Temps. 

li.  Les  valeurs  (|ue  nous  venons  d'assigner  aux  diamètres  de  .Mars, 
Vénus  et  .Mercure,  réduits  k la  distance  moyenne  ilii  Soleil  k la  Terre, 
étant  maintenant  divisés  par  17",  diamètre  de  la  Terre  vue  du  Soleil 
«laits  la  supposition  de  la  paralla.xe  de  cet  astre  de  K'  a,  on  a les  uoinlin-s 
suivants 

o,(»7o5t),  o,ï)8'»t5, 

pour  les  valeurs  d«“  ces  diamètres  exprimées  en  parties  de  ctdui  de  la 
Terre.  Les  eulms  de  ces  nomlires,  étant  multiplii's  respei-tivemeut  par  les 
densités  f 12) 

i,38'»fïo, 

donneront  les  masses  en  parties  de  celle  de  la  Terre;  et  c«‘s  mas.ses  étant 
ensuite  multipliées  par  rapport  de  la  masse  de  la  Terre  k celle  du 

Soleil,  donneront  enlin  les  rapports  des  masses  de  Mars,  «le  Vénus  et  Mer- 
cure k celle  du  Soleil,  ou,  ce  ipii  revient  au  même,  les  masses  de  ces  Pla- 
nètes expriméi's  en  parties  de  celle  du  Soleil,  c’i‘st-k-dire,  li‘s  vahmrs  des 
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iliiaiiliU-s  T’ , T'*.  T'.  D’après  re  calcul  on  trouve 

loiîT-  4.551:437.  T”= 

lopT' = 3,l)«)34oi5,  T = ig — 

».oî5nio 

Kt  les  antres  masses  seront,  comme  on  les  a trouvées  ci-ilessiis, 
iokT  =.(;.4:3«f.:4.  t - 335^. 

Ioî:  T', = (>,071-561,  ï' = — -r-! — 

"'«T  =4.437*7:4. 

15.  Après  avoir  ainsi  tléleriuiné  les  valeurs  des  i|uantilés  T,  T T’, 
il  n'y  a plus  (|u'à  les  substituer  dans  les  expressions  des  quantités  inar- 
(|uùes  par  des  crochets  ronds  et  carrés  { 4)  ; mais  avant  de  faire  celte  sub- 
stitution nous  remarquerons  (|ue,  dans  les  équations  dill'érentielles  dont 
ces  quantités  doivent  être  les  cocHîcients,  la  variable  i est  censée  repré- 
sentée par  l'angle  du  mouvement  moyen  de  la  Terre  autour  du  Soleil..Or 
il  est  beaucoup  plus  eommode  pour  le  calcul  et  pour  les  usaj^es  astrono- 
miques d'exprimer  le  temps  en  années  Juliennes  de  365  jours  et  G heures. 
Soit  donc  a l'angle  ((ue  la  Terre  ou  le  Soleil  parcourt  relativement  aux 
étoiles  fixes  dans  l'espace  d'une  année  Julienne,  il  est  clair  qu'il  n'y  a 
qu'à  changer  l en  at  pour  que  la  quantité  t se  trouve  exprimée  eu  années 
et  en  parties  d'année.  .Mettant  ainsi  at  à la  place  de  t,  et  par  conséquent 
adt  à la  place  de  dt,  dans  les  équations  dont  il  s'agit,  et  les  multipliant 
ensuite  par  a,  elles  ne  recevront  d'antre  changement,  si  ce  n'est  que  tons 
leurs  coeiricicnts  représentés  par  des  crochets  ronds  et  carrés  se  trouve- 
ront eux-mêmes  multipliés  par  a.  D'où  il  s'ensuit  que,  pour  faire  en  sorte 
que  le  temps  t se  trouve  exprimé  en  nombres  qui  représentent  des  annéi-s 
Juliennes,  il  suffira  de  multiplier  par  a les  valeurs  de  toutes  les  (|uantités 

3o. 


Digitized  by  Google 


TMÉÜKIE  DES  VVKIATIONS  SÉCIII.AIRES 


iM! 

niim|iK-rs  |iiir  d(>s  itocIhMs,  ou  eiu-oro  de  iiuilliplier  Kiinplomeiil  pur  u les 
Videurs  des  six  (|uaiililés  T,  T’,  ï”,...,’!',  puis(|ue  ehuriine  île  eelles-lâ 
est  iiiullipliée  par  une  de  celles-ei. 

Mais  il  l'aut  délermiiter  la  valeur  de  a;  pour  cela  je  prends  dans  les 
Tailles  de  Maver  pour  le  Soleil  le  inouveinent  pour  luo  années  Juliennes, 
que  je  trouve  de  cent  cireouférenees  coniplèles  plus  ce  i|ui  l'ail 

I a9(jo27tl'i":  j'en  relranclie  le  inouvement  séculaire  des  équinoxes,  qui 
est,  suivant  les  mêmes  Tables,  de  i®2'3'5i>",  ou  bien  de  Ôo'io”;  reste 
i2yr>9775T"  pour  le  mouvement  séculaire  du  Soleil  ou  de  la  Terre  rela- 
tivement aux  étoiles  tixes;  d'où  l'on  a 

'295<J"7'.53 

pour  le  mouvement  annuel  que  nous  avons  dénoté  par  a. 

Je  multiplie  donc  les  valeurs  des  quantités  T,  T,  T" T'  trouvées 

dans  les  numéros  précédents  par  le  nombre  1 29J977”,  5'3;  j'ai  comme 
il  suit 

logT  =^2,5Htlj0i8,  T ^ 385\8<)i, 

logT'  =3,o8iî5'î5,  r = 17.1  {",376, 

togT"  •-  y,  8483 jt'i?.,  T"  — o",  707, 

logT' = 0, 34.187  i8.  ■i",5f7. 

logT"— O,  ti»)73  ji  I,  T"—  {".G-i»), 

log’l’"  =- ij,  8.i3.(y8.),  T'—  o'.Gjo. 

t>  sont  les  valeurs  des  masses  des  six  Planètes  Saturms  Jupiter,  Mars, 
la  Terre,  Vénus  et  Mercure,  en  supposant  la  masse  du  Soleil  représentée 
par  l'ang;le  que  cet  astri*  décrit  dans  l'espace  d'une  année  Julienne. 

16.  On  substituera  maintenant  ces  valeurs  dans  celles  îles  quantités 
marquées  par  des  crochet-s  ( i)  ; mais,  comme  les  masses  que  nous  venons 
de  trouver  pourraient  encore  avoir  besoin  de  quelque  correction,  surtout 
celles  de  .Mars,  Vénus  et  .Mercure  qui  n'oul  été  déterminées  .|u’bypotllé- 
liquemeiit.  il  sera  bon  de  multiplier  auparavant  les  valeurs  précédentes 
de  T,  T',  T",  T ".  T"',  T’,  |iar  des  coellicients  indéterminés,  /n,  ni , m",  m". 
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m",  //('.  qui  stToiil  par  cuiüti-queiit  riMisf's  représiüilfr  des  numbirs  pi-ii 
(lilIV'i'fiils  lie  ruiiité.  Oit  verra  dans  la  Sviiion  suivante  cüiniiieiil  on  peut 
déleriiiiner  ces  coeIReienIs  d’après  les  oliservations. 

On  aura  donc  cuinine  il  suit 


U»  1 

1, 952373<), 

L».  ■]  ■ 

1 l’,t)842rtl' 
i,o«i7rjij78, 

2)  — o", ooo5m" 
0, 679B260, 

[u.  2]- 

0”,  0001  m" 
5,975i5a(», 

(U«3.=  0",  OOIÜ//!*' 
7,oo5.j{t^. 

[0,  3] 

0",  0001  m'* 

(>,  1215453, 

(u,  4 ‘ o'',ooo7/;r* 

[o.41 

0",  0001  m*' 

ü,  8374uo8, 

5,81291 1 1, 

(ü,  5 =r  0", 0000m’ 

[o,  5]=. 

o",o(M)om’' 

4,  rUîui  22, 

(1,0  = 7",l)«)5am 
o.SHtraiSî, 

[■.‘«1 

5'',o28tim 
0, 7014424. 

(1,2  . o',oo}5ni" 

7,li54i  107, 

[.,2]  - 

o",üoi8m"' 

7,2130960, 

fl,  3)--  o",  oottqm" 
7,i)4.)33«;i, 

[>.3] 

o^jODSi  m* 

7,3274)829, 

(1,4)--  o",oo59m''^ 

[-,41- 

0'' , 00 1 0 /«  ' • 
7,0100202, 

( 1,  5)  z;: 

6,  3549135, 

[i.5]  = 

0",  0000m' 
5, 3229357, 

l2,ü}=:  o",05Kim 

9,8182718, 

[2,0]- 

0",  1 2()i)m 
t),  1135984, 

2,  1 ) i itim' 

1,15871 >4, 

[2,1] 

■>'',2’203/«' 

«••7'7‘nt77. 

(2,  3)  =:  1*, 7724m*' 

0,2.485728, 

1",  363om* 
0, 1 344935, 
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».  4 ! 

l*.41- 

o",  !388i|W'* 
9, 58(|<|  {02, 

o*,8i8am' 
8,  t;t5i|Go<)K, 

l».5]  = 

o^,«io56«/' 

'.74974»y. 

(3,0)  =: 

o’ , ^4o3«j 
«la  5318127, 

l3.o]  = 

o*',o445wi 

8,64791  ' ’’ 

(3,  1 • = 

6'  ,9{8<i  m* 
o,84i858i|. 

[3,.]_ 

o,22o5<»47* 

1 3,  a ■ = 

o",433om'' 

<1,63(14927, 

[3.  a]. 

0",  333ow" 
9, 5224 1 34, 

lî.  4i- 

7". 4579m'’ 
0,8726141, 

(3,41- 

6’’,2io4  /m'* 
0, 7931 1 7«|, 

3,  1 - 

o',o<)76m* 

8,t|8()337i, 

13.5J  = 

ü",o463/w’ 

«.(1654494. 

4, 0 ) = 

o",2«73m 

9,3166326, 

[4,0]  - 

u'*,oii|6m 
8,  2<92t429, 

(4. 

4",  i3i2«i' 

0,6160784, 

J.']  = 

u'',7i(»8w' 

<j,8554o65. 

1 4,  a 1 = 

0",  < 482  w" 
9, 1707353, 

Li.»]  = 

o'',o853«j" 

8,930725?., 

(4.31  = 

6",<i9o8m*' 

0,825479^», 

[4.3]  = 

5',  57 16m* 
«.745983;. 

(4.5)  = 

9,6i565o7, 

[4.5]  = 

o",27i4  tn' 
9.43356<|8, 

(5,  o)  = 

o",o8o6  m 
8,9060743, 

[5.«]  = 

*>",  oo4 1 fn 
7,6123435, 
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(5,  1)-^ 

l", 5754m' 

0",  i4<)4m' 

O»  1^74^^» 

9.  i654î^2î* 

( 5,  a = 

.[5,a]  = 

0",  01 22  m" 

>*.5<r4!>{‘> 

8, 0878272, 

.5,3)  = 

(5.3]  = 

9,4)3ç|3oi  i* 

9,(*i5^i37, 

(5,4)  = 

j",  1952m" 

15.41- 

2*',(M)57m'' 

0,1*227495, 

U,  43o(it»H(>. 

J'ai  placé  aussi  suus  les  ('oeltici('iilsjiuiiién(|u<‘s  leurs  loguritliiucs,  t'uiiiiiic 
je  l’ai  déjà  l'ait  plus  haut  ( i),  cl  |>ar  la, même  raison,  ('.'est  ainsi  (|iic  j’en 
userai  toujours  dans  la  suite. 


17.  Voilà  donc  les  valeurs  numériques  de  tous  les  roettieients  îles 
dill'érenles  équations  dill'érenlielles  ipii  doivent  servir  à déterminer  les 
variations  .si'-eillaires  des  aphélies,  des  exeentririlés.  des  nieuds  et  des 
inelinaisons  des  six  Planètes  |)riiiripales.  Ces  équations,  au  nombre  de 
vingt-quatre,  auront  la  forme  que  voici. 

i“  Pour  les  variations  des  aphélies  et  des  excentricités,  en  nonimant 

5,  les  longitudes  des  aphélies  de  Saturne,  Jupiter X, 

les  excentricités  de  leurs  orbites,  en  parties  de  leurs  moyennes  dis- 
tances au  Soleil,  et  supposant  .r—Xsin^,  v=Xcos9,  x'— X'sin^. 

J’=>'C0S9' 

— I I;  -H  O,  2) -(- (<S  T/-t-  O,  j -t-,0,  5 jv 
-e  [o,  i]  »-'-e  [o,  a]  t [o,  [o,  4].*“’  [o,  5]y’  - o, 

I i>,  I -4-  O,  a)-+-  (o,  -t-  o,  i)  -f-  (o,  5 j .r 

— [o,  ijx’  — [o.  •»]x'  — [o,  3]x"  — [n,  4]x"  — [o,  5|.r'.—  o; 

j^(i,o)-t- (1, 2.  ^.(1,3  -4-  1,4  -4-(i,j)jr’ 

-4-  ||,  o]  (■  -4-  [i.  a]  ) "-4-  [i,  3)  r"-*-  [i,  41.>”’-+- 1'.  5].v’  ", 


</x 

lï 


</y 

.t/ 


#Ar' 

7ft 
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TllliOKlE  DES  VAHIATIONS  SÉCL'I.MKES 


-4-  j ( I,  n)  -(-  ! I,  *)  -t-  ( I,  A)  4-{  I.  4 > '•ij-*'' 

— (i.o)  J-  — 11,  7.]  J-"  - (i.Sji"— [i,4]  j:'’  — [i,  5]  X'  _T.i; 

(i  t‘  V I 

— I o)  -h  (••,  1 1 -h  (?,  3)  4-  (^.  ij  -f-  \2,  5)  I )■" 

"1  >*-*- 3],)  "'4-  [a.  - **• 

■“  -t~  9-,  *>î  -h  (a,  I -f-  î,  3 1 "4-  ( 5, 4ï *+■  (*»  5)  I J " 

— [a,  »)  X — (a*  i]  x'“  (a,  3]  — [•>.  j]  — [?»  ^>]  x‘  = o; 

I 3.0  -(-(3,1  -(-(3,  s.  -t-l,?.  4 .4.13,5  J.t“ 

-t-  [3,  o]  r -h  [3,  i], >•'-(-  (3,  t]_)  ■ -I-  [3.  4].>'”  ri].v’  = ", 

4- p3.o)-M3.  1 x.^XJ.  -4.(3,  4 (3.  5)Jx- 

— [ 3,  o]  X — [3.  i]x'—  [3,  (tjx"  — [3,  4]  ('■"  — [3-  ''jx'  rr  o; 

— 1^(4" "1  (4- ' i" ^ ■*"(4'5ij.v" 

-+-  [4. "].v-^  14. '!.*•'+  [4. ’].r''-t-[4.  3].»".t-(4, 5]  »••-  <>, 

-4- 1^(4.»  -f-(4.it+  4"’  4. ( 4. 5ijx" 

— [ j.o]x  — [4.  ilx'  — [ 7 j .i'  — [4.  l]x'  — [ ;,  5]  X'-  o; 

I 5.  o ) -4-  *4,  I -4-  ( 5,  ».  5,  3 -4-  ( 5,  4 1 j .»•' 

-.-  [5,  <>].»•-*- 1 >,  •l.r' -4-  [5,  ï]!'" -4-  [5,  3]_)  "-4-  [5,  (j  _)■'•  --  II, 

-4-  1 1 5.  o -T-  { 5,  I -I- 1 5,  » ) -4-  ( 5.  3 1 -4-  5,4  j 

— (5,  olx  — [3,  ijx"  — [ 5,  »]  x'  — [5.  3]  j”  — [5.  4] 

a"  Pour  l<'s  variations  dc.s  nœiiils  rt  tirs  inriinaisons.  i-ii  iiominaiil 

■U.  'Il  ,...  1rs  longitU(l(‘s  lirs  luvuils  as<‘i.nilanls  ilr  Saliiriir.  Jiijiilrr 

î.  5',.,.  1rs  Iangrnl4‘s  îles  inrliiiaisoiis  dr  Iriirs  orliiti-s  sur  le  plan  <lr 
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«‘dipli(|ii('  supposée  fixe,  et  fuisant  s~0  sin«,  h = î tosu,  .» 
’ = 5'  eo.s'd', .... 

!f]  3)  (o.  4)-*- (".  5)j  « 

— (o,  i)  «’ — (o,  a)  II"—  (o,  3)«" — (o,  4)«"  — (o,  5)u‘  : 


lit I *"■  **■•■*"’  4)-*-  (o.  5)  I i 

(o,  i)i'  -+-  (o,  7.  j'  H-  (o,  (o,  4)  «"  -I-  (o,  5)1’ 

% 3)  ('>4)  + ('.  5)  I «' 

— (I,  o)«  — (1,  2)«'  — (1,  3)  «*—  (i,4)u”—(i,5)«' 

— I (1.3)  + ('.4)  -t- 

-t-(i,o)H-(i,a)i"-t-(i,3)i”+(i,4)i''-*-(i,5)i’=i. 

^ i)  + (7,  3)-i-(7,  4)-l-(a,  5)J  h' 

— (ï.  o)«  — (*.  !)«'— (ï.  3)«"— (2.  4)«"  — (ï.  3)«’  = 

^ — j(a,  o).t-  (2,  il  +(2,  3)  -t-  (2,  4)  -t-(2,  5)ji" 

-1-  (2,  o)  1 4-  {a,  1)1'  + (2,  3)  j’’-!-  (2,  4)1"  -t-(2,  5)  f'  r 

^ -vj(3,o)  + (3,i)-H3,2)-t-(3,4)-t-(3,S)J«' 

— O.  «')«  — (3,  i)u'— (3,  2)  u'—  (3, 4)«"  — (3,  5)«'  = 

~ _[^(3,o)-n3,i)-t-(3.2)-i-(3,4(-t-<3.5)ji" 

H-  (3,0)1  -1-  (3, 1)1'4-  (3,2)^+  (3,4)1"  H-  (3.  5)1’  = 


~ -H  I ( {.«>) -I- (4,  i)-i-(4,2)->-(4,  3)-i-  (4, 5)  I U" 

— (4,o)«  — (4,  !)«'— (4,  alu’  — (4,  3) U*—  (4,  5)«’ 

— I (4.  (4.  (4. 2)  •+•  (4.  3)  -I-  (4. 5)J  1" 

-4-  (4,0)1  + (4, 1)  i'-h(4, 2)  i*+  (4, 3)  i"-t-(4, 5)  1’ 


V. 


TI1ÉOR1R  DKS  VARI  ATIONS  SftClM.  AIRKS 


H- p5, <>) -f- (5,  I)  + (5,  7.) -(- ( 'i,  A)  + 't.  4f  j ' 

— (5,<i)«—  î,  I , 5,  7|  u"  — ( 5,  3)  h'"-  î,  i «".—  O, 

— je»,'»  -t-  A,  |)+  'i,  7)+  '!,  3 -t-  3,  j j j' 

-4-  3,o)n-(‘i.i  5'+  3,  7)»"-4-(  3,  3 i"4-  5,  j)»"  •='*• 

yu!iiil  il  la  varialile  /,  elle  rcpréscnti*,  ilaiis  cos  i‘<|iiations,  l«’  nombre 
entier  011  fraetionnairc  des  années  Juliennes  émulées  <le|iiiis  une  époque 
lixe  qui  est  eneore  arbitraire,  île  sorte  que  t sera  positif  pour  les  temps 
postérieurs  à eette  époque  et  népalif  pour  les  antérieurs. 

18.  Nous  avons  supposé  jusiju’iei  que  les  orbites  îles  l’Iani'les  étaient 
rapportées  à une  éeliptique  lixe,  e’est-ii  dire  au  plan  dans  lequel  la  Terre 
s'est  mue  à une  époque  donnée;  et  nous  avons  rapporté  également  à ee 
même  plan  la  position  variable  de  l'éeliptiqiie  réelle  ou  de  la  vraie  orbite 
de  la  Terre,  pour  un  instant  ipieleonque.  Mats  eu  .Astronomie  on  a rou- 
tume  de  rapporter  immédiatement  les  orbites  des  Planètes  à cette  éclip- 
tiipie  réelle;  on  rapporte  ensuite  la  position  variable  de  celle-ci  à celle 
de  l'éipiateur,  en  tenant  compte  des  changements  auxquels  ce  dernier 
plan  est  lui-même  sujet.  .Ainsi,  pour  rapprocher  aillant  qu’il  est  possible 
uns  formules  des  métbodes  astronoiniipuvs.  il  faut  encore  faire  voir  com- 
ment elles  peuvent  servir  à déterminer  directement  la  position  des  orbites 
des  Planètes  par  rapport  au  vrai  |dan  de  l’écliptique. 

Pour  cela  on  se  rappellera  que  la  tangente  de  la  latitude  correspon- 
dante à une  longitude  q,  pour  un  |ioint  quelconque  d’une  orbite  dont  la 
tangente  d’inclinaison  est  î et  la  longitude  du  lurud  est  'a,  est  exprimée, 
en  général,  par  î sin  q — -a),  comme  ou  l’a  vu  dans  la  première  Partie; 
ce  qui  est  d’ailleurs  connu  par  les  propriétés  des  triangles  sphériques 
rectangles.  .Ainsi’,  en  supposant  deux  orbites  rapportées  premièrement  il 
l’écliiiliipie  lixe,  et  ensuite  l’une  à l’autre,  et  nommant  5,  5'  les  tangentes 
de  leurs  inclinaisons  à l’écliptique,  u>,  'a  les  longitudes  de  leurs  nauids 
ascendants  sur  ce  plan,  s la  tangente  de  l’inclinaison  de  l’une  à l’autre, 
et  il  la  longitude  du  iiieud  ascendant  de  la  première  sur  la  seconde. 
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sur  les  Uingentes  des  laliludes  eorres|»ondantes  à une 

même  iungitude  (j  seronl,  pour  les  deux  orlules  relalivemeiil  à l'éelip- 
li<|ue,  OmxUi  — '•>},  '/ »\\\i q — et  pour  la  premier»*  urhile  relative- 
ment à la  seeoiide  â.sin(^  — U). 

Or,  si  riiu'liuaisou  des  deux  orbites  à réelipti(|ue  est  supposée  tri's- 
petite,  en  sorte  (|iie  5 et  5'  s(denl  des  (|uanlités  fort  petites,  ainsi  (|ue 
les  tangentes  des  latitudes  seront  à très-peu  près  égales  aux  latitudes 
elles-mêmes,  et  le  rercle  de  latitude  eorrespondant  à la  longitude  </ 
romptée  .sur  réelipli(|ue  se  eonfondra  à très-peu  près  avee  le  eerele  de 
latitude  eorrespondant  à la  même  longitude  q eom|)tée  sur  l’une  des  or- 
bites. D’où  il  est  aisé  de  ronelure  que  la  latitude  Ssiiifi/  — U;  sera  à 
très-peu  près  égale  à la  dill'érenee  des  deux  latitudes  5 sinfi/ — '«)  et 
5’sin(  q — w');  ee  qui  donnera  eelte  équation 

S siiil<y  — li)  — S sni{<y  — m)  — 5'  sin!^  — «'  . 

laquelle  sera  vraie  q»ielle  que  soit  la  longituile  q.  De  sorte  (|u’en  déve- 
loppant les  sinus  et  eomparant  séparément  les  termes  qui  eontienuent 
sin»/  et  rose/,  on  aura  ees  deux  équations 

^siiiii  — Ssiow  — 6'sin!>>'=  i — s', 

S rosD  — fi  cosM  — fi’  cosf.»'  u — 

par  lesquelles  on  déterminera  faeilement  le  lieu  du  nmiid  eonimun  et 
rinelinaison  mutuelle  des  deux  orbites. 

Or,  piiiscpie  Jsinii  et  â eosU  sont  des  quantités  analogues  à s et  u, 
pour  l’orbite  rapportée  non  à réelipti(|iie  fixe,  mais  à une  autre  orbite 
dépendante  de  s'  et  il  s’ensuit,  en  général,  (pie  si  des  éléments  « et  « 
relatifs  à une  orbite  quelrompie  on  retranche  les  éléments  correspon- 
dants pour  une  autre  orbite,  on  aura  sur-le-champ  ceux  de  la  premii*re 
orbite  rapportée  à la  seconde. 

.Ainsi,  pour  rapporter  les  orbites  de  Saturne.  Jupiter,...  à récliptiipie 
vraie  ou  à l’orbite  de  la  Terre,  il  n’_v  aura  (pi’à  prendre,  à la  place  des 

éléments  î.  u les  différences  s — ï".  « — u',s‘  — 

de  ces  mêmes  éléments  avec  les  éléments  analogues  s",  u’  pour  cette  der- 
nière orbite. 

3i. 
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•M 

Quant  au  degré  de  préeisioii  de  ees  réductions,  il  n’est  pas  dillicile  de 
se  convaincre  qu’elles  sont  exactes  aux  quantités  du  troisième  ordre  près, 
en  regardant  les  inclinaisons  à l’écliptique  comme  des  quantités  du  pre- 
mier ordre;  ainsi,  vu  la  petitesse  effective  de  ces  inclinaisons  pour  les 
Planètes  de  notre  système,  on  pourra  toujours  employer  les  réductions 
dont  il  s’agit  comme  si  elles  étaient  tout  à fait  rigoureuses. 

l'J.  .A  l’égard  du  changement  de  position  de  l’écliptique  vraie  par  rap- 
port à l’équateur,  on  le  détermiiu'ra  facilement  d’après  celui  qui  a lieu 
relativement  à l’écliptique  fixe,  et  ipii  dépend  des  quantités  S'sinta", 
«•“=5'costa*. 

Kn  effet,  comme  5"  est  la  tangente  d’inclinaison,  ou  l’inclinaison  elle- 
même  (à  cause  de  sa  petitesse ,i  de  réelipti(|ue  vraie  avec  l’éelipti(|ue  lixe, 
et  >a'  la  longiludi-  du  nœud  ou  <lu  point  d’interseelion  de  ces  écliptiques; 
si  l’on  nomme  de  plus  I l’inclinaison  ou  l’oliliquité  d<‘  l’éclipti(|ue  lixe 
de  1700  sur  l’équateur,  I f l’obli(|uité  de  réclipti(|ue  vraie,  w"— r,  la 
longitude  du  nœud  des  deux  éclipti(|ues  comptée  sur  l’éeliptique  vraie, 
tandis  que  la  longitude  w"  du  mémi-  nœud  est  comptée  sur  récliplîque 
lixe;  enlin  s l’arc  de  l’équateur  tsimpris  entre  hvsdettx  écliptiques;  on  aura 
évidemment  un  triangle  spliéri(|ue  formé  par  les  trois  côtés  i,  '«j',  w' — 1;, 
et  ilans  lequel  les  angles  opposés  à ces  côtés  seront  5*,  180"—  I —1,  i.  De 
sorte  que  par  les  pnq)riétés  connues  un  aura  ees  formules 

cos  ! l -f-  / ’ — cos  I cos  6“  — sin  1 sin  6'  cos 

_ siiit  _ sin(f.)“— »;  I 
sin!l -4- 1)  ~ sinO'  siii  I ’ 

d’où  l’on  tirera  t,  e et 

Or,  en  regardant  5’comim'  très-petit,  tel  ij  seronl également  très-pe- 
tits du  même  ordre„et  l’on  trouvera  par  la  méthode  différentielle 

/ = O'cosw", 

donc 

/' 


sùkl  ’ ‘ langl  Inng  l ’ 
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Il  est  clair,  d'après  les  dénnminaliun.s  prérédcnies,  (]ue  i sera  l'ac- 
cro'tssemenl  de  roldi(|uilé  de  l'édiplique,  t le  niouvenieiU  des  points 
équinuxiaux  en  ascension  droite,  et  ïj  leur  mouvenient  en  longitude. 

Ces  éléments  étant  connus,  oti  déterinitiera  facilement  les  variations 
.séculaires  de  la  latitude  et  de  la  longitude  des  étoiles,  dues  au  déplace- 
ment de  l’écliptique;  et  il  n’est  pas  dillieilc  de  voir  <|ue,  si  X est  la  lon- 
gitude d’utie  étoile,  Y sa  latitude  supposée  Deréale,  l’une  et  l’autre  ra|>- 
portées  à l’éclipti<|ue  fixe  de  1700,  on  aura  à très-peu  près 

6"  siii  ( X — w"  ), 

pour  la  quantité  dont  la  latitude  sera  diminuée, .et 
S'cosIX  — »>)  langV  — n, 

pour  celle  dont  la  longitude  se  trouvera  augmentée. 

De  sorte  que  l’augmentation  de  lu  latitude  sera  représentée  par 
i*rosX  — u'sinX,  ou  r,  langl  cosX  — » sinX, 
et  l’augmenlation  de  la  longitude  sera 

(«”rosX  + i"sinX)  lang V — ou  icusXtangV  — r,  1— taiigl  sin X taiig\ '. 

Au  reste,  comme  nous  avons  snppo.s«'>  que  les  iongittides  étaient  comp- 
tées depuis  un  point  fixe  de  réclipli(|ue  fixe,  pour  avoir  égard  à la  pré- 
cession des  équinoxes,  provenant  du  mouvement  rétrograde  de  l’équa- 
tenr,  et  qu’on  estime  communément  de  ôo'’i  par  an,  il  faudra  augmenter 
ces  longitudes  de  jo’’i  X t-,  c’est  pouri|uoi  il  faudra  mettre  dans  les  for- 
mules que  nous  venons  de  donner  'a'-i- Ôo"|  x t au  lieu  de  •a’',  ce  4|iii 
eliangera  la  (|uantilé  en 

j"  cos\  5o"  3 X < ) -t-  sin  ( 5o''  ■ x t V 

t!l  u"  en 

u~  cos  So"  J X t)  — j’'  sliv  5«”-j  X 

II  en  sera  de  même  pour  les  longitudes  des  neeuds  et  îles  aphélies  de 
toutes  les  Platiètes. 

iO.  üti  sera  peut-être  surpris  de  ce  i|ue  dans  les  calculs  precedents 
nous  n’avons  point  tenu  compte  de  l'action  de  la  nouvelle  Planète.  Mais: 


TliÉOltIK  DES  V^UI  VriONS  SECIiEAIItKS 


i”  il  n'osl  p(Mi(<<*lro  pns  (*ncore  sü(lis^innM*iil  (’onstatê  (fiie  soit  um*; 
a"  sa  dislance  au  Soleil  est  Irop  ÿ;ranile,  el  sa  inas,sp  [larait  être  trop  pe- 
liU‘  pour  pouvoir  produire  des  eH'ets  sensibles  sur  les  autres  Planètes. 

En  ell'el,  i|uant  n la  distanee  niovenne  de  cette  Planète,  d’après  les  der- 
nii-rs  ealeiils  appuyés  sur  les  <di.s<!rvations  laites  depuis  deux  ans,  elle  est 
à peu  près  <lonble  de  eidle  de  Saturne,  et  son  diamètre  apparent  n’est,  sui- 
vant les  oli.s4‘rvations  de  ,M.  Herscliel,  <|iie  d'environ  'i";  ainsi  ce  ilia- 

iiietre  n'est  que  - de  eelui-de  Saturne;  de  sorte  que  le  diamètre  vrai 

4 t’4 

de  la  nouvelle  Plani'te  sera  2 de  celui  de  Saturne,  et  son  volume  à 
•t  :■’!» 

peu  pri’s  — , de  celui  de  Saturne.  Ce  rapport  serait  aussi  celui  de  leurs 

* * J 

masses,  si  la  densité  était  la  même  de  part  et  d’autre;  mais,  .suivant  la 
loi  des  densités  trouvée  dans  le  n"  12,  celle  de  la  nouvelle  Planète  s»‘iait 
la  moitié  moindre  que  celle  de  Satiinu',  et  par  con.st'quent  sa  ma.sse  ne 

.serait  qu’environ  ^ de  la  masse  même  de  Saturne.  H’apri-s  ees  données 

il  est  facile  de  se  convaincre  que  l'action  de  la  nouvelle  Plani-te  doit 
être  très-peu  sensible  sur  Saturne  même,  et  à plus  l'orti-  raison  sur  les 
autres  Planètes  plus  éloignées  d’elle;  el  eette  raison,  jointe  à l'incerli- 
lude  <pii  peut  rester  encore  sur  les  éléments  de  cet  astre,  nous  a paru 
sulli.sante  pour  nous  déterminer  à faire  quant  k pré.sent  entii'remenl 
abstraction  de  son  action,  dans  la  Tbétirie  des  variations  séculaires  des 
éléments  des  Planètes. 


SECTION  seconde;. 

VALKCHS  SKS  VASIVTIUSS  %-S.MF.LLE»  SES  KI.EVCSTA  MES  SIX  PLAXtlTES* 
PEisc.ii‘Ai.Es,  porn  i.  EPoycr.  iiE  1700.  cumpaeaisiiv  tir.  i;r«  valei  »s 
AVEC  CELLES  OCI  Elk.'ll.TEXT  UES  n BS  EK  V A Tl  11. > S. 

21 . Nous  venons  de  présenter  les  équations  diHerenlielles  qui  renfer- 
ment la  loi  des  variations  st'culaires  des  éléments  des  six  Planètes  prin- 
cipales; el  ces  équations  n’ont  lM»soin  que  d'étre  intégrées  pour  donner 
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i\l 

r*‘IU‘  loi  sou»  iiiu-  Corme  linie  e(  générale  pour  uu  leiiips  t|iieleoiii|iie; 

mai»  dans  l'état  où  elles  Vont,  elle»  peuvent  servir  à déterminer  le»  varia- 

• 

lions  annuelle»  des  incnies  élément»,  puisque,  ees  variation»  étant  très- 
petites,  il  est  permis  de  les  supposer  égales  aux  rapports  de  leurs  dillé- 
rentielle»  à relie  du  temps,  que  non»  exprimons  en  années  Juliennes. 
Quoi(|ue  la  (piantité  de  ee»  variations  eliange  d’une  annee  à l'antre,  on 
pourra  cependant  la  regarder  et  la  traiter  comme  constante  pendant  plu- 
sieurs années,  et  même  pendant  un  ou  deux  sii-cles;  ainsi,  si  l’on  déter- 
mine les  variations  dont  il  s’agit  pour  le  commencement  de  ce  .siècle,  on 
pourra  y comparer  les  résultat»  des  observatituis  laites  depuis  le  renou- 
vellement de  l’.Vstronoinie,  et  lixer  par  là  jnsipi’à  un  certain  point  l'in- 
certitude (|ui  reste  encore  dans  les  rapports  des  masses  des  Planètes. 

là’tte  é|>oi|ue  a de  plus  l'avantage  de  répondre  à peu  près  an  milieu  de 
l’intervalle  dans  lequel  Flamsteed  et  Halley  ont  Cuit  les  observations  qui 
ont  servi  à ce  dernier  pour  calculer  ses  Tables  des  Planètes;  de  sorte 
qu’il  est  à présumer  (|ue  les  cléments  de  ees  Table»  ont  été  principale- 
ment établis  pour  l’épo(|ne  dont  nous  parlons,  ou  (|ue  du  moins  ils  sont, 
par  rap|H>rt  à elle,  les  résultats  moyens  de  toutes  les  obsei'vations  sur 
les(]nelles  les  Tables  sont  Coudées;  et  (|u’ainsi  ils  peuvent  être  employés 
avec  contiance  comme  des  données  Cournies  immédiatement  par  l’obser- 
vation. 


22.  Pour  avoir  les  expr(‘s.sions  des  variations  annuelles  des  aphélies 
et  des  excentricités,  il  ne  s’agit  donc  ([ne  de  trouver  celles  des  ipianti- 

ih  '/?’  </).  <//.'  . Il  .-I 

tes  -^1  iii'  ~}ii suppose  dans  les  équations  du 

II»  17 

.r=:/siii?,  )•-.  >.ros9,  .i'  J.'siiii',  i'=:  eoso' 


on  aura 


yilx  — .r  ilr  ~ -r'  -t-  i ‘ - 

J" J"' -t- y; e' = XV  eos  u'  — 9 , x'y — 1 siii  — 9'  , 


et  ainsi  de  suite;  ainsi  ces  équations  donneront  : 


TlIKOHIE  DES  VA  III ATIONS  SÈEU I.  A I R ES 


ils 

I"  l’oiir  les  mouvements  annuels  des  a|diélies 


</a« 

(77 


= ,(>,  l)  + (o,  7.)  -I-  (o,  3)  4-  (o,  4)  + (O,  '») 

, , >.'eosÎ9'  — 9)  , ,).'eos(o"— Oj  , 

-["•') 1 -(•>,  3)  - 

_ -S.)  _ 5] 


,/y 

fiî 


— l,o)-l-(l.7)-t-(l,3)4-(l,4)4-(l.5 

, ,).eos(o  — o')  ■ , , /.'cos(o"  — o' > 

-[i,o) ^ [i.ï] ^ - 

-11, 4) ^ 


.3] 


T/ 


--  (ot^o)  -h  (a,  l)  -h  1^.,  3)  H-  lï»  4 5 t 

_ [7.  o]  - (7.  i]  _ [7.  31  - 

- [*.  41  - [*.  5]  . 


Jj-  — ( 3,  oj  -I-  (3,  i)  -t-  (3,  a)  4-  ( 3, 4 ) -t-  (3,  5) 

_ [A,  „]  _ [3.  ,]  J-X'  _ I J.  ,1 

_ [3,  41  _ [3.  5]  • , 


= {4>  “)  ■+•  (4,  'I  *4,  *)  ■•■  (4,  (4, 5) 

- [4. 0]  ^ - 14. 1]  -[4.^1 

_ [4, 31  _ |,J,  5]  , 

— (5,  o)  4-  (5,  I)  4-  (5,  a I 4-  (5,  3)  4-  ( 5,  4 i 
-[5,ol  - [S.  al  ^ 

_ [5, 31  _ [5. 41  ±:--^ ’i'. 


"'cü^V“'—  9) 


/ 


(‘OS  9*"  — 9^* 


cosi  O*'  — 9“' 
5- 


'’cos^9'  — 9*i 
>' 
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2“  Pour  les  variations  annucllps  des  exmilricilés 

---[o,  i]).'sin(f’—  9I  -*-[o,  ï]  X'sin(9'— O) 

-t- [o,  î]  X'.siii(v“  — ? [«. 4]  X”sin(ç''  — 9) -t-  [«,  'î] >.'sin(9'  — 9Î, 

'di  — S'"  i?'-?') 

-t-  [ I,  T)À"sin(9'— 9*1  [i.  41  *"s''>(9‘'—  9')  + [ 1,  5]  X'sin(9'  — 9'), 

= [a.  o]  >■  sin(  9 - 9"  ) -4-  [i,  1 ] ).'sin(?'  - 9') 

-t-  [2,  3)  X“sin(9' — 9'  I 4-  [ t,  4)  X''sin(9‘'  — 9*)  4-  [7,  5]  )'sin(9'  — 9'  i, 

7/7  ~(3,  o)Xsin(9  -9")  4-  [3,  1 ] X'sin'9' — 9"' 

4-  [3,  2]  X'siii(9'  — 9*)  + [3, 41  X”sin(9"—  9“)  -t-  [3,  5]  X’sin(9‘  — 9"), 


î^  = [4,o]Xsin(9  -9'*)4-[4,  i ] X'sin(9'- 9'’) 

4-  [4.  2]  X'siii(9*—  9‘*)  4-  [4>  3]  X'sin(9”—  9")  4-  [4,  î]  X’  sin{9'  — 9"  , 
f/X' 

= [5,  o]  X sin(  9 — 9’)  -t-  [5,  i]  X'siii(9'—  9' , 

4-  [5,  »]  X'  sin;9"—  9')  4-  [5,  3]  X^sini  9*  — 9’  1 4-  [5.  4]  X"sin(9”  — . 

On  substituera  done,  dans  ces  formules,  les  valeurs  de  9,  9' X. 

X',...  pour  rêpoi|ue  donnée,  et  comme  les  coellicients  mar(|ués  par  des 
crochets  sont  déjà  exprimés  en  secondes,  on  aura  aussi  en  secondes  les 
variations  annuelles  des  aphélies  et  des  excentricités  relativement  à la 
même  épo(|ue;  mais  on  sait  que  la  plus  grande  équation  pour  une  ex- 

1 1 X* 

centricité  peu  considérahle  X,  est  à très-peu  près  2X4-  ’ «loue  les 

(juantités  -jy'  exprimeront  elles-mêines  les  variations  an- 

nuelles des  plus  grandes  équations  des  Planètes,  en  négligeant  les  quan- 
tités du  troisième  ordre. 

V. 


3a 


iSO  TlIKOIIiK  DES  VABIATlüNS  SÉCUI.AIHES 

23.  Si  l’on  vmilall  avoir  eus  variatinii.s  plus  rxaririneiit,  il  ii'y  aurait 
(|ii’à  fhm-licr,  par  ilos  (liirémilialioiis  et  des  sulislilutiuns  sureessives, 

les  valeui"s  des  diiréreiiees  seeoudes,  Iroisièines,.,.  de  À, 

en  tbiielioii  de  ees  variables;  et  regardant  ensuite  ees  iiièines  variables 
eoiuine  des  foiielions  du  temps,  ou  aurait  par  le  Théorèiue  eoniiu  leurs 
variations  pour  un  temps  (|ueleom|ue  r peu  eonsidérabie,  exprimées  en 
séries  de  l. 

Il  faut  seulement  remarquer  que,  eomme  dans  les  valeurs  des  dillé- 
reiiees  secondes,  les  coellicients  mari|ués  par  des  croeliets  rormeront 
partout  de.s  produits  de  deux  dimensions,  que  dans  celles  des  did'érenees 
troisièmes,  ils  formeront  <les  produits  de  trois  dimensions,  et  ainsi  de 
suite,  il  sera  nécessaire  pour  l'homogénéité,  à cause  que  ces  roellieieiits 
sont  exprimés  en  secondes,  de  diviser  les  dillérences  secondes  par  le 
nombre  de  .secondes  de  l’arc  égal  au  rayon,  les  dillérences  troisièmes  par 
le  carré  de  ce  nombre,  et  ainsi  de  suite, 

.Ainsi,  en  faisant,  pour  abréger, 

et  supposant  couuues  les  valeui-s  de  pour  uni'  époque  don- 

née, on  aura  pour  un  nombre  quelrom|ue  il'années  Juliennes  écoulées 
depuis  cette  épo(|ue  la  variation  de  ç exprimée  par  la  série 

»/’»  t-  iPa  I* 

I -- 

dt  dl’  %n  dl‘  1,3.  n‘ 

laquelle  servira  également  pour  les  années  qui  précialeul  l'époque  en 
prenant  t négatif.  Il  en  sera  de  même  pour  la  variation  des  autres  élé- 
ments. 

Or.  en  fai.sant  t — too.  on  aura  — ==  à très-peu  pri’s,  et  le  se- 

4“  ' ' 

coud  terme  de  la  série  précédente  ne  pourra  donner  tout  au  plus  (|ue 
ipielques  .secondes;  mais  les  suivants  ne  donneront  i|ue  des  fractions  de 
seconde.  O’est  pourquoi  on  pourra  sans  scrupule  s’en  tenir  nu  premier 
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lcriiic  |>fii(liiiil  lii  iliiroc  il’un  sitTlfiM  nit’iiip  dt'  deux;  el  la  variation 
annuelle  de  ^ sera  repré.sentêe  avec  une  exaeliliide  sulli.sanle  par  la  dil- 
férentielle  el  ainsi  des  antres,  euiiime  nous  l'avons  suppose  plus 
haut. 

2i.  Venons  inainlenaiit  aux  variations  annnelles  des  nœuds  el  des 
I-  . ,,,,  . . r/f,i  il',\  lia  il6'  ■ 

inelinaisons.  Elles  seront  exprimées  par  i77’  Vit'"' 

rapporte  les  orliites  des  Planètes  à l'éeliptique  su|ipo.sée  lixe:  mais  en 

les  rapporlani  à réelipli(|ue  vraie  et  moliile,  ees  variations  devront  être 

r/lt  tlH'  itâ  t/y  • 

représentées  par  ~fj'  JiJ''"'  *'’*  ^"PP*^*'*’** 

âsiiiU  J — J*  . S rosU  5^1012'=.»'—»*.  S'eoslt  — . 

d'après  ce  ipii'  nous  avons  démontré  dans  le  n"  18.  .Ainsi  l'un  aura 

« — «”  I ( f/t  — (/.»"  I — ( J — iTUtlit  — (/«" 

I sT ^ ’ 

f — f (tls  — f/»  ' t -e  ( « — «"  f du  — du“ 

V ! r — i"  )*  -e  ( H — u” 

mais  en  prenant  pour  l'éeliplii|ue  lixe  le  plan  dans  lequel  la  vraie  éelip- 
tique  s’est  trouvée  à l'époque  donnée,  on  a 5"=o,  el  par  eons<-quenl 
y—ty,  «”=-  o;  ee  qui  simplilie  les  runnnies  préeédentes,  el  les  réduit 
à eidle.s-ei 


</ü  ■ 
(/3 


U (/j  — l/l"  I — 1 du  — du"  i\dt—dy  -t-uldii  — i/«* 

dü - , ,/»= ^ 

el  l’on  aura  de  pareilles  formules  pour  dil',  i/à" 

Sulislilnant  doue  les  valeurs  de  ds,  ds  .....  du.  du'....  tirées  des  équa- 
tions diHéreiitielles  du  ii"  17,  en  faisant  toujours  i"=  o.  m"—  o,  el  re- 
mettant pour  J.  «,...  leurs  valeurs  S.sinw,  ôeosi,i,...,  on  aura  : 

3a. 


i52 


•niÉOKlE  DES  VAKIATKINS  SÉCUUAIKES 


i"  Pour  les  niüuvcim'iils  annuels  des  nœuds  par  rapport  à t'érlipti<|ue 
vraie 


w 


(o,  I)  _ (o,  ï)  — (O,  3)  — (o,4)  — (o,  5)— (3,o) 


I,  , ,,  lO'eosfw'— m) 

(o,  i)~(3, 1)1 

|(o.4)-(ï.4»J- 


6 

|6"ros:«"  — fil) 


I 1.1  O'eos  '.il 

(o,»)-  i3,5)J  -j 

If.  o f.  1 fl'ros! '.i”  — '.Il 
(0,5)  — t3,  5)J J . 


<1^ 

>n 


= -(1,0) -(!,»)-(  1,3)  - (1,4) -(1,5)- (3,1) 


|(i,o)  — (3,o)j 

1 6 ros  ( '.)  — '.i'  ) 1 

1 ~ 

|(i,a)  — (3,iij 

|(>.4)-(3.4)J 

1 6"'eos>.i'' — '.l'i 

|^(i,5)-{3,5)| 

1 

<iiî' 

KT'- 


. — (2,o)  — (ï,  i)  — (3,  3)  — (ï,  4)  — (ï,  5)  — (3,  a) 

I,  ^ 1 8 ros(«  — '.!*)  I,  , . ,1  S'eus!'.!' — '.i") 

(2,  o)  - (3,  o)J  - -'-g,- ' -f-  I (î,  I ) - (3.  I )J 

r.  ,1  <.  lfl"'eosfii”  — oi")  , r,  ,,  "I  6*cos(u'  — 11") 

-*■  (2.4)  — (3, 4)1 — ^ I (>.  5)  — (3, 5)1 g, . 


= - (4.  «)  - (4.  i ) - i i.  2)  - (4.  3)  - (4. 5)  - (3. 4 ) 


1^(4,  o)— (3,o)j 

Ù rosfw  — m'*) 
ÿT.  ' 

[(4.  >)-(3.i' 

1 0' COS  (63'— 
1 

j^d,»)  — (3,2)  j 

0"rnsf6r — M**) 

j(4,5)-(3,5)j 

1 6'  eos  — '..'') 

6- 

1 F*  ’ 

1 

II 

(5,  o)  — (5,  I)  — 

(5,  2)  — (5,  3|  — 

(5, 4) -(3,  5) 

|(5,o)  — (3,n)J 

6 eosi  '.1  — '.!') 

8-  ^ 

|(5,  0-(3.  ilj 

1 O'eos(  '.i'—  1 

1 “ ~ 

_4_ 

|(5,  2)  — (3,  i)| 

6"  eos oiM 
' 1 

[(5.4)-(3.4)J 

8''cos'(.>"— 'il’) 

6* 

9’ 
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2"  Pour  les  vuriiitlons  annuelles  des  inclinaisons  par  rapport  à l’érlip- 
lique  vraie 


f/9  1 

77T  = | 

1^(3,  I ) — (o,  1 )j 

j 9'  sin(w'  — oi)  -t-  1 

[^(3.2)  — (o,2)J 

1 ^1» 

1 

1 (3,4)  — o>4l  1 

I 9''shi((.i"—  M ) -t-  I 

[^(3.5)-(o,5)’j 

1 O’sinfw*  — M 

=|^(3,o)  — (i,o)j  S sin  M — m')+  (3,2)-  i,2)j 


-t- 

[(3,4)-(i,4)| 

9''sin(f.)'* 

— 1»'  -h 

|^(3,5)-(i,5)j 

f/9'  1 

1^(3,  o)  — (2,0)  j 

9 sin(  f,> 

— 1 

P 3,  I)  — (a,  1 )j 

-f-  1 

j^(3,4)-t2,4)j 

9"slii  (<,1” 

— w")-*- 

1^(3,  5) -(2, 5)] 

f/9" 

dr~\ 

[(3,o)-(4,o)| 

9 sintu 

— W*)4- 

i 

1^  3,  I1-..4,  1)] 

-*- 1 

[(3,2)-(4,2!| 

9"  5in{'.>" 

|(3,  5l  — (4,5  j 

S'siiK  oi'  — oi' 


S’sin'w’  — '■>'  , 


î'  sin('»'  — m") 


6*  sinfw*  — 


9'  sin(6>'  — oi" 
9'  siti  'w'  — t.i";. 


,// 


I (3,  o)  — S, o)  I 9 sinV,i  — M*i  + j (3,  i ) — 15,  i)  J 9'  siii  m'  — «’) 

I (3,  2)  — I 5,  2)  I 9"  siit  '.i'  — j (3, 4'—  5, 4l  j9''sin;'M"—  i. 


Au  reste,  si  dans  res  expressions  des  variations  annuelles  relativement 
à la  vraie  écliptique  on  suppose  nuis  les  coelFicients  (3,  o),  (3,  i ),  (3,  a), 
(3, 4),  (3,  fi),  ce  qui  ne  demande  que  d'_v  elTacer  tous  les  termes  où  ees 
(■oellirients  se  trouvent,  elles  donneront  les  variations  annuelles  par  rap- 
port à l'écliptique  lixe;  les  (|uantités  </i>,  diï d^,  rfs',...  se  changeant 

alors  en  f/w,  dui',...,  dS,  dO’ comme  on  le  voit  par  les  formules  ci- 

dessus,  puisque  dans  cette  hypothèse  les  dilTéreiices  dt~  «‘t  du~  dispa- 
raissent. 


25.  Knfin,  pour  déterminer  les  variations  annuelles  de  l'ohliiiuité  de 

fin** 

l'écliptique  et  du  lieu  des  équinoxes,  on  remar<(uera  (|ue  et  sont 
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les \Mi'iatIons  uiiniicllcs  di's  qunntiti'S pt  u~;  par  consvquplU,  .suivant 
le.s  roi'iiiulf.s  (lu  11°  10,  l'aceroissfiiieiU  annuel  de  l'uMiquilé  de  ^(•elip- 

lii|iie  sera  représenté  par  et  le  mouvement  annuel  des  équinoxes  eu 


loiiKilude  sera 


lanuT  W ' " * l’obliquité  de  réeliptique. 

Il  est  vrai  que  nous  avons  dit  dans  le  même  numéro  (|u'il  l'allait,  à rai.sou 
de  la  préression  des  équinoxes,  substituer  /<'"eos(5o'’J  x 1} — r'  siu  (.W'J  x I) 
au  lieu  de  et  r"eos(.'ii>''J-  x /)  -)-  M''sin(5o"J  x (j  au  lieu  de  r’:  mais  il 
est  aisé  de  voir  i(ue  les  diirénuices  du"  et  ds”  demeurent  les  uiêuu's  pour 
l’époque  de  l =•  o,  puisque  s'  et  u'  \ sont  supposés  mils. 

Doue,  en  faisant,  dans  les  valeurs  de  ^ du  u"  17,  s'—o.ir—o, 
et  luettaut  pour  leurs  valeurs  JsiiKi),  tirosu, ...,  ou  aura 


! arialion  nnniielle  Jr  t'oUliquilf  de  l'Miplique. 


,hr 

dt 


— — (3, 0)0 siii',1  — (3,  I O'sint.)'— (3, ï 0'’sinr.>' 
— 3,  4!9‘'sin<a”  — (3.  'ï)6’sin(,r. 


Moimrmenl  annuel  des  équinoxes  en  longitude. 


dt"  , 

;u  ^ 


^ ôrosM 

5,  O — 

Ulllgl 


4-0,  1) 


G'ros»i>' 

lan^îl 


-t-  1.3,  a) 


ô’rosr.»" 

Uiiifîl 


4 ) 


0'’rosf,i‘' 

laoül 


-*-(3,5) 


O'pos»,)' 

taof(l 


El,  si  dans  celle  dernière  formule  ou  ehauge  tangl  eu  siiil,  on  aura 
le  moiivemeut  annuel  des  équinoxes  en  ascension  droite. 


20.  Il  s’agit  luaiuleiiant  d’évaluer eesdilférentesexpressions  eu  y sub- 

siituaul  pour^,  5' /.,  w,  ta 5,  5',...  les  longitudes  des 

aphélies,  les  exeeiitrieilés,  les  longitudes  des  nœuds,  et  les  tangentes  des 
inclinaisons  des  orbites  de  Saturne,  Jupiter,...  pour  1700. 

Voici  d'abord  c«‘s  éléments  lirf-s  des  Tables  de  Halley,  à l'exceptiuii 
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seiilfiiH-nt  de  l'apliôlip  d«  la  Terre  el  de  son  excentrieilé,  (|ue  nous  avons 
|)reféré  déduire  îles  Tables  de  Mayer  eoinine  les  plus  exaeles  pour  eelle 
Planète;  les  êpoi|ues  sont  réduites  au  méridien  de  l’Observaloire  de 
|{erlin. 


9 

8- 

•8“  33'  18", 

). 

f'  ■■■ 

6 

9 33  {6  , 

)' 

“ 0,0.{82?.0, 

9"  -■ 

5 

0 33  18  , 

r 

9'  - 

!> 

: 4^  34 , 

/,* 

0,0|GHo71 . 

lu 

6 3i  ’7  . 

-T  O,(to4î()8l(», 

?"  - 

H 

iî  |3  13  , 

).' 

fjt  -- 

3- 

ai"  5'  6", 

0 

— latin  »** 

m'  — 

3 

■ 34  9, 

9' 

- taiin  1 19  lu  . 

u"  -- 

• 

17  a4  4i  , 

r 

tann  1^1  U , 

m" 

» 

i3  57  5a , 

9" 

- lann'i  '.*o  , 

«'  =; 

1 

■ 4 40  18  , 

0’ 

— laiigi»  5<)  . 

.V  l'égard  de  robliquité  de  l’éeliptii|ue  I,  je  la  prendrai  i-n  nombres 
ronds  de  aT"29'.  telle  i|iTellea  dû  être  à très-peu  près  au  eoinineueeinenl 
du  siéele.  d'après  les  nouvelles  déterminations  de  M.  C.a.ssini. 

Par  ees  valeurs  et  par  celles  du  n“  16,  j'ai  donc  trouvé  les  suivantes 


= , -,88730e 
o,2^585oH, 


(o,  I ] Vsin (9*  — 9 — — o", 


, ^X‘'VOS,{o" — 9)  „ / r 1 M»  . r «e  St 

[o,**] y — 0 ,OOOI/W  1^0,  3|/  Sin{9  —91.=  — U 


5,  8hj33<)5, 

'5.5854447, 


[o,  3]X*Sin  9''—  9 . =:  o",«KïOO/ll'’‘ 
i,  '1  jStWi*», 


(i),  4]-  - T - o-.ijoiKi/n"  [o,  4]^‘'»in;  9"  — y - u'  ,iHnni«i‘ 


4, 71)7683.3, 


3.  il  K|ii 
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[0,  5]>.'sln(9‘  — 9)  = — o",<x)oom’ 

4»676t)535, 

a,883'ii8a, 

, , X rosi  0 — o'  ) „ 

[ 1,  o] : - — I— ' =r  1*,  i35i  m 

[1,0]).  siit(y  — 9')  — o",î8i4ni 

o,o55o368. 

;).44<t’7’4. 

. , X^cos^tt-"— ®V  ^ ^ 

[1,2  1 ' “O  ,0024»! 

[i,a]).”sin  9"— 9' ) = — o'.ooin  m" 

7.3««7./.7, 

5,g8u5i<)i, 

[ 3]  = o”,ooüonr 

[l,3jX*sill  9*—  9' J :=  o",OCHMî/ll'*' 

5>37i»K7(>7, 

5,5531  it>4. 

. ,,  X*'rosf®“  — o'i 

(1,4) = — o.otioim'* 

[1,  y"  — 9' ; =y  o",ooiH>m'’ 

5,Ha7ai7g, 

4«8u4oo<>i, 

. X’CUH>  V — ?') 

Il,  51— TT-  üu,oiMK»m* 

i » J 

[1,  5)),'sni(y'  — 9')  — o",otK)oni' 

S.fio^gS^S, 

4,5870718, 

f , / < ns  g — 9")  0 -i  l 

[7,oj =— o,o374"* 

[2,  0]  X sin(  9 — 9")  = o'^,oo(>5m 

8,5726301, 

7,8i54ï()o, 

(ï,  1]  - - ~Ÿ — — — a ,io33ni 

[a,  I ] >.'  sliit  9'—  9")  — 0',  i584»r 

0,37.2<)0»8, 

, ,,  îi'ros  y*— y"  - lu  - 

[2.  3] — — — — 0 , 1487/n 

[2,3]/*'sill  9"' — 9"  J = 0", 0183/71'*' 

i),  1724071. 

8,2(»i3i47. 

• 

(», .{]  — — * = — i)".oï67m“  [».  i]  sin;!(.'’  — •f)  — o",ooi  i ni" 

S,4?6o488, 

, -,X’ros(v'  — a”)  ,,  , , . 

[î,5j-  —y—'  - = — o.ooîbm'  [a,  SjA'siinç' — y ( = o,ooiinr 

7,4iS()t!4‘J.  7,o535ih), 
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[3,  o]Xsiti(ç  — ç*) 

11,1778747, 

[3,  ijl'  sin(ç'—  <j,’ 

(),i88i7i3. 

,,  , X"ros(®"— V*' 

13.7]  J,  - ra  — 1 , 1 i3i  m 

[3,  7lX''sin;ç'-ij,” 

o,o4(>5.j64t 

[3.4l'""“*^’;-^''»  = 7'.76,om.* 

[3,  4]  X"!)ini9''—  y 

0.3543074, 

f,  ,,  X*  cosi  o*  — ®")  . _ , 

13,  5]  -^5 — ~ o',5i4i  m’ 

[3,  5]  X"  siii(9'  — 

;»>7' 

14.0]  ,6^ 

[4,o]).sin(9  — 9”) 

<),  1 oo7t}(>7 , 

[4.  i]V»in(9'  — 9'' 

0,35 1 i444> 

14.»]  - =— 1 .0377m 

[4.7]X'  sii»(9'— 9" 

o,oi587o(>. 

IA.  3]  ' )i»  — * ' • .4”.  ”* 

[4.  3]  X''sin(9”—  9" 

1 ,olx|()i)o3. 

[4.  5]  sin  9'—  9" 

0,6745^76. 

f-  ,Xcos(9  — 9**) 

[5,  0] — Î — = o",ooi  1 m 

[5.  0]  X sin(9  — 9') 

=;  — o'',oof»4 

B,6o55i9i, 

) — o",o8oi  ni 

B,9o35oaÜ« 

) = — o",0247  w ’ 
8.3t, 23443, 

")  r — o",020C)/w'' 
8,32oo8t)3. 

) =:  — ü',oo4om‘ 

=:  — o",ooo7  m 

6,8370840, 

) = — o',o3o8w' 

8,48H6*b'i. 

^ — o'',oo32m" 
7,5(x>ü3i6, 

\ = — o",o45i  m*' 
8,(^543(135. 

J = — 0^,o4Sl  /»!' 

8,654«57 1 , 

= o",oooi  m 

5,8o4i  loi, 

33 
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1^.4]'"''*"’- 


— *— ' = ü",oi55m' 

8,i8i)(Wî8, 

— - --  o“,OOI3IW" 

7,o(i<iî4^*» 

— =.  n'",«3o5/»'' 
8.4844870. 

* r/ 

=0  ,0540»;'* 

8,73??86i», 


* ) 


y'  ros*’ w — O»  J 


r-  9",  linom' 


S'rOStM' — w)  rr  U . 

1».  I) -g  - - — S'.SîtjHni 


( I),  ï ) 


6’  ros(  oi"  - 


9"ros(ù>'- 

*,»' T 


0'*  <'OS{e»>*’  — fk»l 


0. 4 ) 


0 


•=;  O 

6,1953088, 

' <•»)  K / ^ 

— — O , 1419m 


9,1 519735, 

= o'’,otK>7  m'* 
6,8701)3»  3. 


, 9"ro»iM”  — -,(1  , 

3,4) ^ =8  ,o5(>4m'‘ 

o,i)o()i  { {8. 


6‘  rosf^»*  — 

è' 


O .CKKMim 


54798117. 


[5,  I ] siiu'o’  — Ÿ't  — 


[5,  »]  À'  siiiii"—  9’  i " 


[5,  5]  sillly'—  q)')  — 


[ ■>.  4 J >"  !)iii(ÿ''  — v’I  • 


«,  1 1 V siitifti'  — M)  — — 


I 1,  I ) 5'  siiH'.i'  — m1  — 


HH  J ) S*  s»n  '.1*  — '.il  — 


sio  'il"  — '.Il  - - — 


I».  — '.il  ■— 


5,  ( I 9"siii.'.i”—  '.li  — 


Ut,  5|  9'  siiii'.i*  — '.li  — 


- o'.oofiAm' 

7.:!);»' 4®’. 

- »>‘',ooi  I m" 

7,048-»  344. 

►*',»K>29m"' 

7,4884«)»)7, 

o'.oiSi  m” 

H.1H14757, 

t»',i»9(i3  m' 
8,ç)8343o3, 

O*",  0374  m' 
8.57^9153, 

o'.otxjom" 

5,i4i47^'5, 

o",oi:^5w" 

8,ot)Ki4.3'*, 

- o',oj>oiyin’' 

5,4>^j5o43, 

‘ o".  .»rï(i5m'’ 

;>.4’'57'7<'. 

U'’,  IHJOOAi* 

4»  i^o3«»3|. 
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(3.  5,  «,5m- 

(3,  5)  S"  sin('.i’  — M)  — — n",oi  loni' 

^,o3<f|o58. 

8,o3i>H()70, 

^ 0 rosi  <Ü  — r,i'  „„ 

( 1 , 11) ^ = ijJ  , if)H8m 

( 1, 0)  6 sin(  w — • «'  J ^ o",o78(>/m 

i,i5?25o4i 

0ûOS\O)  — (,/)  „ r 

•*.  o)  ^ - O ,6178/11 

4 3,  u)  6 .HÎrii  ru  — 6»')  ©".ooliS/// 

9.7;>7**44*'. 

7, 5.^101 

^ 5"  cos((ü"— m'i  » , „ 

1 1,  a)  — — =:  n ,0041  ni 

( 1 , 1 J 6*  siiM'o"  — 0)'  J — <r,<KM»i  /«" 

7,tw75f)87, 

6,o4H5(k4i», 

,,  . S'eusiM'— di'j  . 

( •'<  *) -ÿ- — 0 ,J8<(oni 

( 3, 1 ) 0"  »iri  ( fH*  — w' , =-  — 0",  0 1 07  m" 

K.oSci^^io, 

, Ô'*  ros(6ï’*— û/>  „ _ 

"^*5»'  =o,oi3<)W’ 

1 1, 4 ) 9”siilHw'’  — o',€x)oi  m” 

8,i4aH37.j, 

6,  i4^»Kt|, 

< 3, 4i  6'*î»iino»'*  — 6i')= — 0',  i76H//*“ 

e Ô’ OOS?  Ok*  — r./ ) ,, 

0 * 1 j — — - ÿ,-*  — 0 , CMM17 

11,5)  ô*  *iin  w*  — m'J  r=;  — 

6,8()i5ioi , 

5, 3451710^ 

S'rosU-i'— f.i')  , 

3,  5) j-; .—  o",3i  33m’ 

( 3,  5)  ô’  sin  '•/)  = — o^.ocRp/ji' 

j),4i)5i)337. 

7.y7‘|54i'>. 

6co»('.i  — w")  , , , 

(a,  01 -g- =0  ,3w»m 

1 7-,  U ) $ sim  ^ fn"  ) — o'*,  oi5K//i 

<),59«>'io44. 

8,4*  I3«)78, 

6ros(M  — w"|  , , 

, i,  0)  — sr.  0 f9o47  fH 

3.  Il)  9 sin;i'.i  — 4"  =r  «',01 33m 

<).3if»o{5  i. 

8, 1148387. 

33. 
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lï.  I ) 

r<.  >) 
*.4) 

(ï,  5) 
r«.5) 
(4.0 

' A.  «I  ] 

4.  Il 
C»,  I ) 

(4.») 


9'  ros('.i'  — <,>”) 

gü- 


6“,584oni' 

o,8i84<)o8. 


9'  ros(  '.t'  — ) 


= 3",  174a  m' 


0,5018373, 


(a,  I ) 9'  siii\«'—  '.)"1  =••  o", *54901' 
•),4o63i5t|, 

i3,  I ) 9'  siini.)'—  w")  = o',  1**901’ 
9.'>**!»4'“4. 


9"  ros(oi'‘  — U*  ) ^ 

-f/—  — 


9”ros(M'"  — '.1") 

-g; 


i",  io8t>or" 

0,0447833, 

I»", 

1,087447** 


|2,  4)  ~ — o*',oi7«»m'* 

8,2527208, 

i 3,  4i  siiK'i)'*  — <.»"  ' o",  ii>74m‘* 

<).2ç|5384<j. 


dr  cosfw’  — <»!*) 


8,837<iHo3, 


{ 2,  5)  9*  sin  f.r  — m"  > = — o",omii  «#' 
6,0274752, 


Ô*  CÜS(w*  — »w*'  ) 

-^47—  - 


■=  o'",  3693m* 

9,5<>74”7*’» 


9cOSl*j» — '*)•’)  - 

— — = — -^o  ,1220m 

Q,f 

9,08*  >4  ^*9* 


0 COS(m  — ^ 

§7r 


o",20o3m 

9,3oi6i2o, 


5)  $*  sin  '•»’  — *•/'  I = — o",fMK>6fH* 
6,7572025, 

4.  0)6  siii(rji  — r,»'*)  = o",oo55«i 
7,7378705. 

3,  o)  0 sln<  M — ] ■=  o*',o<H)om 

7,953o5o6. 


9'  cos(  fù'  — f<>**  I 


i",4724m' 

o,  i()8o3i  1 , 


4,  1)9'  sli)  m'  — •’*i” 


o'’,o3Bi  m' 

8, 58<x)58*), 


6'  cos.^/— 


o,3t)38i  16, 


Ô^rOSMi)"— fo**J  „ - .. 

gr, ' " .07*30. 

8,85<»<rf<53. 


3,  I 9’  sin  l 'o'  — »*»'*  - ot>  i I m* 

8,8067 .3<f^. 

4,  2 0"  SÎIUm'’—  '•!*'  ) =:  — o",  41021  01* 

7,3302643, 
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, . 9'cos(w''—  w‘*j  , 

(J,*i =^o,iii3w 

(4.5i =o,7ba5nr 

<),8Hî'>4’5, 

.5* cos; 61'  — 11") 

* ■*'  ’ ' :=  ü , 1 7<n  m' 

•K* '|5t)ïH<), 

. 5oOS(M  — 61')  . , 

l 9,  O ) — = O , 0 1 1 5 »i 

8,cSîfi4oio, 

,,  6ros(f.i  — 61')  . 

( ^ = O ,o489ni 

•H,CiK6i3<»4. 


I 3,  i)  6"siii(6i'  — 61"  ) = — o'',o<i«i3»i'' 

4«  5)  6*  *<Imî  M*  — m'*  ) rr  — o*,u^5’3 m* 
H,4o36:iJ'i, 

(3,  5)0'  — o^^oo^jm* 

( 5.  ü ) 0 sin  < M — f.ï*  ) rr  o',  4io3  ïi  m 

7,5*>87i>37, 

3,0  u",4»i!^>m 

S,i345or^V 


(5,t) 


^ rosi 


w'  I 


o",  f-Stîm' 
<),25i7«j35t. 


I Ô'sîii.m'  — fil’)  = <>“,o?8y«/ 
S,4(W  ’ior’iH, 


<3. 


ô'  ros(<./  — '.»*/ 


7875m' 


f,  ru  Si,  —•'»»*  1 „ , „ 

|5,  «) r=cr,üio.jm 

8,0177508, 


,,  5"  ros( — M*  1 » « » 

t V ? 2; = o,ii3<|m 


ii,o5i;74t>4, 
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f 'arirttion  annuelle  de  l'obliquité  de  l’écliptique. 

= — o",«i  3<>oi  — o'',  i586m* — o",oio3iïi  " — o",4M4 — o'’,oo84«*’. 

Si  l'on  l'iiit  tlemÜTi'  quaiiliti!  :=  i et  la  précédente  = «j.  on  aura 
les  variations  aniuielles  de  la  latitude  et  de  la  longitude  des  étoiles,  eu 
siilistituant  ces  valeurs  dans  les  formules  de  ees  variations,  (|ue  nous 
avons  données  dans  le  n"  19. 

28.  Telles  sont  les  valeurs  que  la  Théorie  donne  pour  les  variations 
annuelles  des  éléments  des  Planètes;  et,  (ptoique  ees  valeurs  ne  se  rap- 
portent qu'au  eoinineneeinent  de  ee  siècle,  elles  peuvent  néanmoins, 
enmme  nous  l'avons  fait  voir  plus  haut,  servir  pour  qiiel(|ues  siècles, 
avant  ou  après  eette  époque. 

Les  (juantilés  m,  m',  m",...,  contenues  ilans  ces  valeurs,  expriment 
les  ra|)ports  des  véritahics  masses  des  Planètes  à celles  que  nous  avons 
déterminées  dans  la  Section  précédente  (li)  par  la  considération  des 
satellites,  et  par  la  comparaison  des  volumes  et  des  densités;  comme  ces 
déterminations  peuvent  être  sujettes  à des  incertitudes  de  la  part  des  élé- 
ments qui  y .servent  de  hase,  pour  n’en  lais.ser  snicune  dans  les  résultats 
de  nos  calculs,  nous  avons  encore  multiplié  les  masses  trouvées  par  les 
coeiricients  indéterminés  m,  m',  m",...,  atin  d'avoir  par  là  des  formules 
générales  pour  des  ma.sses  (|uelconques.  Mais,  i|ueh|ues  corrections  (|iie 
V.  34 
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masses  puissent  «lemainler,  il  parait  eertain  (jii’elles  ne  sauraient  être 
i|ue  fort  petites,  et  qu’aiiisi  les  eoellieients  dont  il  s'agit  ne  p<Mivent  ilil- 
férer  ipie  trés-peii  de  l'nnité.  De  sorte  que,  si  l'on  fait 

(M  = I U,  m'  I u',  »r=  I -4-  u" 

les  i|nantités  n,  a',  jx",...  seront  néeessaireinent  des  l'raetions  fort  petites 
et  exprimeront  les  eorreetions  il  faire  aux  masses  que  nous  avons  adop- 
tées. 

Nous  ferons  done  ees  sulistitntions  dans  les  expressions  précédentes, 
et,  eomme  nous  avons  jnsqn'iei  eoinpté  les  longitudes  depuis  nn  point 
fixe,  i|ui  dans  ees  expressions  répond  à l'équinoxe  de  i 7<hi,  il  faudra,  par 
rapport  aux  a|diélies  et  aux  nanids.  ajouter  à leurs  variations  annuelles  le 
nionveinent  rétrogradé  annuel  des  équinoxes  (|u’on  sait  être  de  ôo'j, 
pour  avoir  les  cliangemeiits  entiei-s  de  ees  éléments  pendant  une  année. 

29.  De  cette  manière  on  aura  les  variations  annuelles  totales  des  élé- 
ments des  six  Platiètes  principales,  comme  il  suit 
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Os  valeurs,  étaiil  iniillipliée.s  par  iu<>,  doniuTuiit  les  variations  scrii- 
laires,  cl  pour  cela  il  n’y  aura  (|u*à  faire  avancer  de  deux  cliillres  la  vir- 
gule qui  sépare  les  décimales. 
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J'iMIteiids.  au  reste,  par  nœud  et  iueruiaisoii  vraLs  le  meud  et  l'iiieli- 
iiai.son  de  la  Planète  sur  le  plan  inabile  de  l’orbite  réelle  de  la  Terre,  et 
par  nœud  et  inelinaison  moyens  le  nœud  et  l’inclinaison  sur  récli|ilii|ue 
de  l'joo  regardée  eoinine  tixe. 

30.  Il  ne  reste  plus  maintenant  (|u'h  comparer  les  quantités  i|ue  nous 
venons  de  trouver  par  la  Théorie,  avec  celles  qui  résultent  des  observa- 
tions. Il  y a longtemps  (|u’on  a reconnu  que  les  aphélies  et  les  nœuds 
des  Planètes  ont  des  mouvements  propres;  mais  les  .Astronomes  ne  sont 
point  d’aceoril  sur  la  (juantité  de  ces  mouvements;  il  en  est  de  même  de 
la  diminution  de  l’obliquité  de  l’écliptique  dont  l’existence  est  hors  de 
doute,  mais  dont  lu  quantité  parait  encore  incertaine.  Quant  aux  éipia- 
lions  du  centre  et  aux  inclinaisons,  (|uoi(|ue  les  ob.servalions  y semblent 
indii|uer  aussi  (pielques  changements,  elles  sont  encore  en  trop  petit 
nombre  et  trop  peu  d’accord  entre  elles  pour  servir  à déterminer  les  va- 
riations annuelles  de  ces  élémeiiLs;  d’ailleurs  ces  variations  .sont  trop 
petites  pour  pouvoir  être  aperçues,  même  dans  l’espace  d’un  ou  de  deux 
siècles,  et  l’on  ne  peut  pas  assez  compter  sur  l’cxuctitudc  des  anciennes 
observations  pour  les  employer  à des  recberebes  aussi  délicates.  Nous 
nous  contenterons  donc  ici  de  considérer  les  mouvements  des  aphélies 
et  des  nœuds,  et  la  diminution  de  l'obliquité  <le  l’écliptique;  encore  par 
rapport  aux  mouvements  des  nœuds  y a-t-il  une  diniculté  considérable, 
i|ui  rend  incertaine  toute  comparaison  <le  la  Théorie  avec  les  observa- 
tions ; c’est  qu’on  ignon;  si  les  mouvements  ilonnés  par  les  observations 
doivent  être  rapportés  au  plan  ilc  la  véritable  écliptique  ou  route  de  la 
Terre,  lecjuel  est  mobile  comme  celui  des  autres  Planètes,  ou  bien  à une 
éclipti(|uo  supposée  lixei  Nous  avons  calculé,  pour  plus  de  généralité, 
les  mouvements  des  nœuds  et  les  variations  des  inclinaisons  dans  l’une 
et  dans  l'autre  hypothèse,  en  prenant  pour  réclipli(|ue  lixe  celle  du  com- 
mencement de  1700,  épo(|ue  à la(|uelle  nous  avons  rapporté  tous  b-s  au- 
tres éléments:  et  l’on  voit  que  les  résultats  sont  ass«'Z  difl'érents  dans  les 
lieux  hypothèses  pour  qu’il  ne  soit  pas  permis  de  les  confondre  et  de  les 
employer  indistinctement.  Mais  comme  ce  n’est  que  dans  ces  derniei's 


i70  TIIÉOIIIE  DES  VAIUATIONS  SÉCÜI.AIKES 

li‘iii|)s  ijiie  les  Astrunonu-.s  kc  soiiI  coiivaiiii’us  de  la  nioltililé  de  réeli|>- 
li(|ue  (jii’il.'i  avaient  toujours  prise  pour  fixe  dans  le  ciel,  ils  u’onl  pas 
tenu  compte  jus<iu’ii‘i  de  cetle  circonstance  dans  la  détermination  des 
mi-udset  des  inclinaisons  des  Planètes;  et  il  faudrait  pent-être  discuter 
de  nouveau  les  observations  originales  (|ui  ont  servi  à déterminer  ces  élé- 
ments, pour  pouvoir  en  déduire  des  résultats  exempts  d'incertitude. 

Kn  général,  il  parait  (|ue  les  Planètes  inferieures,  qui  se  comparent 
imniéiliatement  an  Soleil,  doivent  se  trouver  ra|>portées  naturellement 
à l'écliptique  vraie;  mais  quant  aux  Planètes  supérieures,  (|u'on  ne  eoni- 
pare  immédiatement  ipi'aux  étoiles,  tout  dépend  de  la  manière  dont  un 
aura  détermine  les  longitudes  et  les  latitudes  des  étoiles  aux()uelles  un 
les  r'ompare;  cependaul,  comme  on  peut  toujours  corriger  ces  loiigi- 
tudeset  latitudes,  relativement  aux  variations  de  l'écliptique,  il  est  pos- 
sible d'avoir  aussi  la  position  des  orbites  îles  Planètes  supérieures  relati- 
vement à l'éclipti<|ue  vraie,  comme  celle  des  inférieures.  C'est  un  point 
ampiel  nous  exbortons  les  Astronomes  à se  rendre  attentifs. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  rapporterons  ici  succinctement  ce  que  les 
Astronomes  ont  découvert  relativement  aux  éléments  dont  il  s'agit; 
mais  nous  crojons  devoir  nous  borner  aux  résultats  des  observations 
faites  depuis  Tyclio  jus(|u'ici,  d'un  côté  parc-e  (|ue  les  observations  plus 
anciennes  méritent  peu  de  contiance  par  la  manière  vague  et  inexacte 
avec  lar|uelle  elles  paraissent  avoir  été  faites,  ou  du  moins  nous  avoir 
etc  transmises;  de  l'autre  parce  que  les  variations  annuelles  déiluites  de 
la  Théorie  ne  sont  rigoureusement  exactes  ((ue  pour  l'espace  d'un  ou  de 
deux  .siècles  tout  an  plus,  à compter  de  l'époque  pour  laquelle  elles  sont 
calculées,  et  que  nous  avons  fixée  au  commencement  de  1700. 

31.  Commençons  par  considérer  les  mouvements  des  aphélies,  et 
d'abord  relui  de  Saturne. 

Ou  voit  par  les  Elcnu-nts  tl'Aslroiionuc  de  Cassini  et  par  V Aslronumu- 
de  M.  de  Lalande  <|ue  les  ob.servations  de  Tvclio,  comparées  à celles  du 
siècle  passé  et  de  celui-ci.  donnent,  à raison  des  dilférents  intervalles  de 
temps,  les  mouvements  atinuels  suivants 
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à 

>»■".>{ 

à 

l'oH 

Tmio  à 

1 ;»«) 

>'5',' 

Si  l’on  roiisulti;  les  Tables  Astronomiques,  on  trouvo  reux-ci 


Oissini i'  iK". 

Hallcy 

De  l,iilao.le TV,’. 


Kiilin  la  Théorie  <loiine,  en  iié|;liÿ;eunl  les  eenlièines  île  si'eomle. 

4-  i()",oul'. 

Il  |iarail  donv  <|ue,  pour  aeronler  lu  Théorie  avec  les  ohservalions,  il 
laiiilrait  supposer  u'  égal  a riinité  ou  niénic  plus  graml,  ce  qui  revien- 
(Irail  à faire  la  masse  de  Jupiter  une  fois  plus  grande  que  nous  ne  l'avons 
déleriuinée  d'après  les  temps  périodiques  et  les  distanres  observées  de 
ses  satellites;  or  e'est  ce  <|ui  ne  parait  en  aucune  manière  admissihle.  Il 
est  dune  extrêmement  pridiahic  que  les  grands  dérangements  auxquels 
un  sait  ipie  le  mouvement  de  Saturne  est  sujet,  et  dont  un  ignore  encore 
la  loi  et  la  cause,  produisent  ces  dillêrenres  entre  la  Théorie  et  les  id)- 
servations  relativement  au  mouvement  de  l'aphélie;  et  par  rette  raisifii 
il  me  semble  qu’il  conviendrait  peiH-étre  de  donner  sur  ce  point  la  pré- 
férence à la  Théorie,  en  réduisant  dans  les  Tables  le  mouvement  île 
l’aphélie  de  Saturne  à l 'Ij",  puisque,  de  toutes  les  masses  des  Plani-ti's, 
celle  de  Jupiter  est  peut-être  une  des  mieux  déterminées  par  les  ohserva- 
lions des  satellites. 

T2.  Passons  à l'aphélie  de  celle-ci  : nous  avons  sur  les  éléments  de  ' 
Jupiter,  dans  les  Mémoires  de  T Académie  des  Sciences  de  l‘aris,  un  beau 
travail  de  M.  Hailly  qui  nous  dispense  de  recourir  ailleurs  pour  notre 
objet, 

M.  Bailly,  ayant  choisi  et  combiné  trois  à trois  un  certain  nombre 
d'observations  de  Jupiter,  en  a conclu  les  éléments  de  cette  Planète  pour 
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iliin-iviiles  i>))oques,  ei  de  là  il  a Irouvé.  à raison  des  intervalles  de  temps 
entre  ees  êpoi|ucs,  ees  monveinents  annuels  de  l’aphélie 


1 'x)o  à 

t ^rïî. 

(itil  à 

1 

i*;o3  à 

1 

Selon  les  Tables  Astronomiques  on  a 


Cassitii 57'ï4*’- 

lialley 71'', 

Wargeiitio,  de  Lalande <>ï". 


La  Théorie  donne  5G",<)H-  G", (la. 

Il  faudrait  doue  iri  de  nouveau  supposer  u.  égal  oirpresque  égal  a 
l'unité  pour  aecorder  la  Théorie  avee  les  observations,  et  par  eonséi|uent 
rendre  la  masse  de  Saturne  presque  double  de  ee  que  nous  l'avons  laite. 
Quoique  la  masse  de  Saturne  ne  soit  pas  aussi  bien  connue  que  celle  de 
Jupiter  par  l’incertitude  qui  reste  encore  sur  les  distances  des  .satellites, 
il  ne  parait  cependant  pas  possible  qu'elle  soit  susceptible  d'une  si  forte 
correction.  Il  est  vrai  (|ue  nous  avons  cru  devoir  faire  cette  mas.se  plus 
petite  (jue  .\ewton  ne  l'avait  déterminée,  par  les  raisons  détaillées  «laits 
l3  S<‘Clion  précédente;  mais  la  dilférence  n'est  pas  d'un  dixième;  et,  fai- 
sant seulement  uL  — dans  la  formule  ci-dessus,  on  n'augnienlerail 

par  là  le  inouveincnt  de  l'aphelie  que  d’environ  une  demi-seconde. 

.Au  reste,  ,M.  Bailly  donne  lui-méme  la  préférence  au  mouvement  an- 
nuel des  Tables  de  Catssini,  i|iii  n’est  «pie  de  57",  par  la  raison  qu’il  s'ac- 
corde mieux  qu’aucun  autre  avec  les  anciennes  observations  de  IHolé- 
mée;  ainsi,  en  adoptant  ce  mouvement,  on  peut  suppo.ser  à trcs-peu  pri-s 
nulle  la  correction  js  de  la  masse  de  Saturne. 

.M.  Bailly  a examiné  aussi  les  variations  de  l’équation  du  centre  de  Ju- 
piter, et  il  a Irouvé  que  toutes  les  observations  concourent  à y montrer 
une  augmentation  continuelle;  mais  elles  ne  s'accordent  pas  sur  In  «|uan- 
lilé  de  celle  augmentation  : par  les  unes  on  trouve  1 ' 56"  d’augiiientatiun 
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spouliiiri',  par  d'autres  i'43',ct  .M.  Wargrntin  la  supposp  de  a'i5";  mai.s 
M.  Bailly  mnar<|iip  (jue  re.s  dilTpreiieps  dépendent  heaueonp  des  petites 
pi|iiatiuiis  de  .Mayer  dont  l’exactitiide  n’est  peut-être  pas  encore  as.s<‘z 
eonstatée. 

La  Théorie  ne  donne  pour  cette  augmentation  .séculaire  cpie  5ü"-t  56" yt; 
et  l'on  peut  en  conclure  qu’elle  est  nécessaireinent  moindre  que  les  dé- 
terminations précédentes,  puisqu'il  faudrait  faire  presque  i pour  la 
|>orter  il 

33.  .\  l’égard  de  l'aphélie  de  Mars.  Cas.sini  l’a  trouvé  pour  le  eoni- 
mencement  de  i6()(i  k r>’o“3i'3.'i".  .M.  de  Lalande  l'a  trouvé  en  174B 
k 5‘  i"3G'  I o";  ces  deux  époques  comparées  ensemhie  donnent  pour  mou- 
vement annuel  63".  .Mais  si  l’on  compare  répm|ue  de  M.  de  Lalande  avec 
celle  de  Kepler  pour  iSya,  laquelle  est  de  4*28“4‘)'5o",  on  a 1'  de  mou- 
vement annuel. 

Par  les  Ta  Ides  on  a 

Lassini r 1»', 

Hallej r 10", 

De  lailande 1'  7". 

La  Théorie  donne,  en  rejetant  les  corrections  des  masses,  6<>":  ce  (pii 
tient  le  milieu  entre  les  déterminations  précédentes,  et  s’approche  fort 
de  celle  de  .M.  de  Lalande. 


3i.  Pour  ce  qui  est  de  l'aphélie  de  Vénus,  Cassini  a trouvé  que  les 
lieux  déterminés  par  les  ohservalions  de  Tycho,  de  Byrgius,  d’Horoc- 
cius,  et  par  les  siennes,  donnent  ces  mouvements  annuels  k raison  des 


intervalles  suivants 

De  i 5(|6à  17111 5’ îK", 

it>3>}  à 171(1 r î(>'  ; 

et,  joignant  a ces  observations  cidles  de  .M.  de  Lalande,  on  a 

De  l'i^)(>;l  I ;(1K 7/ îH". 

V.  33 
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Sflon  les  Tiibli-s  Asli-nnomi<|iies,  on  :i 

(Jassini I 

Ilülli'} 

De  üilaiido '^■7"- 

La  Tliéorii'  (lonne.  en  iiéf;li};<'anl  les  (Tiiliènics  do  socondo. 

48", (>  -t-  **"',4  u’  -O  a a"  — # U*  — 4**^.“'  * 

ainsi,  poui’  i|Uo  colle  i|uanlilé  allai  au  delà  d'une  niinute,  il  l'auilrait 
donner  des  valeurs  assez  grandes  posilives  à fz'  el  0",  el  assez  grandes  né- 
galives  à a',  fx’:  mais  en  làisani  ;x'  el  ;x“  égaux  à 1 . el  ix*.  ;x'  égaux  à — 1 , 
ee  qui  reviendrai!  à su|iposer  les  masses  de  Jupiler  el  de  Mars  doubles, 
el  celles  de  la  Terre  et  de  Mercure  milles,  on  n'aurait  qn’environ  l ' T". 
ee  qui  est  encore  assez  éloigné  des  oliservalions. 

De  là,  et  du  peu  d’accord  iju'il  y a cuire  les  résultats  des  dill'erenles 
observations  el  les  éléments  des  difVérentes  Tables,  je  eoneins  que  le 
mouvement  de  l'apliélie  de  Vénus  est  encore  trop  peu  connu,  et  (|u'il 
serait  peut-être  mieux  de  le  déterminer  uniquenieni  d’après  la  Théorie 
en  le  réduisant  à 41^'  on  à peu  près. 

33.  Il  n’y  a guère  plus  d’accord  entre  les  .\slronomes  relalivement  à 
ra|)hélie  de  .Mercure. 

(iassini,  l’ayant  lixé  à 8'  1 2"  22'  2.’»’  pour  le  q novembre  i(h)o.  a trouvé 
que  celle  épo(|iie,  combinée  avec  un  mouvement  annuel  de  l'ao".  ré- 
pondait assez  bien  aux  passages  observes  dans  le  dernier  siècle  el  au 
commencement  de  celui-ci. 

.M.  de  Lalande,  par  les  passages  de  17.40,  174^  '‘I  '753,  a délermine 
cel  aphélie  pour  le  G mai  i7  ’>3  à 8'  i'3”à3'8";  el  celle  époque,  comparée 
à la  précédente,  donne  un  mouvement  annuel  de  1 ’ 29".  I>pendanl  M.de 
Lalande  le  réduit  à 1'  10"  pour  mieux  accoi'der  les  observations  modernes 
avec  celles  de  Ploléinée. 

Kniin  Ilalley  ne  fait  ce  monv<Mnetil  que  de  ei  il  paraît  .ean- 

inoiiis  que  ses  Tables  représentent  assez  bien  les  dillérents  passages  ar- 
rivés dans  ces  deux  derniers  siècles. 


Digitized  by  Google 


hKS  ÉLÉMENTS  DES  PLANÈTES. 


iTo 

l.a  Tlioorie  ilonno  , en  négli^'eanl  les  eorreeliinis  des  masses,  (|iiaii- 
lilé  (|ui  lient  le  inilien  entre  relies  de  Halley  et  de  M.  de  Lalande,  et. 
enmine  la  seule  eorreelion  nn  peu  sensible  est  celle  (|iii  pourrait  venir  de 
la  niasse  de  Vénus,  et  (|iii  est  île  .■'("x  u”,  il  s'ensuit  ipie  le  mouvement  an- 
nuel de  l’aphélie  de  .Mercure  ne  saurait  être  plus  jçrand  i]im‘  Ch"  ni  moin- 
dre que  VJ",  qui  sont  les  valeurs  que  l’on  aurait  en  l'aisanl  /a"=  i on 
/i'*  — I , e'esl-à-dire  en  doublant  la  ma.sse  de  Vénus  on  en  la  réduisant 

à zéro. 

.‘16.  Venons  enlin  à l'apoj^ée  du  Soleil.  l.’Abbe  de  la  ('.aille,  qui  s’esi 
occupé  avec  tant  de  succès  de  la  Théorie  de  celle  Planète,  a trouvé  que 
la  plupart  des  observations  s'aecordaienl  à donner  à cet  apoj;ée  un  ilioii- 
venient  annuel  entre  i'(>"et  i':V',  et  il  a en  conséquence  adopté  l'.V^: 
mais  .Mayer  le  l'ail  ilans  ses  Tables  de  l 'fi",  et  .M.  Lemoniiier  ne  le  sup- 
pose que  de  l’  i". 

l.a  Théorie  donne,  en  né'>li^eanl  les  corrections  des  masses,  (l'J",(i'|,V 
valeur  qui  s'accorde  assez  avec  les  préccdenles;  et.  comme  les  princi- 
pales corrections  sont  celles  qui  viendraient  des  masses  de  Jupiter  et  de 
Vénus,  et  qu’elles  sont  l'une  et  l’antre  po.silives,  il  s'ensuil'qu’il  faudrait 
au;;inenler  ces  mas.ses  pour  rendre  le  mouvement  de  l'apofiée  plus  con- 
sidérable; en  les  aiiÿtmenlant  l’une  et  l'autre  d'un  dixième,  ce  mon\e- 
ment  serait  alors  à très-peu  près  de  (>:>",  comme  la  Caille  l’a  trouvé. 

A l’é"ard  de  la  [ilus  grande  équation  du  Soleil,  on  voit  par  notre  for- 
mule qu'elle  va  en  diminuant;  mais  comme  celte  diminution  n’est  guère 
que  di‘  i8"  par  siècle,  elle  ne  pourra  être  aperçue  qu’au  bout  d'un  temps 
très-considérable.  Opendant  l'existence  de  celle  diminution  parait  déjà 
coniirmée  par  les  anciennes  déterminations,  ipii  donnent  tontes  une 
équation  du  centre  du  Sideil  plus  grande  que  cidle  d'aujourd’hui,  eonime 
M.  Hailly  l’observe  dans  V Astronomie  nio(/frnc.  tome  III,  page  aîi. 

•VJ,  Considérons  mainlenanl  les  variations  de  l'obliquité  de  l'éclip- 
tique. L’observation  et  la  Théorie  s’accordent  ii  prouver  que  eetle  iddi- 
quité  va  en  dimin'uant;  mais  les  .Vslronomes  sont  encore  partagés  sur 
la  quantité  de  sa  diininulion  .séculaire.  Cependant  les  recherches  que 
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M.  Cassini  le  fils  a faites  en  dernier  lien  sur  ce  sujet,  et  dont  il  a donne 
les  résultats  en  1778  à l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  paraissent  très- 
propres,  par  la  précision  et  la  (inesse  qui  les  distinguent,  à décider  cette 
question,  du  moins  jusqu’à  ce  qu'une  pins  longue  suite  d'observations 
exacles  lions  apporte  de  nouvelles  lumières  sur  les  lois  de  ce  pliénoinène. 

M.  Cassini,  persuadé  avec  raison  que,  dans  les  points  d’ Astronomie  de 
la  nature  de  celui-ci,  des  observations  faites  avec  une  grande  exactitude 
pmidaiil  l’espace  d'un  seul  siècle  doivent  l'emporter  sur  plusieurs  siècles 
d’obsi'rvations  inexactes,  s’est  contenté  de  discuter  celles  qui  ont  été 
faites  à l’Observatoire  de  Paris,  et  qu'il  a trouvées  consignées  dans  les 
Registres  originaux;  il  en  déduit  les  résultats  suivants 
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Ih'  1755  à 1778 

ans. 

du  soUUco  d'élô. 
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d'Arclurus. 

14 
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Di'  1743  à 1778 

35  ans. 

du  solstice  d'été. 

119A 

83 

A ■ 

R 

d'ArcUiru». 

î' 

8« 

1 I>t‘  1743  à 1774 

3i  ans. 

dos  notsiiccs. 

aa 

:■ 

tX-  1739  i 1778 

3r>  an.s. 

du  sobtico  d'élé. 

3i 

Bi 

1U89  » 1778 

8(j  ans. 

do  ^ d'ilfrcule. 

56,5 

63 

IV  lOÜg  à 1778 

UH}  ans. 

de  P dJIcrcuV. 

6Ü,4 

61 

M.  Cassini  remarque  im  meme  temps  que  les  observations  dans  les- 
quelles on  compare  le  Soleil  à une  fixe  ont  de  l'avantage  sur  celles  des 
lianteiirs  immédiates  du  Soleil;  et  les  observations  relatives  à l'étoile 
d'Hcrcule  paraissent  en  avoir  aussi  sur  celles  i|ui  ont  rapport  à Arcturus, 
à cause  du  inonvenicnt  particulier  de  cette  étoile,  dont  il  faut  tenir 
compte,  et  (|u’on  doit  par  conséquent  connaître  d'ailleurs.  Par  cette 
raison  il  paraît  que  le  dernier  des  résultats  que  nous  venons  de  rapporter 
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mérite  la  prél’éreiice  sur  tous  les  autres,  eomme  étant  en  même  temps 
relui  (pii  répunil  au  plus  grand  intervalle  entre  les  uliservatious.  D'ail- 
leurs ce  résultat,  ipii  est  de  6i"  par  siérie,  tient  prescpie  le  milieu  entre 
ceux  (pii  paraissent  les  plus  certains  et  qui  s'aeeurdent  le  mieux  ensemlile. 
Ainsi  nous  croj'ons  qu’on  peut  regarder  la  diminution  séculaire  de  Gi' 
dans  i'uliliquité  de  réeiipti(|ue  comme  aussi  prouvée  par  les  oliservalioiis 
(pi'on  puisse  le  désirer  dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie. 

Or  cette  quantité  est  à très-peu  près  celle  (|ui  résulte  de  notre  Théorie 
en  supposant  milles  les  corrections  des  masses;  car,  ayant  dans  ce  cas 
((".Gi.iG  pour  la  diminution  annuelle,  on  aura  Gi*. 5G  pour  la  séculaire. 

Quant  it  ces  corrections,  on  voit  (pi 'elles  sont  toutes  positives,  de  .sorte 
ipi'en  augmentant  les  valeurs  des  masses  des  Planètes  ou  augmenterait  la 
ipianlité  (le  la  diminution  de  l'écliptique,  et  réciprü(picinent  en  dimi- 
nuant celle.s-là  on  rendrait  celle-ci  moindre.  On  voit  aussi  que  les  princi- 
pales de  ces  corrections  sont  celles  (pii  dépendent  des  ma.s.ses  de  Jupiter 
et  de  Vénus:  elli*s  sont  représentées  par  les  termes  1 5”.8G(i'-t-.'ja",^i  'la": 
en  sorte  (pie,  si  l'on  voulait  augmenter  chacune  de  ces  masses  d'iiii 
dixième,  pour  rendre  le  mouvement  de  l'apogée  plus  conforme  à celui 
(|ue  r.Vhlié  de  la  Caille  a établi,  on  augmenterait  en  même  temps  d'en- 
viron 5"  la  quantité  séculaire  de  la  diminution  de  récliptiqiie;  ce  (pii 
|(arait  trop  fort. 

Il  résulte  encore  de  là  qu’on  ne  saurait  rabaisser  cette  (piantité  a (irès 
de  '3o',  comme  des  .Kstroiiomes  célèbres  le  prétendent,  sans  diminuer  la 
masse  de  Vénus  d'environ  trois  ipiarts,  puisipie  celle  de  Jupiter,  qui  est 
doniuie  par  les  observations  immédiates  des  satellites,  ne  parait  guère 
susceptible  de  correction;  mais,  outre  ipi'iine  si  grande  diminution  dans 
la  mas.se  de  Vénus  parait  hors  de  toute  vraisemblance,  il  s’ensuivrait  (pie 
le  mouvement  annuel  de  l'apogée  du  Soleil  .se  trouverait  encore  par  là 
diminué  d’environ  .'i',  et  par  cunséipient  d'autant  plus  éloigné  de  la 
(piantité  adoptée  généralement  par  tous  les  Astronomes. 

38.  A l'égard  du  mouvement  des  points  ('■(piinoxiaux  résultant  du  dé- 
placement de  réclipti(pie,  les  observations  ne  peuvent  le  faire  coniiaiire 

} 


Digitized  by  Google 


THÉOlîlE  l*ES  WHUTIONÇ  SÉCU  I,  \ I tl  E.S 
en  |)»rticuliiT,  |iariM!  qu'il  s’_v  Irouvf  l'onlbiidii  avec  celui  des  mêmes 
[mints  (|ui  résulte  du  déplacement  de  réi|u:tteur;  la  dilTérence  de  ces 
lieux  mouvements,  dont  le  premier  est  direet  et  l’autre  rétrnprade,  forme 
la  rétroÿ(rudation  totale  des  points  éi|uinoxiaux,  qui  est  évaluée  à 5o''^ 
par  an.  On  voit  donc  seulement  par  notre  Théorie  que  cette  quantité 
n'est  qu'une  partie  de  celle  qui  est  due  au  mouvement  de  l’axe  de  la 
Terre  autour  des  pôles  de  l’écliptique;  et  qu’il  _v  faut  lèjouter  environ  nu 
quart  de  seconde  pour  avoir  l’elfet  entier  de  l’action  du  Soleil  et  de  la 
Lune  sur  l’éiiiiateur. 

30.  Il  resterait  encore  à examiner  les  mouxemenis  des  luemls  des  Pla- 
nètes; mais  il  y a ici,  comme  sur  les  mouvements  des  aphélies,  trop  |)en 
d'accord  entre  les  résultats  des  dilférentes  observations,  pour  en  [touvoii 
ri<'i)  conclure  pour  ou  contre  la  Théorie;  l’incertitude  est  même  beau- 
coup plus  }>i':inde  relativement  aux  meuds  que  par  rapport  aux  aphélies. 
;i  cause  de  la  nudniité  de  l’éclipti<|ue  elle-même,  à laquelle  il  ne  parait 
pas  que  les  .Astronomes  aient  encore  eu  égard,  .Ainsi,  jusi|u’ii  ce  que  de 
nouvelles  recherches  de  leur  part  jointes  à de  nouvelles  observations 
;iient  fixé  ces  éléments  avec  plus  de  précision,  il  serait  peiiN-tre  mieux 
lie  s’en  rapporter  là-ilessus  uniquement  à la  Théorie,  et  d’adiqtter  pour 
les  mouvements  des  aphélies  et  des  meuds  les  quantités  que  nous  avons 
trouvées  d’après  les  valeurs  les  plus  probables  des  masses  des  Planètes. 


SEtrnO.N  THOiSIEME. 

KxmsssioNs  orst.RAi.Rs  i:r  ct*uri.r.TEs  urs  aariaiioss  sri.i  i.. aires  res 

ÉI-tlirSTS  UES  SIX  PI.ASEIES  FBIM  IPAI.ES,  HOl  » I.  > TEIIRS  ISKÈFISI. 

AO.  Les  ré.siiltats  trouvés,  dans  la  Section  précédente,  pour  les  varia- 
tions annuelles  des  éléments  des  six  Planètes  principales  ne  peuvent  ser- 
vir. comme  nous  l’avons  remarqué,  que  pendant  quelques  siècles  avant 
ou  après  l’epoqne  de  1700,  à laquelle  ils  se  rapportent;  ainsi  l’on  ne 
saurait  coiniaitre  par  leur  moyen  la  période  de  ces  variatioiKS,  ni  par  con- 
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scqucnt  (lotiTiniiUT quelle  sera  au  liout  d'un  temps  (|ueleiiiique  la  valeur 
des  éléments. 

A la  vérité  eettc  détermination  indéfinie  n'est  point  néeessaire  pour 
l'Astronomie  dans  son  état  artuel,  paree  que  le  petit  nombre  d'observa- 
tions exaetes,  sur  lesquelles  elle  peut  eompter,  ne  lui  permet  pas  d'em- 
brasser des  phénomènes  aussi  délieats  dans  l'étendue  de  plusieurs  sii'- 
eles;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  l’.Vstrononiie  physi(|ue,  dont  le 
but  est  de  suppléer  aux  observations,  en  déeouvrani,  d'après  elles,  les 
lois  (|iii  rèj'leni  la  marelle  des  phénomènes;  et  parmi  ees  lois  il  n'en  l'sl 
peut-être  point  de  plus  intéressantes  à ronnaitre  <|ue  eelles  des  variations 
lentes  et  insensibles  des  orbites  des  Planètes,  pui.sqiie  celle  eonnaissanee 
peut  seule  nous  metire  en  état  de  prononcer  .sur  rimporlante  ipieslion 
de  la  stabilité  de  notre  Système  planétaire. 

Nous  avons  déjà  déridé  le  point  principal  de  eetle  (piestion,  en  dé- 
montrant rigoureusement  que  les  distances  moyennes  des  Planètes  au 
Soleil  et  leui’s  temps  périodiques  autour  de  ret  astre  ne  (leuvenl,  en  vertu 
de  l’attraelion  mutuelle,  être  sujets  à aueiine  espèce  de  variation  sécu- 
laire (première  Partie,  n"36);  mais  comme  les  exeeniricites  et  les  incli- 
naisons des  orbites  sont  au  contraire,  par  l'elFet  de  eette  attraction,  né- 
ces.sairemenl  variables,  il  est  clair  que  le  système  pourrait  cependant 
cbanjjer  de  forme,  et  que  la  permanence  de  sa  constitution  aclnelle  dé- 
pend de  plus  de  la  condition  que  ces  éléments  demeurent  toujours  fort 
petits,  tels  que  nous  les  obsrTVons:  or  eette  condition,  si  elle  a lien,  ne 
peut  se  conclure  i|ue  des  expressions  générales  des  variations  séculaires, 
et  demande  par  conséquent  l'intégration  des  éipiatious  diirérentielles  qui 
renferment  la  loi  de  ces  variations.  Cette  intégration  est  donc  une  des  par- 
ties les  plus  essmitielles  de  l'objet  que  nous  nous  sommes  proposé,  et  c'est 
au.ssi  la  seule  qui  nous  reste  encore  à remplir  pour  compléter  la  Théorie 
des  variations  séculaires:  elle  vu  faire  la  matière  de  eette  Section. 

il.  .Avant  d'entrer  dans  le  detail  de  l'intégration  dont  il  s'agit,  nous 
eommenrerons  par  quebpies  considérations  générales  sur  la  forme  des 
intégrales. 
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Nous  avons  (1(^8  vu  dans  la  première  Partie  (51)  que  les  valeurs  coni- 
pli'les  des  variables  x,  v pour  ehaqiie  Planète  sont  de  eette  forme 

A sin  a/  -t-  a)  + B sin{A/  -4-  ,3)  -a-  C sin(e/  -t-  y)-f-. . 

A cos  a/  -4-  a ) -e  B cos(  -t-  3 -e  C cos  ' e<  -t-  •/  i -i- . . . , 

les  coeiïicients  a,  b,  c, ...  étant  les  racines  d'une  équation  déterminée 
d’un  degré  égal  au  nombre  des  Planètes  qui  allèrent  mutuellement  leurs 
orbites,  el.\,  B,  a,  7,...  étant  des  ronstanles  arbitraires  ilont  la 
ilélerminaliun  dépend  des  valeurs  de  x et  >'  ponrcliaqiie  Planète  à une 
épo«|ue  donnée.  Il  faut  donc,  pour  que  ces  expressions  ne  l'ontiennenl 
poitit  d'arcs  de  cercle,  mais  seulement  des  sinus  et  cosinus  d'angles,  ipie 
les  racines  de  l'é(|uation  dont  il  s'agit  soient  toutes  réelles  et  inégales: 
les  racines  égales  y feraient  entrer  l'arc  t et  ses  puissances  hors  du  signe 
de  sinus  ou  cosinus,  et  les  racines  imaginaires  y donneraient,  au  lieu  de 
sinus  et  cosinus,  des  exponentielles  réelles.  Dans  l'un  et  dans  l'antre 
cas,  les  valeurs  de  x et  y ne  si'raient  plus  resserrées  entre  de  certaines 
bornes,  mais  pourraient  augmenter  continuellement  ; et  comme  les  équa- 
tions qui  <léterminent  ces  valeurs  sont  fondées  sur  la  supposition  qu'elles 
soient  fort  petites,  ces  équations  cesseraient  alors  il'étre  exactes  au  bout 
de  queli|ue  temps,  lorsque  les  valeurs  dont  il  s'agit  seraient  parvenues 
à une  certaine  grandeur. 

Donc,  puisque 

x = /.  siof.  r=/.  cosŸ, 

en  nommant  )-  l'excentricité  et  o la  longitude  de  l'aphélie,  il  est  visible 
»(ue  la  valeur  de  '/■  = \ x‘  -t-y’  pourra  être  sujette  à des  variations  con- 
sidérables si  réipiation  d'où  dépendent  les  i|uanlités  a,  h,  c,...  n'a  pas 
toutes  ses  racines  réelles  et  inégales:  au  contraire,  si  les  racines  de  eelti- 
éi|uation  .sont  toutes  réelles  et  inégales,  la  valeur  <le  X ne  pourra  passer 
certaines  limites. 

lin  elfet,  en  substituant  les  expressions  de  x et  y,  on  aura 

K**-  'J ir  — 4jf-t  » — ^J-r-7  — /J^  •*  f -n- -f.  . 
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i|uanti(o  dont  lu  valeur,  tant  que  les  cosinus  soûl  lous  réels,  ne  peul  ja- 
mais .surpu.sser  la  somme  de  lous  les  eoeineieiiLs  B,  C,...  pris  avec  le 
même  signi>. 

De  là  il  s'<uisuil  doue  (pic,  si  pour  les  PlaniUes  on  trouve  non-.seule- 
ment  que  les  racines  a,  h,  c,,..  sont  toutes  réelles  et  inégales,  mais  en- 
core (pie  les  (piantiti's  A,  B,  sont  fort  petites,  on  sera  assuré  ipie 
leurs  exceniricilés  demeureront  toujours  fort  petites;  autrement  elles 
pourront  devenir  considcraldement  différentes  de  ce  qu’elles  sont  ae- 
lliellemenl. 

On  pourrait  au  reste  trouver  des  limites  plus  étroites  pour  l(*s  valeurs 
(le  ).  en  eherebant  ses  maximum  et  minimum  par  la  différentiation;  mais 
il  faudrait  pour  cela  résoudre  riupiation 

AB(«  — h sin[(o  — 6)  / -»- a — jî] -1- AC(o  — c siiiji'n  — c,/-i-a  — y] 

BC(6  — c)sin[;4  — cj  < -l-  3 — y]  -i-. . o, 

ce  qui  n’est  pas  facile  lorsqu'il  y a plus  d’un  terme. 

42.  0.(  (pie  nous  venons  de  dire  relativement  aux  excentricités  doit 
.s’appliquer  ait.ssi  aux  inclinaisons.  (’.ar,  en  nommant  5 la  tangente  de 
l’inclinaison  et  w lu  longitude-  du  nœud  et  faisant 

i = 9sin6i,  ((==Sros(>i, 

nous  avons  trouvé,  dans  l’endroit  cité,  pour  les  valeurs  de  s et  h,  des  ex- 
pressions semlilaliles  à celles  de  .r,  y,  dans  lesquelles  i(*s  quanliti'S  a,  h. 
c,...  sont  aussi  les  racines  d’une  équation  d’un  degré  égal  au  nomlire 
(tes  orbites,  mais  dillércnte  de  celle  qui  répond  aux  x et_y,  et  oit  les  con- 
stantes .\,  B,  C,...,  «,  (S,  •/,...  dépendent  de  la  position  des  orbites  à une 
époque  (lonm-e.  D(Uic  aussi  les  expre.ssions  de  ).  et  de  5 seront  .seiiiMa- 
bles,  ainsi  que  celles  de  •p  et  ii. 

Par  coiKséquent,  si  les  racines  a,  b,  c, ...  sont  toutes  réelles  et  iné- 
gales, et  (|ue  de  plus  les  cunstanl(‘s  \,  B,  C,...  se  trouvent  Iré.s-peliles, 
on  sera  assuré  pareillement  que  les  inriinuisons  des  orliites  (b‘s  Planètes 
sur  l'éclipti(|ue  fixe  seront  toujours  fort  petites;  autrement  elles  poiir- 
V.  3b 
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Ktiil  vitrirr  bi'auroup,  c-t  l’on  ne  pourra  rien  eonnailre  île  eerliiin  à leur 
égiiril  que  pour  un  temps  plus  ou  moins  loii};. 

i3.  A l'égaril  îles  aphélies  et  des  nieuds,  eoinine  on  a 


X s 

131185=  —1  tailEr,>=-, 

.r  « 

on  en  eonnaitra  la  position  par  les  tangentes  de  leiii's  longiindes,  qui 
seront  exprimées,  en  général,  par  la  formule 

A sinfnr  ■+  al  -t-  Il  sintAr  ■+■  ;31  -i-  t;  siii  c/  -i 
A eos!  «r  + a I -s  11  cos(6/  -t-  + (!  cos  rt  -t-y 

mais  il  n’est  pas  facile  de  déduire,  en  général,  de  eetle  expression  de  la 
tangente,  celle  de  l’are  correspondant,  ni  par  eonséqneni  de  déterminer 
le  mouvement  moyen  des  aphélies  et  des  nreuds. 

Cette  détermination  n’est  inénie  pussihle  par  les  méthodes  eonnnes 
que  lorsqu’il  n’y  a que  deux  termes,  et  lorsque,  le  nomhre  des  termes 
étant  quelconque,  il  y a un  des  cocüieients  A,  H,  C,...  (|ui  surpasse  en 
grandeur  la  somme  de  tous  les  autres  pris  positivement. 


H.  Examinons  d’ahord  le  premier  cas,  et  considérons  pour  cela  l’é- 
quation 

A siolfl/ 4- a 1 -r- B sim  A/ -1- ,3 

•“Of.5  ^ a)  -r-  B cos(Ar  -t-  ,3 1 


Si  A = B,  celte  équation  devient 

/ O -+-  A 
.'5=  lang| 


iiingî 


/ 


<lom 


\ 9. 

• ^ ft  h ^ ^ X ^ P 

9 9 

Kl,  si  A = — II,  pIIo  (Ipvieiïl 

f a h a 3 \ 
liHïgV  = " *'Ol  ( - t + — ' 
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Mai.s,  si  .\>±  H,  alors  en  relranclianl  de  l'angle  f l'angle  al  + a <|tii 
répond  au  plus  grand  eoellieienl  je  la  réduis  à cette  forme 


laiijjKji  — ni  — a}z= 


_ Bsiii[(A  — «|/  + 3 — aj^ 

A 4-  B oos[té  — n J / -c  3 — a j ' 


de  sorte  que,  si  l'on  prend  un  angle  tel  (|iic 

„.i  _ Usiri;  A — rt'U-i-3  — a] 

•ao,.y  ^ ^ U (-os[(i  — n)  t + 3 — a]’ 

^ — (1/  — a = 'I*, 

^ = «/-+-  a 4- 

Or,  puisque  B<  ±.\,  il  est  clair  que  le  dénominateur  de  rexprcs.siou 
de  lang'|i  ne  peut  jamais  devenir  nul;  donc  tang  ij<  ne  pourra  jamais  de- 
venir iniinie,  et  par  eonséqueiit  ne  pourra  jamais  atteindre  à l'angle 
droit.  .Ainsi  l'angle  '}  serji  nécessairement  resserré  dans  ces  limites 
+-1(0°  et  — ()»",  entre  lesquelles  il  ne  pourra  faire  ipie  di‘s  o.scillalious 
plus  ou  moins  grandes. 

Il’où  il  s'ensuit  que  al  -h  a repré.senlera  le  mouvement  moyeu  de 
l'angle  9,  et  que  ’i  exprimera  les  inégalités  de  cet  angle. 

Pour  déterminer  ces  inégalités,  il  faudra  résoudre  l’équation  précé- 
dente. ee  (|ui  ne  se  peut  que  par  le  moyen  des  séries;  et  la  meilleure  mé- 
thode pour  cela  me  parait  celle  dont  je  me  suis  déjà  servi  dans  plu.sicurs 
occasions  .semhlaldes,  et  qui  consiste  à employer  les  exponentielles  ima- 
ginaires. 

Suivant  cette  méthode  011  aura 


ou  aura 

et  par  conséquent 


4- 


I -t-  lao)(  i ^ — I 
I — 


log 


A -e  Bc'v  ■' 

A -c  Be  *v^’ 


3ti. 
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cil  raisaiit,  |i(iiir  iihi'cgcr, 


y =:  { ft  — n'j  / + 3 — a. 


Doiii- 


(■  ^ ï ~ r, '-T ( '■"  I " ’ 


cl.  rciliiisiini  ces  logarillimes  en  séries, 

^,(e»V=:-  ^ e»'.  c , _ . . . j . 


c'esl-à-diiv 

.{.=  ^siny-  ~slnï7  + 3ç.sm3y  -.... 

série  (|iii  sera  toujours  ronvcrgenle  ii  cause  de  ^ < ± i |(.ir  l'IiYpolhèse. 

< 

iâ.  Ou  peut  résoudre  de  la  inéine  manière  ré<|ualion  générale 

A sim«<  -I-  a)  B siii(A/  -e  3l  -t-  C sin(W  -H  y)  + . . . 

langy  Acos(rt<  A-  a|  ■+•  Bros (4/  -t-  -+-  i:ros(c/  -t  y | + . . . ’ 

lors>|u'un  des  coelTicieiUs.  comme  A,  est  plus  grand  que  la  somme  de 
tous  les  autres  pris  positivement. 

On  aura  ainsi  d’aliord 

9 = 0/  -e  a -e 
et 

B sin^(4  — ol/ + 3 ~ ~ ~ — 

^ ~ Â -4-  B ros[(4  — rt)/  + 3 — *1  + C Cüs  c — <i  I + y — x]  -t ‘ 

par  oii  l'on  voit  (|ue,  le  dénominateur  de  tang'}  ne  pouvani  jamais  de- 
venir nul  dans  le  cas  supposé,  l’angle  i sera  néces,sairement  reiil'erme 
entre  et  —90“,  et  (lu'ainsi  fl/  4-  a si-ra  le  mouveineni  moveii  de 

l'angle  rÿ,  et  n’en  exprimera  que  les  inégalités. 

Knsuite,  empinvani  la  même  rormule 

■ly  = — tog  - — y , 

■<\  — i I — tang^v'— I 
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Pi  faisiinl,  pour  al.régpr, 

9 --.{b  ~ a t -I-  ^ — X,  P = (c  — a)/  + Y — d,. . 

OU  itiini  parpilIriMPiit 

-T ) 

I , ( lie-v'-^+Ce  fv^-P-.A 

- A - — j’ 

tl’oii  l’on  tire,  par  la  rédiiclioii  en  séries  et  la  substiluliuii  des  sinus, 

Ilsin7  + Csiii!>4-. . . B' siii2T-+-3 Bl^siiifT  + p +C'sitiTp  + . . . 

■^=  ■ “X"' ÜA- 


série  toujours  eonvergenle  dans  le  cas  dont  il  s’agit. 

i6.  Hors  de  ces  deux  cas,  il  est  fort  dillicile  et  peut-être  inéine  impos- 
sible de  prononcer,  eu  général,  sur  la  nature  de  l’angle  ç;  maison  peut 
dans  tous  les  eas  construire  la  valeur  de  cet  angle,  ainsi  (|ue  celle  île  la 
ijuantité  par  le  moyen  des  cpicycles. 

En  ellét  soient  décrits  dillëreuls  cercles  (|ui  aient  pour  rayons  les  con- 
stantes A,  B,  C, ayant  mené  dans  le  premier  de  ces  cercles  un  dia- 
mètre lixe,  (|u’on  prenne  depuis  ce  diamètre  un  arc  qui  comprenne 
l’angle  at  -t-  a;  qu’eusuile  on  place  à l'extrémité  de  cet  arc  le  centre  du 
second  cercle  et  (|ii’on  y prenne,  depuis  un  diamètre  mené  parallèlement 
à celui  du  cercle  précédent,  un  arc  qui  réponde  à l’angle  ht  -t-  jS;  que  de 
même  on  plaee  à rextrémité  de  cet  arc  le  centre  du  troisième  cercle,  et 
qu’on  y piTUue  aussi,  depuis  un  diamètre  parallèle  aux  précédents,  un 
nouvel  arc  ipii  suus-tende  l’angle  et  ■+■  y,  et  ainsi  de  suite.  Je  dis  (|iie,  si 
du  centre  du  premier  cercle  on  tire  une  ligne  droite  ou  rayon  vecteur  à 
l’extrémité  <le  l’arc  pris  sur  la  circonférence  du  dernier  épicycle,  ce 
rayon  vecteur  sera  égal  à À et  fera  avec  le  diamètre  du  premier  cercle 
i’augin  !f. 

Car  il  est  visible,  d’après  cette  construction,  (|ue,  si  l’on  abaisse  de 


Digitized  by  Google 


2KI1  THÉOKIE  r»ES  VARIVTIONS  SÉCÜI.AIIIES 

r(“x(ivmilô  (In  dernier  arc  une  orduniu'-e  reelanj^le  an  diamèlre  du  |>re- 
inier  cercle,  celle  ordonnée  se  Irouvera  cx|iriinée  par 

A sin  Ht  -e  a)  a H + ,3i  -e  C sin'c/  + y ) -4-. . 

cl  (|iic  l'abscisse  corrcspondanle  prise  du  ceiilre  dn  cercle  sera 

A cos  «/  4-  a)  4-  H cos(é/  -t-  4-  C cos(c<  -f-  y)  4- 

lies  deux  coordonnées  'seroni  donc  éfjalcs  à j el  .r;  cl,  comme 

>.  = y a ’ lailgyri:'^  , 

on  voit  (|ue  >.  sera  le  raçoii  vecteur  et  ç l’angle  de  ce  rayon  avec  l’axe  des 
abscisses. 

Il  s’ensnil  de  là  (|ue,  si  l’un  imagine  que  le  Soleil  soit  au  centiv  dn 
premier  cercle  el  (pie  le  diamètre  de  ce  cercle  soit  dirigé  vers  le  premier 
point  d’.-lnej  d’où  l’on  comple  les  longitudes,  le  centre  de  l’orbite  de 
cba({ue  Planète  se  trouvera  sur  la  circonféi’cnce  du  dernier  épicycle  à 
l’extrémité  de  l’arc  qu’on  y aura  marqué. 

I.a  conslrnction  précédente  servira  également  à trouver  les  valeurs  de 
5 et  de  (u;  par  consi'npient  on  pourra  par  son  moyen  déterminer  pour  un 
temps  donné  les  élémenis  variables  de  chaque  Planète,  dès  qu’un  coii- 
nailra  par  le  calcul  les  valeurs  des  diirérenles  cunstantes  A,  B,  C, 

n,  h,c a,  jS,  y, . ..  (pii  entreni  dans  les  expressions  générales  de  ces 

éléments. 

47.  .\n  reste,  par  la  coiislruclion  que  nous  venons  de  donner,  on  voit 
clairement  que,  lorsque  le  rayon  du  premier  cercle  surpasse  la  somme 
des  rayons  de  tous  les  épicycles,  les  angles  bi  -h  [i,  c/  -4-  y, . . . décrits  au- 
tour des  centres  de  ceux-ci  ne  peuvent  ipraugmeiiler  ou  diminuer  l’angle 
al -h  a décrit  autour  du  centiv  du  premier  cercle,  .sans  jamais  le  rendre 
nul;  el  i|u’ain.si  dans  ce  cas  le  rayon  vecteur  doit  avoir  un  mouvement 
angulaire  continuel,  dont  al -h  a sera  la  valeur  moyenne. 

Il  n’en  est  pas  de  méine  lorsque  la  somme  des  rayons  des  épicycles  est 
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égale  ou  plus  grande  que  le  rayon  du  eercle  priiieipal  ; car  alors  il  esl  l'a- 
eile  de  concevoir  que  les  inouvemenis  aulour  des  épicycles  peuvent  dé- 
truire le  mouvement  aulour  du  cercle  principal;  et,  s’il  y a quelque  cas 
où  celui-ci  soit  seulement  altéré,  mais  jamais  totalement  anéanti,  cela  doit 
dépendre  des  rapports  entre  ces  inouvemeiits  et  entre  les  rayons  des  dil- 
férents  cercles;  de  sorte  que  la  délerminalioii  du  mouvement  moyen  doit 
être  dans  ces  cas  extrêmement  dillicile. 

i8.  Venons  inainteuanl  aux  é(|ualioiis  diirércntielles  qu'il  s'agit  d’in- 
tégrer et  (]uc  nous  avons  données  plus  haut  17j.  Ces  équations  forment, 
comme  on  voit,  deux  systèmes  indépendants,  l’iin  relatif  aux  excentri- 
cités et  aux  aphélies,  l’autre  relatif  aux  inclinaisons  et  aux  meuds;  et 
chacun  de  ces  .systèmes  esl  composé  de  douze  équations  (|ui  eonticnuent 
autant  de  variables  mêlées  enscmhie,  mais  dont  chacune  n’y  parait  (|ue 
sous  la  forme  linéaire;  de  sorte  (|ue  riiitégration  de  ces  équations,  quoi- 
que toujours  possible,  entraînerait  néanmoins  dans  des  calculs  fort  longs, 
s’il  fallait,  eoininc  cela  parait  nécessaire  au  premier  aspect,  traiter  à la 
fois  toutes  les  équations  d’un  même  système.  .Mais  heureusement,  a cause 
de  la  petitesse  excessive  de  plusieurs  coellicients,  on  peut  .séparer  chaque 
système  en  deux  et  même  trois  .systèmes  partiels';  car  eu  supposant  les 
masses  des  Plani'tes  telles  que  nous  les  avons  iléterminêes  (I  V),  et  faisant 
par  cnn.sê<|ueiit  tous  les  nombres  m,  m‘,  m“,  m",  m",  m'  égaux  à l'unité 
dans  les  valeurs  du  ii”  16,  il  est  visible  (|ue  tous  les  coellicienls  qui  con- 
tiennent, entre  des  crochets  ronds  ou  carrés,  les  chidres  o ou  i avant  la 
• virgule,  et  a,  V,  'j,  5 après,  sont  au-des,sous  d’un  centii'Uie  de  seconde; 
de  .sorte  qu’on  peut  sans  erreur  s<Misible  regarder  et  traiter  ees  coelli- 
cients comme  nuis,  et  négliger  ainsi  dans  les  équations  tous  les  termes 
qui  en  seront  multipliés.  De  cette  manière  les  <|uatre  premières  équa- 
tions de  chaque  système  deviendront  indépendantes  de  toutes  les  :iiitres 
et  pourront  par  cons<‘(|uent  être  traitées  séparément  ; ce  (|ui  en  simplifie 
beaucoup  le  calcul. 

Celte  simplilicalion  revient  à calculer  séparément  l’elfet  de  l’attraction 
mutuelle  de  Saturne  et  de  Jupiter,  en  fai.sant  abstraction  de  l’action  des 
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aiilres  Plani-tes,  qui  sont  firtH-livcmunl  trop  petites  et  trop  êluiÿ>nées  de 
eelles-ei  pour  pouvoir  y causer  des  dérangements  sensibles,  .\in.si  nous 
eomnienccrons  par  donner  séparément  la  Théorie  des  variations  sécu- 
laires de  Saturne  et  de  Jupiter;  nous  donnerons  ensuite  celle  des  varia- 
tions des  (|uatre  autres  Planètes. 


TUrorir  tirs  vHi  inlioiis  .u'culaires  do  Saturno  ot  do  Jupitor. 

ii).  Oite  Théorie  est  renferiiu'»’  dans  les  deux  systèmes  suivants  d'é- 
qtiations  dillérentielles 

Prirmier  n'ilème,  pour  les  exceniricilés  el  les  aphélies. 

-e(i,o)ar'— [i,o]4T  = o. 

Deit.riéme  système,  pour  les  inclinaisons  el  les  nœuils. 

-f-  (O,  |)(H  — « ; = O, 

— (o,  I)(j  -»  ) = o, 

JT  « =“. 

<lu'  , , , , 

-jj  — (*.»)!»  - *)  =o- 

Nous  supposerons  les  masses  de  Saturne  et  de  Jupiter  égales  à 

,.|  — ! — - de  celle  du  Soleil,  comme  nous  les  avons  déterminées  dans 
mil-,  içp 
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la  pmMÎôrt;  Soclion,  ol  nous  Htoiiü  en  fonsi-quenfc  m i . /«'  --  -•  i , dans 
U*s  valcDi's  dt‘s  (■(ii‘IIirietil.s  (l(î):  di*  sorlc  (ju'oii  aura 


[o,  I ] = I 


( I»  o)  ^ 

o,KtS<V,»iK‘‘i, 


‘N  7***1 


A r«*j;iinl  flrs  vali*ui*.'<  ilr  x^y^,,.  pour  I*ép«M|iie  tJonnôo,  on  truuvcra, 
**ii  niiployaiit  les  clrnioiU»  du  n"  *2G  pour  t7<io. 


jr  = ).  sin  ç.  = --  O, 

H,  775757:. 

Â'siri 

7,i)«»57i8';!, 


Y — > <*OS^  = — n.ooi.{4 

7, 1 575»v^«I, 

r'=  À'rosV  =-  — 0.04755 

8,(i77i4r.4. 


i ~ 6 siu'»»  ~ o,o4**7^ 

8.(iio4:*i*». 

j'sr  0'  sinM'=  o,o7.-»S3 

8.35851*7. 


M - 0 COS7)  = — O,  <11  573 

8.  7, 

m'  O'cos'.k'  .-  . ~ o,oo3o3 

7,  |87<I77<>. 


Pitr  les  lo^aritlunes  placés  au-tl<*>.soiis  tics  valeurs  niiniérî(|ues  ou  p<Mil 
an^ineiiter  rexaeliliulu  de  eelles-<'i  d’une  dêeimaU';  il  en  sera  <li*  même 
pmir  tous  les  caleuls  de  l eHe  Seelion. 


Excentricités  et  aphélies. 

50.  Pour  iutê^n*r  les  ê<}ualion.s  du  premier  syslêiiie,  on  suppostoa 
d’abord 

.r  — V nt  -e  a ),  y A eus  «/  -e.  9.  , 
r'-- A'^io  0/ -e  a),  v'r-=  A'eusf^// 4 a>; 

les  .substitutions  faites,  <m  aura,  entre  les  tn*is  roefliidenls  A,  A . e<  s 
deux  éqiiatioiis 

\ I « — f O.  I ) I A'[o,  I ] =zr  U, 

\'  [ rt  — I,  o)  I — \ [ I , o]  r 41. 

^7 


V. 


TIIÉOKIK  DES  VARIATIONS  SÉCU  I.  A I II  ES 


•2!MI 

iroii  l'tiii  lin* 

A'  _ O,  I ) — a [ I , » I 

A " [u,  I j ( I,  i>)  — 

iloili- 

|rt—  ,o,  I ) I X |«  — i,o)j  [o,  I }x  [ I,  "l: 
rr  i|iii  <loiiiii*  (■•■Ile  é(|ii:ilioii  en  a du  second  di*};n'* 

<i’ — I 0,1  I,  o)  I rt -Mo,  I ’ X 1 1.  o‘ — [o,  I ] X [ I.  “1  - O, 
doiil  les  raeines  son! 

v| 

cl  |ii(i’  conse(|uen(  loules  deux  n'elles;  par  où  l'on  esl  assure  (|iie  les  ex- 
pressions des  variables  ne  eonliennenl  point  d'ares  de  e(*rele. 

Kn  noinmani  ces  deux  racines  a cl  h,  on  Irouve 

« — ? I ",  (KioS,  l‘  — 3”,  58)  I ; 

cl  les  expressions  eoinplètes  de  a-,  v,  seront 

,r  A siii  nt  • a)-(  Il  sin (6/ ■(  :, 

y Acosta/-,  a) H eosti/ -t- ^ , 
a'-  A'  sin  [al  -e  x)  IT  sin(6/  -•  3l, 

»■'-  A'costa/  al  -4-  B'eos(li/ 

en  l'aisanl 

A'_(o.  I)  — a 

3 [o.  >] 

B'  ^ O,  I — fi 
U “ “[o,  i]  ■ 


- — o,35iK 

.,,54i;i5iH. 


{ o,  I ) 4*  ( I , U 


- +[«.  »lX(i,o] 


Il  rf'slr  ainsi  qiiatir  arliilrairos  A,  h,  «,  ^ qu'il  tautira  tlt'lrmiiiM'i’  par 
1rs  valfiirs  (loniUM'S  t\v  jr.  y.  y'  pour  l'époque  *k*  171M).  |)i*  sorte 
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rHis:ml  / = o |)otii'  rrll»'  »'|io<|Ui‘,  on  aura  à rosoudri-  ces  (|iialn' 
«Mjirntions 

— .=  sia*  r li  sia^, 

— 0,001  ::=  A Cosse  • H cos^, 

— o,«h>8(»i  — o,!<5i8  \ HÎna  t slnjSi, 

— o,o47*î5  = — o,'<^iH  A rosa  -f  i H rosjS; 

11*011  l’on  lira  • 


\ siii  at  “ — o,o3in(> 
H sinji  = “ 0,01781 


r(  «Ir  lii  on  i'onrlul 


A rosse  o,o?e>o<i 

8,  {*i3  ><)7  I . 

K rosjâ  — o,o3o5o 

8,48.}Mi'ïi. 


Or 


St  -■%.  3<io’*  — 70", 

A =--  0,04877 

8,(ï88ii(ir>, 

A'—  — 0,01 7 I ^ 

8,a-34i<iH3. 


^ r.  180” -f- 3<i‘’i8'4o", 

B — o,o353r» 
8,'i47*j'ï<i7, 

R'"  o,o43t>i 

H,t>3r»">4^î* 


x = ).siii9,  )==XcoS9,  •**' =r.  )/ sia  9',  >•'  = ./.' ros  9', 


ni  noiiiimiiit  X,  los  oxcnitrit’ilfs  de  Salurm*  et  de  JupHer,  et  9,  9’  les 
longitudes  de  leurs  iipliélies  comptées  sur  le  plan  de  réclipli(Hie<!e  1700; 
ainsi  les  formules  précédniles  feront  connaître  les  valeurs  de  ces  élé- 
ments pour  un  noinlu'e  indélini  t d’années  Juliennes,  après  ou  avant 
1700,  en  primant  dans  le  seeond  eas  / négatif. 


51.  Soit,  pour  abréger, 

Z 8>4?'-  i8',4o54/. 


3?. 


Digitized  by  Google 


TilKOlUK  I)KS  VAUlVnONS  SÉi;UI,\IKKS 


■l'IÎ 

On  iini'iMl’aliord  pour  Salumn 

À ^ A*  -h  IP  — 7 \ll  Cüsr  ^ 1 — COS5; 

r’<‘sl  ri'xpri'ssioii  }^<Mi('ralo  <!<■  l’exiTlilriciti*  île  son  oi  liilc. 

Cello  oxrenli'icrir  sera  dont'  lu  plus  ('rainlo  lorsipii' 

ros  J ^ ~ I , 

par  t'oiiM-quont,  lorsipn* 

s = iHo"  -t  X II, 

Il  riant  un  nondirr  nirii'r  qin'li‘on(|in'  posi'iirou  nopalil',  et  «•lîrscra  alors 
A H-  H — 

Kilo  srra  au  conlrairt’  la  plus  pctilc  lorsquo  ros;  i . ri  par  ronsi-quont 
lorsqur 

î = WVi"  X II  : 

cllr  srra  aloi-s 

\ — li  0,01  ’ï  j‘). 

L’ilUervallf  onlrc  «'cs  t-poqui's  t*sl  dcUTinino  par  l'rqualion 

iH",  i8o", 

laquclli-  donne 

/ “r.  lo; 


e'esi  donc  par  une  période  de  ee  noniliie  d’anm'es  Juliennes  qin*  les 
inaxiuia  et  inininia  de  i'exeentrieile  de  Salurin  soûl  ramenés  sueeessi- 
venient. 

Knsuile  on  aura  pour  la  longitude  de  l’apliélie  de  celle  meme  Plancle 
les  f'orinideg 

llsiii: 

9 =- fl< -+- a — laoK/»^,  ,,  , 

\ — Il  eos  3 

à cansi'  de  A ^ H. 

Ainsi  le  lieu  inuyen  de  son  aphélie  sei'a,  en  ayani  é^ard  a la  precession 
lies  equinoxes  de  n)".’Vl'V$  par  an,  à •» 

'Vp-io* -+-  i' 1 7",  / ; 
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cl  pour  avoir  le  lieu  vrai  il  faudra  y appli(|ucr  une  é<|Uulioii  souslrae- 
live  p.  délenuinée  par  la  formule 

sinj 

Uiogp-  COS*’  *’•’*/'  I.  IK<K)n  eo>ier  ; — 

Olle  éi|ualioii  sera  la  plus  grande  loi’sipie 

“ fi-' 

r0S3“  ^ 

el  elle  sera  alors  délenuinée  par 

. Il 

> sm/>  --  di  • 


Ainsi  les  plus  grandes  équations  p seroni  de  ± repomlronl 

aux  angles  : de 

Vm"  X n ± 4'V’  K>'. 


l.’é(|uation  sera  au  eontraire  nulle  lorsipie  sinirlu;  ee  qui  re|Mmd 
aux  époques  des  plus  grandes  el  plus  peliles  exeenirieilés. 

Pour  réduire  faeileinenl  eette  équalion  en  Taldes.  il  eonviendra  de 
Iransformer  la  fonnule 


tanjt//  = 


Il  sin: 

\ — Il  eos  Z 


en  eelle-ei 


/ Z \ \ + Il  Z 

laiiBj-  ijlaiiK-. 


Ile  celle  manière  il  n'v'aura  qu’à  ealeiiler  l’angle  P par  la  formule 


et  I on  aura 


lang  C = t>,i5«s)i  tang  ; 


lünlin,  si  l’on  voulait  avoir  la  valeur  de  p direelemi'iil  eu  sérié,  on 
Irouverail,  par  1a  mélliode  dn  n“  ff. 

H . B'  . B>  . .. 

O “ -r-  sniî  H r-  sin  a:  -e  vr-,  siu  I;  + . . . ; 

^ \ 7 \‘  I \’ 
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mais  l'usMf'e  ili'  sorin  esl  moins  rummode  i|iu'  celui  de  la  forniule 

|im  i-dcnle. 

52.  On  aura  |iaroilleiiu‘i)l,  pour  rexeeniriciu*  de  Jupiter,  l’expres-sion 
ÿieiiérale 

y A'*  -t-  iT’’  — 5!  V B eos  î = o,o4<>4!)  v ' o,6H'k(i  cos  a . 

Oelle  exeeiitririlé  .sera  doue  la  plus  fîrande  lors(|ue  eosz  = i , et  .sa  va- 
leur sera  alors 

B'  — A'  = o,ot>oî(i; 


au  euiilraire  elle  sera  la  plus  petite  loi’sqiie  eosî  = — i.  et  deviendra 
alors 

B s A':— o.oatkiî. 


n’oii  l'on  voit  que  les  maxima  et  ininiina  <le  l'exeentrieité  de  Jupiter 
repoiiilent  exaelement,  mais  en  gens  contraire,  à ceux  de  l’exeentrieité 
de  Saturne,  en  sorte  que  l’ime  de  ees  excentricités  est  la  plus  grande 
lorsque  l’autre  est  la  pins  petite,  et  eéce  rcrsâ  ; par  ronséi|uent  la  période 
qui  ramène  ces  époques  est  la  même  pour  les  deux  Planètes. 

De  même  on  aura  pour  la  longitude  de  l'apliélie  de  Jupiter  les  for- 
mules 

= langp  veosz’ 

a cause  de  U'  > A'. 

Donc  le  lieu  moyen  de  cet  aphélie  sera,  eu  éganl  à la  préeession  des 
équinoxes,  à 

-'o“ i6'4o'’ 53'’,t|ïH4/; 

et  pour  avoir  son  ruoi  vrai  il  y faudra  appliquer  une  équation  soustrac- 
tive P déterminée  par  la  formule 

laimo'— — . ou  Cül/»'  = i.SiS'Ts  cosccz  — eotï. 

2,5187a -t- cos  Z ' 

Le  maximum  de  cette  équation  aura  lieu  lorsque 
cosi  — ~ o,3>.)7o^i 
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et  sa  vali'ui'  S('  trouvera  par  ré<|iiatioii 

sin/»'  = ±-- 

Dune  les  plus  graniles  équations p‘  seront  île 

± 7A"5t3'  Ail", 

et  elles  réponilrnnt  aux  angles  z de 

rt  -e  ïl  ^ tlii"3<V 3o", 

Au  eoutraire  l'équation  sera  nulle  lorsque  sin;  o;  ee  <|iii  répond 
aux  épo(|ut:s  des  plus  grandes  et.  plus  petites  exeenlrieilés. 

Ou  peut  au  reste  déterminer  l’angle//  par  eette  rormiile  plus  '•Impie 

de  sorte  que  si  l'on  eherelie  un  angle  P'  tel  que 
uiiigP'-  0,431113  unig 

un  aura  siir-le-eliamp 


ee  (pii  est  trés-eoniinode  pour  eonslruire  une  Table  de  l'éipiaiion  p . 
Knliii,  si  l'un  voulait  employer  les  séries,  on  aurait  dino  tenient 


11' 


îB* 


siOîi  — 


V ■ 
3 B* 


sin3i  - 


Inclinaisons  et  nmtih. 

•î3.  Passons  aux  équations  du  second  sysli’ine.  Un  y supposera  pa- 
reillenieill 

s --  A siiiln/  O-  ai,  n — A nis  nt  -+  *), 
s'-  Vsio!ot  + a;.,  «'  - A'eos  <(/-♦- ai; 
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rt  l'oii  Hiii-ii,  après  les  siihstitiilinns,  «os  deux  équations-r.i 

V«-t-  O,  i(  A — A')  =;  O,  A'n -t- (i,  o)(  A' — A)  =r  O, 

Irsqiiollos  iloiiiionl 

A'  a T-  lo.  I (I  > O I 

\ “ (O,  O ~ fl  -t-ii,  <))■ 

donc 

[«4-  «,  i>|  X |rt  4-|i,  o>j  — (o,  I)  X (I,  «I  — O, 

equalion  qui  si-  réduit  à relie  l'üriiie 

a’  4-  |(  O,  I ) 4-  ( I , O J j a — <1, 

el  dont  les  riieiiies  sont  o cl  — (<*,  ij  — (i , <>):  ainsi,  res  rariiies  élaiil 
lotîtes  deux  réelles,  on  ii'a  point  k rraindre  les  ares  de  rerrir. 

Nous  aurons  donr 


a = O,  6 — (O,  I)  — (I,  O), 


e’est-k-dire 


4 — - n5',  570»'.: 

el  les  expressions  roniplètes  de  s,  u,  s',  u'  s«;runl,  k cause  de  A'= 

* = A sinat  B sin(Al  4- 
a = A cosat  4 B cos  (4/  -r-  ^ U 
5'  = A sina  4-  B'  siii(4/  ^j, 

II'—  Arosa  * B'ros?4/  ‘ 3 , 


A. 


en  faisanl 


lé  _ 4 4-J<>^  I 
B ~ ■■  (O,  t)  ■ 


o,43o4 

(|,63384^o. 


Pour  déteruiiner  inaintenani  les  quatre  arliitraires  A.  K,  «,  jS,  on  fera 
t — O,  relaliveineni  à l’époque  de  1700  pour  laquelle  les  valeurs  de  s,  11, 
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o.o^o^B  lii  A sina  -f-  B siii^, 

— 0,01 5^3  = A cosa  -t-  B ros,3, 
o,oî283  = -A  sina  — o,4 to4 B sin^, 

— o,ch>3o3  = A cosa  — o,43o  j B cos^. 


li-squcllps  doniicnl 


A siîia  =1. 

H,{S<i;4t>3, 

B siiiJ3  .=  0,01255 

K,ot)8t>i  aS, 


A cosa  =;  — o,ool>85 

7,835W;-j'8, 

B cos3  = — 0,00887 

7,;48o43<), 


d’oii  l’on  tire 


a 3;  180" — 7&’2rao", 

A = 0,02»)o5 
8,4831770, 


Donc,  puisque 


P — 180"  — 54“44'  ®o', 

B = 0,01537 
8,1868402, 


B'^  — o,oo(i(ii 

7,8204822. 


2 = 5sintü,  « = 6cos2>,  1'=  9' siiiiu',  m'~6'cosm'. 


on  nuininant  0,  5'  les  tangentes  des  inclinaisons  des  orbites  de  Saturne 
et  de  Jupiter,  et  u,  m les  longitudes  de  leurs  nœuds  ascendants,  rclali- 
veiuent'â  l'écliptique  et  h l’équinoxe  de  l'époque  1700,  ou  pourra,  à 
l'aide  des  formules  précédentes,  trouver  la  position  des  orbites  de  ces 
Planètes  au  bout  d'un  nombre  quelconque  t d'années  Juliennes,  écoulées 
depuis  l’époque,  ou  qui  la  précèdent,  en  faisant  dans  ee  dernier  ras  I né- 
gatif. 

V.  38 
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5i.  Kii  i‘iïei,  si,  pour  abroger,  on  fait 
r=  II"  3"'— 

on  aura  pour  Saturne 

^ B*  -I-  I Vit  eosr  ^ I + ii,Siti(t5  eosr; 

e'esi  l’expression  générale  tle  la  tangente  île  son  inelinaisun,  tle  sorte  que 
rinelinaison  elle-méine  sera  représentée  à trés-pen  prés  par  la  forniule 

i"5i/55"  X V ' ■+'  o,8Mî65  eosf. 

Le  inaxiinuin  aura  lieu  lursipie 

ros  r I ; 

alors 

9 = A + Il  = o.o4j|". 
et  la  plus  grande  inriinaisoii  sera  de 

|ii*. 

Le  ininiuiuin  aura  lieu  lorsipie 

rose  — — I : 

la  \aleur  de  5 sera  alors 

9 ^ A — B <),<ii  3».K. 
et  la  plus  petite  inelinaisun  sera  de 

«'■  17'. . 

L'intervalle  entre  rniie  et  l'antre  de  ees  deux  époques  sera  déterminé 
par  l'équalion 

<‘l  S4T4  par  rnns«M|iii*iil  d<* 

aniM‘f*s  Juiifnnt's. 
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Qiiiinl  au  iireuil  île  Salunie,  sa  longitude  sera  donnée  par  les  tiinuules 

B siiir 

<11  = a -e  O.  tangos;..  — ,, 1 

’ A-t-Blosr 

à eause  de  A > B. 

Done  le  lieu  iiioven  de  ee  lueud  sera,  en  ayant  égard  à la  précession 
des  équinoxes,  à 

Viî"  î8'4o’'-e  5o'  ,3  i33/; 

et  pour  en  déduire  le  lieu  vrai,  il  n'y  aura  i|u’à  y appliquer  une  équation 
addilive  ly,  déterminée  par  la  liiriuule 

sinr  ..  ..a 

tango—  jr-.v » ou  roto  = i,Hiio33  roserr  a- rom 

' i,8ijoJ3  + rosr  ' 

Le  maximum  de  cette  équatiuti  aura  lieu  lorsque 

“ s 

rosr  — — — = o,57.(g>i, 
et  sa  valeur  se  détermittera  par 

s'o'/  = ± X 


Donc  les  plus  graitdes  équations  r/  seront  de 

±.  ArW  io”, 


et  répondront  aux  angles  r de 

iHo”X  7 «4-1  zp ‘)8”3'4o'. 
Au  contraire  l'équation  q sera  titille  lorsque 

sinr  O, 


ce  qui  répond  aux  époi|ues  des  plus  grandes  et  plus  petites  inclinaisous. 
.Au  reste  la  Ibnuule 


langi/ 


H sinr 
f-i-  B rosr 


38. 
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|»ciii  *•  réduire  à celte  forme  plus  simple 

laijuclle  donne  un  moyen  facile  de  réduire  réqiiation  q en  Talde.  Car  il 
n’y  aura  (|u'à  calculer  les  angles  Q par  lu  formule 

, F 

liiiigiy  = o,3oSo3  laiig  -I 

cl  l’un  aura 


Mais  si  l'on  voulait  avoir  directement  la  valenr  di-  q eu  série,  on  trou- 
verait, par  la  méthode  du  n"  i5, 

55.  Pour  Jupiter  ou  trouvera  de  la  même  manière 

6'  = -t-  B’*  -t-  y AB'  cosr  — ii,o3i^u  y i — u,4't?ttg>  rosr, 

expression  générale  île  la  langeule  de  riiii  linaison  de  sou  4irbite;  île  sorte 
ipie  rinelinaisoii  elle-même  sera  représentée  à très-peu  pri“s  par  la  for- 
mule 

i’'4*'a5‘’  X V • ” 0,431190  rosr. 

Le  maximum  a lieu  lorsque 

ros  r = — I ; 

alors 

6 = A — B'  — o.o35i>7. 
et  la  plus  grande  inclinaison  sera  de 

Le  mininuini  an  contraire  aura  lieu  lorsque 

ros  r = I , 


Digitized  by  Google 


DES  ÉI.ÉMENTS  DES  PLANÈTES.  ;«ll 

fl  la  valeur  île  5 sera  alors 

9 = A -I-  B'=  0,015144. 

liii|Uf  Ile  donne  la  plus  petite  inrlinaison  de 

i"i7'  10*. 

.Viiisi  les  plus  grandes  et  plus  petites  inclinaisons  de  Jupiter  répoiideiil 
aux  plus  petites  et  plus  grandes  inriinaisons  de  Saturne,  et  réeipioi|ue- 
inenl;  en  sorte  que  la  période  qui  ramène  ces  époques  est  la  même  pour 
rune  et  pour  l’autre  Planète.  Nous  avons  vu  que  la  même  clios**  a lieu 
aussi  à l'égard  des  exeeiitrieités. 

Quant 4)  la  longitude  du  nieud  aseeudant  de  Jupiter,  on  aura  de  même 
les  l'ormules 

, , H'  sin  r 

'•>  = X —.g,  tanga  = — ~zr, . 

^ A + Brosr 

à cause  de  A > B'. 

.Ainsi  le  lieu  moyen  de  ce  neeud  .sera,  eu  égard  à la  précession  des 
éijuinoxes,  à 

3'i3”38  .jo"  + 5o",  3333 1. 

e’est-à-dire  qu’il  coïncidera  avec  celui  de  Saturne;  mais  pour  avoir  son 
lieu  vrai  il  faudra  appliquer  au  lieu  moyen  une  équation  souslraciive  y' 
déterminée  par  la  formule 

, smr  . , t t t 

tangf/  — 7--  - - . ou  rol7  = 4.39*3*  coseec— coir. 

OOS  ^ 

Le  maximum  de  cette  équation  aura  lieu  lorsque. 

B' 

COsr= r=o,a*7b';, 

et  sa  valeur  sera  déterminée  pat» 
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Doih'  Ii‘s  plus  équations  q'  seront  de 

± I i”i)'  .}<>", 

i‘t  re|ioiulraiit  aux  aii^He.s  r de 

3<ki"  X « ± 'ti”  5»'  3o'. 

L'equatiou  q'  sera  au  euiilraire  nulle  lorsque 

sinr—  O, 


ee  qui  répond  aux  plus  grandes  et  plus  petites  ineliuaisoiis. 
La  l'orinule 

, B' sinr 

tan«,  = - ; 

est  réduetible  à eette  |■ürnle  plus  sini|)le 

ir  \-B’  r 

lang(-  +,j  = _-g,u.ng-. 


Si  doue  on  ealrule  les  angles  Q',  tels  que 


tangQ'  = 1, 5th)54  lang-, 


on  aura 


V'=Q'- 


r 


et  par  ee  moyen  on  eonslruira  faeileinent  une  Table  île  requation  y . 

Si  l’on  voulait  déterminer  direrteineiit  la  valeur  de  q'  en  r,  on  pour- 
rait l'aire  usage  de  la  série 


ï’=- 


B . B>  , 

— smr-^ ^ sinir- 

\ » A’ 


3 A’ 


sin3r 


5b.  ,\u  reste  il  ne  faut  pas  oublier  que,  dans  ees  délerminatioiis.  les 
orbites  de  Saturne  et  Jupiter  sont  rapportées  au  plan  de  réelipli(|ue  on 
de  l'orbite  de  la  Terre  pour  le  eomineneement  de  1 700.  Comme  ee  der- 
nier plan  est  lui-méme  variable.ee  ne  seraqn'en  eonibinant  les  l'orinules 
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(liir  nous  venons  de  flonner  pour  la  variabilité  des  plans  des  orbites  de 
Saturne  et  de  Jupiter  avec  celles  (|ue  mius  donnerons  ci-après  pour  la 
variabilité  ilu  plan  de  l’éclipti(]ue,  qu’on  pourra  déterminer  la  position 
des  mêmes  orbites  relativement  à réclipti(]ue  vraie  pour  un  temps  (luel- 
coiique,  comiiie  nous  l’avons  enseigné  plus  haut  (18).  Éoye:  plus  bas 
le  n"  75. 

57.  On  voit  donc,  par  les  résultats  i|ue  nous  venons  de  trouver,  que 
les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites  de  Saturne  et  de  Jupiter 
doivent  demeurer  toujours  très-petites,  et  que  leurs  variations  ne  con- 
sistent que  dans  des  espèces  d’oscillations  par  lesquelles  ces  éléments 
deviennent  alternativement  plus  {{rancis  et  plus  petits  cpie  leurs  valeurs 
moyennes,  mais  sans  s’en  écarter  jamais  que  de  cjuantités  très-petites. 
On  voit  aussi  par  nos  formules  c|ue  les  coefficients  de  t sous  les  signes 
de  sinus  et  cosinus  sont  nécessairement  toujours  réels,  c|ueli|uc's  valeurs 
(|u’üu  donne  aux  masses  des  deux  Planètes,  parce  (|u’en  augmentant  on 
diminuant  ces  ma.sses  on  ne  fait  qu’augmenter  nu  diminuer  proportion- 
nellement les  coefficients  marqués  par  des  croebets  ronds  ou  carrés,  sans 
en  changer  les  signes.  D’où  il  s’ensuit  que  le  système  de  Saturne  et  de 
Jupiter,  en  tant  qu’on  le  regarde  comme  indépendant  des  antres  Planètes, 
ce  qui  est  toujours  permis,  comme  nous  l’avons  montrf>  plus  haut,  est 
de  lui-même  dans  un  état  stable  et  permanent,  du  moins  en  faisant  abs- 
traction de  l'action  de  toute  cause  étrangère,  comme  serait  celle  d’une 
làtmètc,  ou  d'un  milieu  résistant  dans  lequel  les  Planètes  nageraient, 
ou 


Th-corie  drs  vai-tations  sêriilairex  de  Mars,  de  la  Terre, 
de  l'énus  et  de  Merenre. 

58.  .\près  avoir  donné  séparémetit  la  Théorie  des  variations  séculaires 
de  Saturne  et  de  Jujiiter,  il  tiotis  reste  encore  à donner  celle  des  varia- 
tions séculaires  de  Mars,  de  la  Terre,  de  Vénus  et  de  .Mercure;  mais 
celle-ci  demande  bcsiucoup  plus  de  travail,  si  l'on  vent  considérer  à la 
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liùs,  ainsi  i| ne  nous  nous  le  sommes  proposé,  l'action  mutuelle  de  ces 
(|untre  dernières  Planètes,  qui  à caus(>  de  l'éloignement  des  deux  pre- 
mières paraissent  en  ell'et  constituer  un  système  à part. 

Les  variations  séculaires  des  excentricités  et  des  aphélies  sont  indé- 
pendantes de  celles  des  inclinaisons  et  des  nœuds;  leurs  lois  sont  ren- 
lerinées  dans  deux  systèmes  séparés  d'équations  diHérentielles  dont  le 
noinhre  égale  le  double  de  celui  «les  Planètes  dont  on  considère  le  inou- 
venicni.  Nous  avons  donné  dans  le  n"  17  les  deux  systèmes  complets 
pour  les  six  Planètes,  et,  comme  nous  venons  d'intégrer  sépartunent  les 
quatre  premières  équations  de  chaque  système,  ils  se,  ré-diiisent  rnainti’- 
nant  à ceux-ci  plus  simples,  dans  lesquels  je  lais,  pour  abréger, 

a / = (a,  o)  -+-  ( T.,  i)  -t-  ( a,  3j  -t-  ( î,  4 ) -«-  ( *,  5 , 
t3f  = (3,  o)-+-{3,  a)^(3,  4«'+‘t3,  5), 

(4)  = (4, 0)  4-  <1  •+■  i4.  ») -•-  (4-3)  (4. 5:, 

(5)  ^(5,  o)m-(5,  I)-*-  J5,  a (5,  3) -f-  (5,  4'. 


Premier  système  pour  tes  excentricités  et  les  aphélies. 

2)r*  [a,o]_r-i-  [a,  i].*-'-!-  [a,  3].»”-«-ja,  4]y"-e  [a.  Sj.r'  =o, 

-i-  a)ar"  — (a,  o]  X — [a,  i]  x' — [a,  3]  x”— [a,  4]  (a,  5]x' = O, 

< 3).r-  -«-  13,  o).r  -e  13,  .]  V'  -s.  [3,  a]^-"  -t-  [3,  4]r'+  [3.  5]r  = -, 
3)x'  — [3,  o]  X — [3,  i]  X'  — [3,  a]  x"  — [3, 4]  x"—  [3,  5]x'  = o, 

4)r"+  [4.  [4.  '].»•'-+■  14.  »).»•"+ 14.  3]j-"  -t-  [4,  5]  r'  = o, 

-t-(4)x’'—  [4,  ojx-  [4,  i]x'-  [4,a]x”—  [4,  3]x-  - [4,  5]x*  = u, 
-('■>)r  -e[3,o]^+[5,.l.r'-f-[5,a].v''-el5,3]r  + l5.4!.V=o. 
^ -t-(5)x’  — [5,o]x—  [à,  i]x'—  [5,a]x"  — [5,3]x“  — [5,4]x"— o. 
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lUtuxi^mi^  système  pour  les  inclinaisons  et  les  ncruits, 

(î) K*  — (», O) « — (*,  1)  k’  — (a,3)  m"  — (»,  4)  — (i,  5) K’r-  O, 

(»)  + (*,  o)  1 + ( »,  I )•»'  — (»,  3)i*  — (5,  4)-*'”  — (*•  5)  <'  = O, 

^ -f-  (3)  — ;3,  o)  H — (3, 1)  u'  — (3,  *)  «*  — (3,  4)  — (3,  5 J U’ = O, 

— (3)  j”  4-  (3,  O i 4-  ( 3,  1)5'  -(-  (3,  »t»'  4-  (3,  4)*”  4-  ( 5)  U, 

^ 4-f4)H”'  — (4,o)«  — f4,  i)u'  — (4,  »)//'  — (4, 3) U*  - (4,  5)h’=  O, 
fiti  ' ' 

-^1 (4l*''-*-  (4-'»)^  -t-  (4.  ')*'4-  (4,  a)*"  4-  (4.  3) J* 4-  (4,  5)j'  ^-o, 

^ 4-  ( 5)  «•  — ( 5,  O I « — ( 5,  i)  «'  — ( 5,  a)  u"  — ( 5,  3 ) u'  — ( 5,  4 ) »"  = <>. 
^ 4-  (5,  o)  J 4-  (5,  1 1 y 4-  (5,  a)*"  4-  (5,  3)*' 4-  (5,  4)1"  = »• 


.Nous  prendrons  ici,  comme  nous  l’avons  fait  ci-dessus,  les  niasses  des 
Planètes  telles  <]ue  nous  les  avons  déterminées  dans  la  première  Section; 
c’est  pouri|uoi  nous  ferons  m,  m',  m",  m",  m",  m'  — i dans  les  valeurs 
des  coeirieicnts  de  ces  équations  (16).  Ainsi  l’on  aura  coniine  il  suit 


l'i.o)  = o‘,  lïijg 

9,1  i3S<j84. 

[i,  i]  = 5',’«oî 

«.71:6977, 
[j,î)=  i'.363i 

0.1344935. 

[a.  41  = 0’,  3880 

9,589940  a. 
[a.  5]  o’,€ki56 

7,7497419- 

V. 


[3,oj  — o”,o445 

8,0479111, 

[3,i]=  i’,06i5 

o,aai'5o47, 
[3,a]  = o'.333o 

g.5aa4i34, 

[3, 4)  = 6',aio4 

0,7931 I7V, 
(3.  5]  o',o463 

8.6654494, 


[4,0]  — o'iOigO 

S.aga  1 439 

f4,  ■!  = o",7'68 

9.85540G5, 

[4,  a]  — o",o853 

8,93o7’iSa. 

[4,3]  = 5-,57i6 

0,7459834. 

[4,5]  = o’,a7i4 

9,4335698. 


[5.0]  = o*,oo4i 

7,6ia343.5, 

[5. 1]  = o'.  1404 

9.  i654a-ji'i. 

(5,  'ij  = o'iOi-i’i 

H.oStCï;», 

[5.  3j  = o',4ia5 

9.6i54i37, 

(5,4]  = a’.695; 

0. 4306686, 
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('i,  o)  .TT  i»",6A8i 

(3, 0)  =s  O*,  3|o3 

(4, 0)  rr  o".a©73 

(5,  0)  s.  o'.olkMi 

9.818^718, 

g,S3i8ii7, 

9,3i6G3i6. 

8.gt»lx»743, 

fa,  1)  - i4'.4»ir» 

(3,  1)  = 6",948o 

(4,  0-4',i3ia 

(5,0-  i',3754  - 

i»i587ia4i 

o,84iH5llg. 

0,01^0784. 

o,i974oi*<', 

(a.  3)^  r,  77^1 

(3,  a)  = o'.  .(33o 

(4,  al  = 0*,  1481 

(5,  a)  — o*,o3»j(6 

o,i4857a8. 

9,C3«Mgï7, 

9,1707353. 

«.397490. 

(a.  4)  — o",67ti«ï 

(3.  4)  = 7’.4'i79 

(4,  3)  ti*,69i>8 

|5.  3)  ^ o'.  8&j6 

9.8199303. 

»,87'iGi4i. 

0.81.34798- 

«■•)3o3«'4. 

(i,  5)  =-  o^.oiSa 

[3.  5)  =:  o'.n-j;0 

(4,5).  o-.4aa3  ’ 

(i.  4)  = 4'.  «ys» 

S,i39fM>98. 

8.9R«,337i. 

9,ti’i5()5u7, 

0,6117495. 

(a)  = (7“,53fi3 

(3)  i=  1 3', -1767 

(4)  =11-*,  3999 

|5)  ït6*,76o3 

1. 243938**, 

1 ,i)C44  5aQ. 

o,8i9()(jG<i. 

Kl  si  l’un  (lulerminc,  d’après  Ips  pIpiupiiIs  du  n"  26, 

tes  vuleurs  des  va> 

rialtk-s  x",  v".  x' 
«•plies-, •!. 

j",  jr”,... 

pour  lVpo(|uo  d(! 

1 700,  on  trouvera 

Piiur  1 7<K«  ; 

jr"  --  >."  siii?* 

= 0,0457a 

y-^  *rr  X'*  ros^" 

=r  — o,o8o(ji) 

8.6600670, 

8,fio84u8i, 

J-”  = /'  sin 

= — o,oi(î<î5 

ros©' 

= o,ooaa5 

8, a?  1 1 .3, 

7,35a8ï)o5, 

I"—  l^'slnç"' 

s — o,oo56i 

^.,V— . 

^ o,oo4 1 6 

7.748.J.J33. 

7,6i8'kj85, 

X’  = X”  Sil)»' 

— ü,  i9*‘8îo 

= X'  cüS^" 

— u,oi>t  l ’j 

»>’J'y358ai , 

8,786'U|8», 

j'  =;  6'sinw' 

= «,©>378 

tt"  5"  ru'iM*' 

^ «>,oai8lî 

8,376a  ia6. 

8,33<)4h  76, 

»"  — i'sinM* 

=:  O, 

u"  5*  cus'o* 

0, 

I"  = 3‘’sin'.,” 

r=  u,o56()l 

«*’  = 

o,oi63t* 

8,755ao47, 

8,a  137331, 

= O"  sinw’ 

= 0,08619 

«*  =.  5*  ros«* 

Si  0,08718 

8,i>35433a, 

8,c>4<>4**‘'  i* 
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O sont  là  lous  les  élémeiils  nécessaires  pour  le  calcul  des  variations 
séculaires  des  Planètes  dont  il  s'agit.  Nous  allons  en  exposer  le  procédé 
et  les  résultats  avec  le  détail  dû  à riinporlaiiee  du  sujet. 

Excentricités  et  aphélies. 

59.  Coininençons  par  le  premier  svstème,  et  rcmar<|uons  d'altord  que 
les  variables  j:,  y,  ,r',  _v'  ayant  déjà  été  déterminées  ci-dessus  (50J,  les 
termes  qui  contiennent  ces  variables  doivent  être  regardés  comme  tout 
connus.  Or  ayant  trouvé 

r A siufrt/  T *)-t-  B sio  ht  -t-  ,3|, 
y = A ros(o/ -f- «) -t- B cos(A/ -t- 3l, 
x'=  A'sin'ot  + x)  + B'sin{é(  -t-  |îj, 
y'=i  A'cos'  Ut  -t-  a;  -t-  B'cos(à/  -i- 

il  est  facile  de  se  convaincre,  par  la  nature  des  équations  à intégrer,  que 
toutes  les  variables  x",  x",  x",  x'  doivent  contenir  aussi  les  sinus  des 
mêmes  angles  déjà  connus  at  -t-  a,  bt  -t-  jS,  et  les  variablesj",j'“,_)''',  _)  '' 
les  cosinus  correspondants. 

ftn  supposera  donc,  pour  satisfaire  à ces  équations, 

x'  T A'  sin(«t  + a e B"  sin(/jt -t- Jî) -t- C"  siii  c/-i-y), 
y'  = A'  rosia/  4-  a -e  B"  ros'At  + 3,  -l-  C"  cos;ct  4-^), 
a'  = A"  siin’o/  4-  ai  -e  B'  sin(A/  4-  ^ C"  siii(c/  4-  y), 

y * = A*  cos(«/  4-  a)  4-  B'  cos{6/  e ? 4-  0"  cosi  c/  4-  y ), 

*■'=  A‘’sinla/  4- a)  4- B“.sio(i/  h P 4- C” siii  et  4- y ;, 

A'^cos!  n/  4-  a)  4-  B’'oos(é/  4-  |il  4-C"eos:c/  4-  y), 

■r’  = A’  sio  al  4-  al  4-  B'  sinti/  4-  jî  4-0'  sin  et  4-  y , 

y'  = A'  cos(o)  4 a)  4-  B*  cos(t/  4-  C'  cos(c/  4-  y , 

les  coeflicients  .A”,  B",  C",  .A',  B",...  étant  tous  constants  et  iniléter- 
minés,  ainsi  que  les  deux  quantités  c et  y. 

îç,. 
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L(‘s  substilutions  faitt's,  »n  égalera  siéparéinenl  à ïéro  les  coeflu-ienis 
«les  (liirérents  sinus  et  cosinus;  il  en  résultera  trois  systèmes  tré<|natiuns 
«le  «‘elle  forme 

((7,  o]  A -♦-[»,  i]  A'+  [<«  — (*)]  A'-t-[i,  3]A  [3.  j]  A”  + [a,  5]  A’=;  O, 

(3,««]A-t-[3.  .]A'-l-[3,7lA"-t-(«i-(3)]A'-«-(3,  Jl  A''-«-[3,  5]A’  o, 

i ' ; 

i (4.  o]  A -e  [4.  1]  A'+  [1.  7]  A'+  [4.  3]  A'+  [«  - (4)]  A-  + ( 4.  5]  A’  = U, 

\ [5,o)A  + [5.  i]A'-i-15,7]A"+[5,3]A'-«-[5,  {] A”  + |«i- l5)| V = «•; 

[7,o]B  + [7,  i]B'+|i-f7)|B"-t-(7,3]B--«-[7,4]lf'  + [7.  AIR-  u, 

) (3,olB  + [3,  ilB'+[3.7)B'  + |t-(3)jB--«-(3,41B''  + [3,  A]n--o. 

10  ' 

H4.o)B  + [4.  i]B'  + l4.’)B”-t-[4.3lB'+[6-  4)|B-  + (4,A1B'  - o. 

' (5,olB  + [5,  i)B'-«-[5.7]B-  + (5.3]B-+(5,41B"  + |A-(5)|B-  «.; 

; (c-(7)JC'-r-l7,  3]C'+[,,  4]C-’  t [7,5]C-=ro, 

) [3,7]C'4-  |«r  — (3)|C'+  [3,4)C”+  (3,5]C'  — o, 

iCl  ( 

ils.  ( 4. 3]C--1-  [ C - (4 1 1 c-  + (4, 5]C'  = o, 

I 15,7)C''4-[5.  3]C'4-[5.41(;--t-  [c  - i5.|C'  = o. 

60.  Comme  les  «(iiantités  A,  A',  li.  H',  ainsi  i|ue  a et  l>  sont  il>''jà  con- 
nues, il  est  clair  «jue  les  «|ualr«‘  équations  (A)  serA'ironl  à «lét«.rminer  les 
«|iiatre  conslant«*s  \",  A',  A'*,  A’;  que  de  même  l«>s  équati«ins  (U)  «léter- 
mineront  les  constantes  B",  B',  B”,  B'.  (k>mmcn«,-ons  par  res  détermina- 
li«ins;  nous  aurons  «l'abonl,  par  l«;s  valeurs  de  A,  A',  B.  B'  du  n"  .50. 

[7,  i>]  A -e  [7,  ijA'-n  — «>,««83ai3,  [7,0]  B -«-[7,  i]B’  — o,73oi3i), 

[3,o]  A + p,  1]  A'=  -0.07ti334,  [3,..]B  « [3,  i]B  - o.o^AtA.», 

[4,  o]  \ -4- [4,  «1  A*=  — ««,oi  i34«i,  [4*  B -+- [ i,  1]  B'  «i,4(3il>ti3. 

[5,  u)  A -t- [5,  1]  A'—  — o,«m73ii,  (5,  o)  B -t- (A,  i’ B'  = o.iiiSijlH); 
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riisuiti'.  à cause  de  U = ai", 9905,  A = 3",585i  (même  numéro j,  «11  aura 


rt  — {î)=  4**454^i  6 — (5t)  r=  — 

a — (3)=  6,7136,  b — (3)t^ — 11, (>916, 

//  — (4)—  10,3906,  h — (4)  = — B,oi48, 

rt  — (5)t=  i5,3ï3oti,  b — (51  = — 3,1757,. 

Substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celles  des  autres  coeffieieiits  données 
plus  liaut,  et  résolvant  les  équations  a la  manière  ordinaire,  on  trouve 

A' = 0,01748  R"— 0,01837 

8,7424^4^*  8,7<^i8c)6, 

= 0,00433  B"  = o,oi485 

7,6366283,  8,1718434. 

A**=  — o,ooi38  B''  = o,oi5o4 

7,i4o35(x).  8.177,767. 

A' = 0,000*7  B' =0,01681 

6, 4^34834.  8,  **55oo3. 

61.  A l’égard  des  équaliuiis  'C},  eomme  elles  ne  cuntieniienl  aucun 
Icnne  lout  connu,  il  esl  vi.sible  qu’elles  ne  sufll.scnt  point  pour  dêlermi- 
iicr  les  quatre  inconnues  C",  C",  C",  C'  : car.  si  l’on  divise  chacune  île  ces 

tr  t'*' 

équations  par  t]’,  on  n’a  plus  que  trois  inconnues  jt;-»  ÿ.-*  qu’on 

pourra  déterminer  par  trois  quelcon(|ties  de  ces  mêmes  équations;  aloi-s 
la  quatrième  siTvira  à déterminer  l’inconnue  c. 

Par  les  rfej'les  ordinaires  de  l'élimination  on  trouve  que  les  valeurs  des 
4^"  L"  1^* 

ineoiinues  déduites  des  trois  premières  è(|iiations,  sont  de 

eette  lorme  en  taisant,  pour  ahreger. 

M = — [*,  5]  X I c — 3)  I X I c — ( 1 1 1 + l*,  3]  X 13,  ')]  X ( c — jl| 
a-  [*.4]  X [4,  5)  X (c  - (3)]  a-  [3.  4)  X [{,  3)  X [*.  5) 
-[*,3]x[3,4]x14.">]-[î,5]x[4.31x[3.  il. 
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M'=  — [3,  5]  X [c  — (a)]  X [c  — (4  j -t- [3,  a]  X (a,  5]  X [ f — ( {)  | 

-t-  (3,  4]  X [4.  5)X  [c  — (a)]  + [a,  4]  X (4.»]  X (3,  5] 

- [a.  5]  X [3, 4]  X [4.  a]  - [3.  a]  X [4.  5]  X [a.  4], 

3I'=  — [4*  5]  X [f  — (a)  ] X [ c — (3)  j -t-  [a,  5]  X [4.  a]  X (c  — (3j  I 
-t-(3,5]  x[4.  Î]X  [c-la)]  -»-[a.  3]x[3.  a)x[4.  5] 

- [a,  3]  X [3.  5]  X [4.  a]  - [3.  a]  X [4.  3]  X [a.  5], 

N = [c  — (a)]  X [c  — (3)|  X [c  — (4)]  — [a.  3)x[3,a]  X [c  — (4)  j 

- [a,  4]  X [4.  a]  X [c  — 13)]  — [3,  4]x[4,3]x  [c  — (a  | 

-I-  [a,  3]  X [3,  4]  X (4.  a]  -I-  [3.  a]  X [4,  3)  X [a,  4]: 

i-l  ces  valeurs  élaiU  sulistiluées  dans  la  quatrième  équation,  elle  de- 
viendra 

[5.alM-e[5,  3]M'-t-[5.4]M  +[c-  5)]N  = o. 

Otie  équation  dont  c est  la  seule  ineonnue.  en  ordonnant  les  termes 
et  faisant,  pour  alircger, 

- [a,  3]  X [3,a], 

H .la,4)x[4.a], 
é'=;[a,  5)x[5,  a], 

W = [3,4]x[i.3l. 

E^[3,5]x(5,31, 

é-=[4,51x[5,4], 

r;  = [a,  3]  X [3,4]  X [4,  a]  -e  [3.  a]  x[4.  3]  X [a,  i], 

//=  [a,  3]  X [3,  5]  X [5,  a]  + [3.  a]  X [5,  3]  x [a.  5], 

/ ^ [a,  4]  X [4,  5]  X [5,  a]  -u  [4.  a)  X [à,  4]  X [a.  5], 

A [3,  4]  X [4.  5]  X [5,  3]  -I-  [4.  3]  X l'i.  4]  X [3,  5j, 

/.  = [a,  3]  X [3,  a]  X [4,  'i]  X [5.  4]  [a,  4]  X [4.  a]  X [3.  5]  X [à,  3] 

4- [3,4]  X [4.  3]  X [a,  5]  X [5,  a] -[a,  3]  X [3.  4]  X [ 1,  5]  X [5.  a] 

- [a,  41  X [4.  3]  X [3, 5]  X [5,  a]  - [3.  a ] X [a,  4]  X [4,  5]  X [0,  3] 

- [3,  a]  X [4.  3]  X [5, 4]  X [a,  5]  - [4,  a]  X [3,  4]  X [5,  3]  X (a,  à] 

-[a,3]x[4.a)x[5,4]x[3,5]. 
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SK  réduit  ù celte  forme,  où  j’ai  change  c en  x, 

I fx  — (a,j  x(x  — (3)]x|x  — (4)|x[.r-(5)J 
[ — ^ |x  — (4)j  X [x— (5)]  - A(x  - (3)]  X |x  - (i)| 

I - C[x- (3)  j X |x  — (4)j  - W |x  - (a)|  X |x  - ,r.)| 

I-  /î  (x  — (i|J  X (x  — (4)  j — A’|x-  (a)J  X (x  — (3)| 

-f-  L'  [x  — i5)J  + //[x  — (4)  j 4-  / [x—  3)  I 

I -I-  A |x-(5)|  4-/, 

klant  développée,  elle  montera  au  quatrième  degre,  et  donnera  par 
conséquent  quatre  valeurs  de  x,  qui  pourront  être  également  employées 
pour  c;  et  c’est  de  la  réalité  et  de  l’inégalité  de  ces  ratines  que  dépend 
rexclusion  des  ares  de  cercle  dans  les  variables  du  Problème,  et  par  eon- 
st'queiil  la  permanence  de  la  forme  actuelle  des  orbites  des  Planètes  qin' 
nous  considérons  (41 }. 

Il  importe  donc  de  résoudre  celle  équation  rigoureusement.  Pour  cela, 
après  l’avoir  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  x,  il  faudra  com- 
mencer par  lui  Oter  le  second  terme.  Or,  à l’inspection  seule  de  cette 
équation,  il  est  visible  que  le  second  terme  sera 

— f ( *)  •+•  >3)  + '4)  5)|x’; 

aitisi  il  n’y  aura  t|u'à  y substituer  d’abord 

. 13)4-(3)_4-(4|_4-(5) 

' ‘1 


à la  place  de  x,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  relrancbi'r  de  chacuite  des 
quantités  fa),  ('ij,  (4),  (5),  la  quantité 

(a)  4-13)4- 1.4)4  5) 

4 - 


et  changer  en  même  temps  x en  y. 
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Si  (loue  011  (ait 

(2>  + (3)-M4)-f-(5) 

^ , 

[î]  = (*)  - 
[3]  = ( 3)  - 

tri  ,r,  (a)  -H  (3)  + (4  r 4-  (5 

[5]=(5)~ , 

ou  aiii-a  une  Iransfonnée  en  y de  la  meme  forme  que  l'équation  en  x\ 
maia  dans  laquelle  les  eroeliets  ronds  seront  ehanpés  en  crochets  carrés, 
et  qui  étant  ordonnée  par  rapport  à j' se  trouvera  privée  du  second  lermi', 
et  sera  de  cette  forme 

, • p,->  ^ Q,  -t-  R = O. 

dans  laquelle  un  aura 

P -- 1»]  X ['>1  + l»)  X [4]  + [a]  X [51  ^ [31  X (41 
+ [31X[5]  + [41X[5] 

E-t. 

Q - (a)  X [3]  X [4]  - [al  X [31  x [51  - [a]  X [41  X [51 
-[3]X[4]X[5] 

^.y[[4K[5]j4.«[[3)-4.[5]]+C|[3K[4lJ 
+ /;|[al  + [5]J+£[[a]  + [4l]  + é-[[a]  + [3l] 

+ G H 1 E, 

R^[a]X[3]x[4]x[5]-.^(41x[5]-/?[3]x[51 

-C[31X[4]-/)[a]x[5]_£[a]x[41 
_f[,]x[3]-G[51-/f[4)-/[31 
-A[a)  + Z. 
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On  (ornifirii  inaiiilonuiit  (‘otle  wluilc  en  z du  Iruisiënic  degir 
j’ -f- *Pî’ -+- {l*‘ — 4D  )a  — 0'  n> 

et  désigiiiinl  ses*  trois  racines  par  s',  z”,  z".  on  aura  sur-le-rliamp,  pour 
les  quatre  racines  ou  valeurs  de.v,  ces  expressions  fort  simples 


^ Z “1“  y 2 ■+■  y 2* 

ys*  — ya" 

- v'^* 

•X 

2 

^ x”  — y Z — y' Z 

yi'-X? 

7 ’ 1 ’ 

dans  lesquelles  il  faudra  avoir  soin  de  prendre  les  trois  radicaux,  cliacun 
avec  un  sijfiie  contraire  à celui  de  la  valeur  du  coelïicient  Q. 

Cette  manière  de  déterminer  les  racines  des  équations  du  quatrième 
degré  est  plus  commode  que  la  manière  ordinaire  qui  n'emploie  qu'une 
seule  racine  de  la  réduite,  mais  cpii  demande  en  même  temps  la  résolu- 
tion d’une  équation  du  second  degré.  Klle  résulte  aus.si  directement  de 
la  nature  de  la  réduite,  dont  les  racines  expriment  les  carrés  des  sommes 
des  racines  de  la  proposée  prises  deux  h deux;  et  (|uant  au  signe  qu’on 
doit  donner  aux  radicaux,  il  sulTit  de  remarquer  que  la  somme  des  pro- 
duits des  quatre  racines  ci-dessus  multipliées  trois  à trois  sc  trouve  expri- 
mée par  v'a‘  V quantité  qui  doit  par  conséquent  être  égale  à — Q 
par  la  nature  des  équations.  Voyez  là-dessus  les  Mémoires  de  1770  (*). 

Pour  ce  (|ui  regarde  la  résolution  île  l'équation  en  z du  troisième  de- 
gré, ce  qu’il  y a de  plus  simple,  lorsi|ue  les  racines  sont  toutes  réelles, 
comme  elles  le  sont  dans  notre  cas,  c’est  de  la  ramener  à la  trisection  de 
l’angle,  et  d’y  employer  les  Tables  trigonométriques.  Pour  cela,  après 
avoir  privé  l’équation  du  second  terme,  il  n’y  aura  qu’à  la  comparer  à 
celle-ci 

«•  — 3r’u  — ar’  cosif  = o, 

dont  les  racines  sont 

îrros|>  — ireos  ^tjo” -e  i — accos  | j • 

[“)  UKui'm  de  iM^rnngff  (.  Itl,  p.  afig. 

V.  40 


Digitized  by  Google 


:<l'i  THÉORIE  DES  VARIATIONS  SÉCULAIRES 

H2.  Voici  maintcnaul  les  résultats  numériques  de  ees  Ibruuiles.  J'ai 
calculé  d'al>oril  les  valeurs  des  eoeflrieients  ,4,  H et  j’ai  trouvé 


./  = 0,45384 

fi  o,o33ii> 
8,59.ofi<>54, 
C = 0,00007 
5,8373701, 

[}=i  34,{M:t€K> 

1,5391013, 
E = OfOl^tK) 
8,280883 ï, 

E — 0,73154 

9,Wt42384, 


1.44334 

«,i5<)38ti8, 

//  = 0,001 54 

7,1  HWtiofï  I , 

/ = o,oo?5H 
7,4iiiC>';<>, 
A = i,3t)olH 
o,i43i3i  {, 

L = 0.747  4“ 
9,3«|3?j4i. 


J'ai  l'ail  ensuite 


X —y  17,7933 


et 


(7)  = 4,7430  [4]  = 34 

o,(i7tjo53i,  o,o7G7H(k), 

[3]  = 7,4834  [5]  = — 8,o33o 

0,3950467,  0,7805333. 


De  là  j’ai  calculé  les  valeurs  de  P,  Q,  R,  comme  il  suil 


1’ = — 69.0874.  (J  = ~ 6,7577.  11  = 1066,0018, 
cl  j’ai  trouvé  celle  réduilc  en  z 


dans  laquelle 


i’  — ’im  z'  n Z — — O, 

7.P 

m — — -J-  = 46.0549. 

n =P‘-4R  = 508,3708, 
P — Q'=  45,5<j77. 
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Km  raisanl 


Z m(«  I), 


elle  !«•  nMliiit  k relli‘  loniie 

«■  — ( 3 — ^ ) « — ( ï — -"-J  = ”• 

' m'/  \ m*  m‘/ 

<l(*  sorte  (|tiVn  I»  l'OMip^ruiil  à 

n*  — cos^  o. 


CP  qui  (luniic 


^ — 0,070 1 1 , 

3 ni’ 


r’roso  I r-  o,8tio3<); 

a ni’  im' 


O 

r = ^ ^ = i"ar 


il  est  inutile  de  [Mirtcr  ici  Ih  précision  jusqu’aux  secondes,  puisque  la 
valeur  du  cos'p  ii'cst  exacte  qu’à  la  cinquième  décimale  près). 

.Ainsi  les  trois  racines  ou  valeurs  de  « seront 

I,iji79i,  — o,yiisjo,  — o,ç)y8o7.  ; 

et  de  là  on  trouvera 

z' i3.j,3B4,  »'r=  3,68<)7,  i”  = o,o<)i7.4. 

Donc,  puisque  — Q est  un  nomhre  positil',  on  aura 

y i' I I,5«)74,  4 i' = 1 ,9707,  y j".=  0,3o7.I  . 

Par  conséquent  les  quatre  racines  ou  valeurs  de  v seront 

(i,i)o'i>,  4»*i^î^*  — — 6,t»o55. 

.Mais,  quoique  ces  valeurs  soient  pous,sées  jusqu'à  la  quatrième  déci- 
male, un  ne  peut  eependant  compter  ({Ue  sur  la  troisii'ine;  e'esi  pour- 
quoi, afin  de  les  vérifier  et  di’  leur  donner  en  même  temps  une  plus 
grande  exactitude,  je  les  ai  substituées  successivement  dans  réqualioii 


>•*  -t-  P.i  ’ -e  y,)’  ••  R = O, 


so. 
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cl,  ciii|)liiy:iiil  la  mclliodc  onlinairc  «le  tâtonnt«mciU,  j’ai  Iroiivi-  cfll«‘s-ci 
corrigées  et  CMietes  jusqu'il  la  quatrième  déi'imale  inclusivcincut 

y* r- 

ainsi,  en  y ajoutant  i3,7«)3'î,  on  aura 

,r -- ic),7oi  '7, 177^,  7.Ro‘*7>  tJ.iSR'i. 

Telles  sont  les  rairines  de  ri'‘quation  qui  dclennine  la  quantité  c;  d’où 
l’on  voit  (|ue  cette  quantit)!  peut  avoir  qiiatn^  valeurs  dill'éreules  toutes 
riielles.  «[ue  nous  désignerons  parc,  ti,  e,  f,  et  «|ui  donneront  parconsé- 
qui‘111  autant  de  sinus  et  de  cosinus  dans  les  expressions  desvariaides  du 
Prohlèiue.  Ainsi  nous  sommes  déjà  assuivs  que  ees  expn'ssious  ne  sau- 
raient eontenir  des  ares  de  cercle,  et  que  par  coust-quent  leur  exactitude 
ne  sera  pas  liornée  h un  temps  limité,  mais  aura  toujours  lieu  à l’infini. 

Mais,  couim«>  les  racines  que  nous  venons  de  trouver  dépendent  «les 
valeurs  suppos«W‘S  aux  masses  des  Planètes,  on  pourrait  «louter  si.  en 
eliangiMiit  ces  valeurs,  on  ne  tomherait  peut-être  pas  ilans  des  racines 
égales  ou  imaginaires.  Pour  lever  tout  à fait  ce  doute,  il  faudrait  pou- 
voir démontrer,  en  général,  que,  «luelles  que  soient  les  valeui’s  des 
masses,  pourvu  seulement  <|u'elles  soient  positives,  les  racines  de  r«'<|ua- 
tion  «lont  il  s’agit  sont  toujours  néees.sairemenl  réelles  et  inégales.  fa?la 
est  facile  lorsipi’on  ne  considère  h la  fuis  que  l’action  mutuelle  de  deux 
Plan(‘l(‘s,  comme  nous  l’avons  vu  |dus  haut  relativement  à Saturne  et 
Jupiter,  parce  qii'alors  l’équation  n’est  que  du  second  degré:  niais  l'ette 
éipialion  se  complique  et  s’élève  à mesure  <|tie  le  nomhre  des  Planètes 
augmente;  c’est  pouripioi  il  devient  de  plus  en  plus  dillicile  de  juger 
ri  priori  de  la  qualité  des  racines.  Opendant  il  ne  parait  pas  impossihie 
lie  |iarvenir,  par  i|uelque  artifice  particulier,  à décider  cette  question 
d’une  manière  générale;  et  comme  c’est  tin  ohjel  également  intéressant 
pour  r.\nalyse  et  pour  r.\slronomie  physiipie,  je  me  propose  de  m’en 
occuper.  Kn  attendant,  je  me  euiitenterai  de  remarquer  que,,dans  le  cas 
présent,  les  racines  trouvées  sont  trop  dilférentes  entre  elles  pour  qu’un 
petit  ehangeimmt  dans  les  inass«-s  adoptées  piii.sse  les  rendre  égales,  et 
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t'iirore  moins  imaginaires.  Kn  ell'el,  les  expressions  générales  des  raeines 
de  V Idnl  voir  que  l’égalité  de  deux  de  ces  racines  ne  peut  avoir  lieu  sans 
celle  des  racines  de  s;  or  l’inégalité  de  eellesHÛ  est  assez,  grande  pour  ne 
pouvoir  être  détruite  que  par  une  altération  considérahle  des  coefficients. 
Il  faudrait  pour  rela  que  l'angle  p,  que  nous  avons  trouvé  de  4"3',  devint 
nul  ou  de  i8o  degrés;  ce  qui,  vu  la  nature  des  formules,  demanderait, 
dans  les  éléments,  des  rliangernents  Iteauconp  trop  grands  pour  pouvoir 
être  admis. 

l>3.  Nous  ferons  donc 

(les  valeurs  de  ces  coefficients  sont  censées  exprimées  en  .sc'condes.  puis- 
tpie  celles  des  coelficients  marqués  par  des  crochets  sont  exprimées 
ainsi  J:  et  nous  aurons  pour  les  valeurs  complètes  des  variables  x”,  y", 
x", ...  des  expre.ssions  de  cette  forme 

~ A"  sin{«/ + at) -4-  B"  sin(6t  + 3) 0"  sin(c<  4- •/) 

4- D"  sin(rf/ + ^)  4-  E’ siiifc/ 4- e)  4-  F"  sin  yÏ4-ia), 

y"  — A' cos(<it  4- al  4-  B"  cos(i/ 4- 4-  C'cos(c<4  •/) 

4-  D"  ros(f/t  4-6)4-  E"  cos(e/  t)  4-  F'  rosij'l  -+-  rai, 

A”  siii(nt a) -t-  B"  sin (é/ 4- j3)  •+•  ('.' sin(c/ -t- y) 

-4-  D*  sial  lit  6l  4-  F;'  sin(e/  4-  e)  -f  F"'  siii  y?  -t-  ci 

= A'  ros(at  -4-  a)  4-  B"  cos(  -4-  4-  C*  cos . c/  -4-  y 

4-  D"  crm'til  4-6)4-  E”  cos;  c/  4-  e)  -t-  F*  rosi ft  + 

a"' = Ac’sinfnt  4- *)  4- B"  sin  -4- J3) -4- C"  siti  ct-k-y) 

4-  D‘’sin;rf/  -4-6)4-  E"  sin(c/  -4-  j)  4-  F''  sin  ft  -4- 13 

y"=z  A”cos(«/  -4-  a)  -4-  B"  rosi  /i/  4-  3)  4-  C'’cosfc/  -4-  y) 

4-  D‘'cos'(/<  -4-61-4-  E‘'cos  «/  4-  £)  4-  F‘'costyV  4-  n , 

X"  — A' sin((i/ 4 a)  4-  B’  sin (6/ -4- (î)  4-  C’ sin  c/ -4- yj 
4-  D'  sin(<//  -4-6)4-  F.'  sin  et  -4-  £)  -1-  F'  sin  fl  -4-  nrl, 

V*  = .A'  cus(n/  -4-  «)  4-  H'  cos  lé/  4-^)4-  C*  cos  c/  4-  y) 

4-  D'  COS(rf/  -4-6)4  E'  CQi  et  4 £)  4 F'  cos  yV  4 (II), 
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i|ui,  plaiil  siihstlliipps  dans  les  équations  du  premier  système  (58;.  doii- 
nei'onl  (eu  égalaiil  à zéro  les  eoellicients  des  diHérents  sinus  et  eosinu.s ), 
iMilre  les  trois  éi|uations  (A),  (B),  (C)  déjà  trouvées  (59),  ces  trois 
aulres-ei  seinhlaltlcs  aux  équations  (C) 

I r/  — |5)J  D'  [î,  î]  !)*■  4-  (a,  4]  D”  -t-  [a,  5]  IC  o, 

[î,a]D  4-  [d  -(3)]  !)-•-[  3,  4]  IC  4- (3,  5]  IC  o, 

[4.2]D"-  (4, 3]ir  ^frf-(4  ]D'*-h[4.  5]IC.  o. 

[5,a]D  - [V,  3]D  4-[5,  {)  IC -c  [(/ - (5.]  D- = o; 

[e  - (a)|  E'  4-  [a.  3)  E-  + [a,  4]  E”  [a,  5]  E'  o, 

[3,  a)  E"  c [e  - (3)J  E*  ■+■  [3.  4]  E-'  a [3.  5]  E'  _ o. 

14,  a]  E”  4-  [4,  3]  E-  4- \e  - (4)]  E"  ^ (4.  5]  E'  ». 

[5,  a]  E'  4-  (5,  3]  E‘  a-  [5.  4]  E-  + [«  - (5 1]  E'  o: 

(/-  a |F'  -i-[a,3]F"-t-(a.4]F"a.[a.5]E'-  o. 

[3.  a)  F-  - (/-  ( 3)J  F"  -+-  (3,  4)  F--C  [3,  5]  F'  - o. 

) [4.  a]  F- 4.  [5.3]  F*  4(/_(4)]f--c[4.5]F-  ». 

I [3,  a J F'  + [3,  3]  F"  4-  (5.  4]  F'*  4-  [/-  , 5f|  F'  ». 

Les  équations  (A)  et  (Bj  ont  été  résolues  ei-dessus  (60)  et  oui  donné 

les  valeurs  des  eoeHieients  A",  A" B",  B", ....  Les  équations  (L)  ne 

donnent,  eoninie  nous  l’avons  vu  (61  , (|ue  les  ra|)|)orts  entre  les  eoelli- 
eients  17,  17,  C”,  17;  mais  elles  donnent  en  inéine  temps  la  valeur  de  la 
constante  c par  une  équation  déterminée  du  qiialrièine  degré;  et,  eoinini- 
les  équations  précédentes  (D).  (L),  (F)  sont  en  tout  semblables  aux 
e<|uations  'C),  il  est  clair  que  les  équations  résultantes  en  ri,  e,/sevuut 
b-8  mêmes  que  l'équation  en  c;  de  sorte  que  ees  é(|uations  seront  satis- 
faites en  prenant,  comme  nous  le  faisons,  pour  c.  iJ.  e,y  les  racines  de 
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l'équatiün  trouvée  en  c.  Ain.si  il  sullira  d’employer  trois  des  é<|iialiuiis 
de  clianin  des  quatre  systèmes  (C),  {!)),  (E),  (F),  pour  déterminer  les 

valeurs  des  rapports  p; 


E- 

C" 


ir  D" 
ir 


On  pourrait,  dans  cette  détermination,  faire  usage  des  expressions 
générales  trouvées  dans  le  numéro  cité,  en  y changeant  sueeessivenieiit 
les  lettres  (;,  c,  en  1),  d,  en  E,  e et  en  F,/;  mais,  pour  éviter  rineonvé- 
nient  des  fractions  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  noin- 
hres  très-petits,  il  est  à propos  de  résoudre  immédiatement  les  é(|uations 
dont  il  s’agit,  par  la  méthode  ordinaire;  d’autant  que,coninie  il  y a daiis 
chaque  système  une  équation  de  plus  qu’il  ne  faut,  on  a par  là  l’avantage 
de  pouvoir  clioisir  celles  qui  déterminent  les  inconnues  par  des  nomhres 
plus  grands,  et  par  consé(iuent  avec  plus  de  précision. 

De  cette  manière  donc  j'ai  trouvé  les  valeurs  suivantes  exactes  jnsipi’ii 
la  quatrième  décimale  inclusivement 


7^ — — i.<n4* 


= 1,3545 


= — 0,3302 


0,21)53823, 

— r= 

8,Hi23i  i(i, 

1^=5,334. 

0,728(^^57, 

P = 5,8ï37 

o,765u;tl7. 


0, 1 3 1 7<)5o, 


n 


ÏP  = - 0.0787 

8,885*iaiH, 


E’* 

gv  = 6,5286 

0,8148187, 

eiT 

= 8, 1 5<à> 

0,1)1 1 1875, 


9,3427808, 

= 0,0157 
8,1949552, 

■ = — 18,9587 

1,277801)0. 

= 42,6478 

1 ,621)81  )t>8. 


64.  Il  reste  donc  encore  huit  constantes  arhitraires,  I'",  D",  E".  F', 
y,  0,  e,  ar,  les(|uellcs,  étant  en  même  nomhre  que  les  équations  dilféren- 
tielles,  prouvent  que  les  expressions  adoptées  pour  les  variables  en  sont 
les  intégrales  complètes.  Pour  les  détei-miner,  un  fei-a  dans  ces  exprès- 
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sioiis  / = O,  et  on  les  l'galora  aux  valeurs  données  par  les  Tables  pour 

relie  epoi|ue,  ei  (|ue  nous  avons  rapportées  plus  haul  158). 

Or  d’après  les  valeurs  de  A",  A",  A*',  A’,  B",  B",  B",  B'  Irouvées  dans 
le  II"  60,  roinlnnées  avec  celles  des  angles  a cl  p délerminées  dans  le 
n"  50,  on  Irouve 

A'  sin  a ^ B'  sin  ? = — o,oi33o, 

V"  rosa  -O  B"  cosji  = — 0,00545. 

V sin  a -t-  B’  sin  3 = — o,oio<)7. 

cosa  -I-  B'  cosJ3  = — o.oioaS, 

\''sina  ) B''sln3  =;  — o,oo64K. 

A‘*rosa  i B'’ros^=i  — o,oi38i, 
sin  a -O  B'  sinj3  = — o,oo8<X|, 

A"  cosa -t- B'  cos3  = — o,oi43ti. 

Doue,  reirancliani  resperiivemenl  de  ces  valeurs  celles  de  a-',  y,  jt',... 

pour  I 7(H»,  el  subsliluant  les  valeurs  de  C’,  C”,  C',  D' on  aura  à ré- 

soinlre  ces  buil  ét|ualions 

C'sin*/  D'sln^  E'smi  s-  E'süiti  — o.n&joa  c=  o. 

— i.g74'J‘E*si07 + 0.0649  D'iiioî  + S.SSIiE’sint  + 5, 8a37  F’sino -f-o, 00:168,—  o, 

1 . 35450* siny  — 0.07G7  D'sino  t-  + 8,i5o6K'Kine  o,<ioo87  — o. 

o.v!^<KiC'jsinv  o,oi57l)*sin'î  — 18,9587  E’sini  4*36478  K'mbw  -f*  0.18791  -t  o. 

r/co«y  D-coso  ■+■  E'cosi  — F' sine  -h 0.07553  — o. 

— 1 ,974ïC"coft7  -t-  o.o<>lyr>'co5o  -f-  5.354 1 E"cüRi  -4-  5.8a37F*roaci  — 0,01 3. 5r>  = u. 

1, 3545c* cosy  — 0,0767 O’coÿ^ -I-  6.5a8CE*cosi  8.i5oCK*corw  — 0,01797  ~ o, 

— o.îioaC'ccwy  -4-  0.0157 t>*coso  — i8.9587E”cos*  4*.6478F'ooî»r  0,04679  = o. 
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ll•s<|lll■ll(•s  (lonncnl 

“ o,oo55o 

irsln^  = o,ort'io7 

8,7*)»)7863, 

E'siiu  = o,cjo33(i 

7,rï-A(W433. 

F'^sinm—  — o,rK»ac)i 

7.4r,33,,j4. 


C"COSy  — 0^002!4« 

7,37i|<»oî';. 

l)"rOSÔ  — 0,07550 

H.H77y(»HH, 

E'  cose  :=  0,0051 3ç) 

7,3780671, 

F'cosbj^:  — o,wïoo7 

5,3o7t|75<». 


I)(‘  là  mi  (in*  aisément  les  déterminations  suivantes 


y = 180"  — t)6*75'  20", 
ô — 180'’  — 3f)*52‘  10", 
e — 54"  36'  3o", 

180®  -f-  8t)"3(V  10", 

r."  rr  D,0l>(à>0  n*'=  0,0^38  E =0,Oo4i51  F'‘=0,002«n 

7,777856(>,  8,t)«)a8<p.3,  7.6152702,  7,4(î34o43; 


et,  multipliant  ees  valeurs  de  C',  I)",...  respeeliveinent  par  celles  de 

t * 6’® 

- trouvées  dans  le  numéro  précédent,  on  aura  celles  de  T.  , 
(?', . . . eoinnic  il  snil 

6*“  - — O*, 01 184  It"  = 0,00639  E"’— 0,02208  F'"=o,oi6i>3 

8,o73238c(,  7,8o52o3*),  8,343<)55t).  8,2?8(mmo, 


i?'  = o,rK>8i2 

7.9o<î(i5i(», 

= — o,im»i32 

7,i2n<>37j, 


l>‘®=  — 0,00755 

7,8779141, 

D'  =0,001 54 

7.'H784:5, 


E'*=  0,02tK)2 
8.4'3oo88<>. 

E'  =-0.07818 

8,8()3o792, 


K'*=o,o73tà|, 

8,3745.»i8. 

F*  =0,12397 

0,04)3 3oi  1 . 


()5.  Si  l'on  juiiil  ros  valeurs  à relies  dr  A",  B',  A',. . . du  ii"  <iO,  rl  ii 
rtdlrs  de  «,  />  rl  de  a,  ^ trouvées  dans  la  théorie  de  Saturne  et  Jii(ii- 
V.  4< 
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liT  (50),  <in  connaîtra  lonte.s  les  constantes  qui  entrent  dans  les  expres- 
sions complètes  des  varialtles.'e",  y",  x",...  (03);  ainsi  l'on  pourra  déter- 
miner les  valeurs  de  ces  variahles  pour  un  temps  quelcom|ne;  et  comme 

ar*.  Sl'siiKj.',  y"=X"coS!j>',  X'sin^”,  _»••■=  X'cos ÿ”, , 

ou  aura  par  là  les  excentricités  X”,  X”,  X'  des  quatre  Planètes,  Mars, 
la  Teris*,  Vénus  et  .Mercure,  ainsi  (]ue  les  longitudes  p",  p'  de 

leurs  aphélies,  pour  le  temps  donné. 

Mai.s  ces  longitudes  sout  supposées  comptées  depuis  le  lieu  de  l’é(|ui- 
noxe  de  1700  regardé  comme  fixe  dans  le  ciel;  de  sorte  que,  pour  avoir 
les  vraies  longitmles  comptées  depuis  l’équinoxe  mobile,  il  faudra  aug- 
menter celles-là  de  la  précession  des  é(|uinoxcs,  qui,  à raison  de 

par  an,  donne  l’angle  .5o',  3333/  à ajouter  aux  angles  p",  p' 

Or 


sin  ç'-e  lîo",33A3  /I  = siri?"  cos  !5o",  3333  /)  -t-  rosp"  siniSo",  3333  /), 
et 

cos  5"  -e  'io',  3333/  ) = C0S9'  cos(5o",  3333  /)  — sinp'  sin  'io",  3333  /j; 


donc,  en  augmentant  p'  de  .5o",3333  /,  les  quantités  x"  et  y”  deviendront 
r"  cos(5o”,3333  /)-(-y'  sint'io'',  3333  /), 


et 


j-”ros  'mV, 3333 /)- X- sin  5o',3333/); 


et  il  est  aisé  de  voir  (|u'en  substituant  pour  x",  y’  leurs  expressions  (6.3). 
il  en  résultera  de  nouveau  des  expressions  .semblables,  mais  dàns  les- 
4|uelles  tons  les  angles  sous  les  signes  de  .sinus  et  cosinus  se  trouveront 
aussi  augntcntésdu  même  angle  5o*, 3333  £.  D'où  il  s’ensuit  tjue,  pour 
augmenter  l’angle  p"  de  l’angle  du  à la  précession  des  équinoxes,  ou.  eu 
général,  d'un  autre  angle  quelconque,  il  snllira  d’augmenter  en  mémi' 
temps  de  ce  même  augle  tous  ceux  qui  se  trouvent  sous  sinus  et  cosinus 
dans  les  expressions  générales  de  x",y"\  ce  qui  est  évidemment  une  suite 
de  la  forme  de  ces  expressions;  et  il  eu  sera  |)ar  conséquent  de  même 
pour  les  autres  angles  p",  p”, .... 
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Dom-,  en  gi’iiéral,  pour  que  les  longitudes  soient  eoinptées  depuis  le 
point  mobile  de  l'équinoxe,  suivant  l’usage  ordinaire  des  Astronomes,  il 
n’y  aura  qu’à  augmenter  de  5o",  33’33  les  valeurs  <le  tous  les  eoelFieienls 
a,  b,  c,...  de  la  variable  l. 


66.  Voici  donc  les  formules  générales  par  les(]uelles  on  pourra  déler- 
niiner  les  excentricités  et  les  aphélies  de  Mars,  de  la  Terre,  de  Vénus  et 
de  .Mercure,  pour  un  nombre  quelron(|ue  d’années  Juliennes  t comptées 
depuis  le  eommeneemenl  de  1700,  ou  avant  cette  épo(|uc.  en  faisant  / 
négatif. 

Soit,  pour  abréger. 


un  aura 


L = 53"a5'  »o'  — 7»",  3ï38  /, 
M 3o"  16' 40" -t- 53',  91 84/. 
N 6(i"a5'ao"  — 7o",o347  I, 
P - 3<)"55' lo' — 67',8iik) /, 
Q =-  54“36'3o"  + 58",  1 3*)o  /, 
K — 8e)" 36’  iq"  +•  56",5îi8  /, 

Pour  JUart. 


excent.  X sindong.  aph.)  — 0,01748  sin  I — 0,0 183;  sioM  4-  o.ootioo  sinN 
4-  o.o<)838  sin  P 4-  o,oo4it  stnQ  — 0,00491 

excenl.  X cos(long.  aph.)  = 4-  0,01748  cos  L — 0,01837  cosM  — 0,00600  cos  N 
— o,o<)838  cos  P 4-  o,oo4 1 ■*.  cos  (J  — 0,0079  ■ ros  tt  ; 


Pour  la  Terre. 

excenl.  X sin(  long,  aph.)  — — o,oo433  sin  L — 0,01 485  sinM  — 0,01 184  sin  \ 
4-  0,00639  sin  P 4-  0,07708  sin  y — 0,01693  sin  U, 

excenl.  xcosl  long,  aph.)  = 4-  o,oo433  rosL—  0.01 485  cosM  4-  0.01 18  j cos  N 
— o,oo63<)  cosP  4-  0,07.708  cosQ — o,oi6<)3  cosR : 

4'- 
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Pour  f ému. 

cxronl.  X sîii.  Ions*  apli.i  o,ooi38  sitil-  — o,oif>o.j  sInM  -¥■  o,ooHii  slii.N 

— 0,007.55  sin  I*  -f-  o,o2<K)^  sliiQ  — o,oî'M>*)  siii  R, 

i*xr4‘ni.  X rosfloiig.  aph.)  =r  — 0,001 3rt  rosi.  — o,oi5t>4  rosM  — o,o<jSi ?.  rï»s N 

-f-  0, 041755  ros  P -4-  o,o?6i|  » ros(>  — o,oa3(M)  rosR  ; 


Pour  Menure. 

onr4*iU.  X sin  ( long,  aph,}  = — o,ooo‘X7  sin  I.  — o.oiCHt  sin  M — «i,cm)i3?  sin  N 

o,ooi5.(  sinP  — 0,07818  sinQ  — o,i?3<j7  '»lnR, 

l•xr«‘nl.  X rosi  long,  aph.)  = 0,00027  rosL  — o,oil>8i  r«»sM  o.cwi  3?  ros  N 

— o,ooi5.{  ro.sp  — o,o78i8cüs(J  ~ o,i'»3«)7  cosR. 

Il  l'.sl  visible  que  l:i  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  deux 
l'oi  mules  relatives  à chaque  Planète  donnera  la  valeur  de  rexceniricité, 
et  que  le  <|uutient  des  mêmes  lurmules  divisées  l’une  par  l'autre  don- 
nera la  tangente  de  la  longitude  de  l'aphélie. 

Mais,  quoiqu’on  puisse  avoir  de  celte  manière  des  expressions  géné- 
rales et  directes  île  ces  éléments,  il  serait  fort  dillicile,  peut-être  même 
impossible,  de  déterminer  exaelemeut  leurs  valeurs  moyennes,  leurs 
maxima  et  minima,  les  périodes  de  leurs  variations,...,  eomme  nous 
l’avons  fait  pour  Saturne  et  Jupiter.  Opendanl  on  peut,  du  moins  rela- 
tivement aux  excentricités,  lixer  îles  limites  au  delà  desquelles  il  .sera 
impossible  qu’elles  puissent  croilit',  et  ces  limites  sont  données  par  la 
smiime  des  eoellicienls  de  tous  les  sinus  ou  cosinus,  pris  chacun  positi- 
vement, comme  nous  l’avons  fait  voir  dans  le  n"  41. 

Ainsi  nous  aurons,  pour  les  limites  des  excentricités  de  Mars,  de  la 
Terre,  de  Vénus  et  de  .Mercure,  les  valeui’s  suivantes 

o,i4"^t>,  «,o7t>(i,  0,087-71,  41, 77708, 

qu’on  voit  être  encore  a.sseï  petites  pour  que  les  orbites  demeurent  tou- 
jours des  eilipsi's  peu  exeentriques.  De  sorte  qu’à  cet  égard  on  peut  pro- 
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iiuiicer  «l<‘cMsiv('im*nl  que  la  ronstitution  du  syslèiiie  solaire  est  inaltéralde 
par  le  simple  elFet  de  l'allraetion  muluelle  «les  six  Planèles  priiieipales. 

Inclinaisons  et  nœuds. 

67.  Venons cniin  aux  équalionsdilTcrenliellesdii  seeond  sysiéme  (.58,. 
Iesi|uelles  étant,  eoniiue  un  voit,  analogues  à celles  du  premier,  peuvent 
être  traitées  d’une  manière  s<‘mlilalile,  .Ainsi,  puisque  les  variaMes  r,  //, 
s‘ , U sont  dtqà  euunues  (53  ).  et  contiennent  les  sinus  et  cosimis  «les 
angles  « et  ht  +■  nous  supposerons  «l'ahord 

t'  = \‘'sina-ell  sin{t)/ -e  P) -t- C"  sin(c/ -I- y), 
ii“  — V"  cosa  B'  eos(ér  + 3)  + t/cos(c<  ■+•/'. 

= A"sin*  -t-  B"  sin(*/  -+-  jî)  -t-  ti*  siiv  cr  + y , 
u"  Arrosa  + B’ cosi  At -e  3) f.*  ros(c/ 4- y), 

J"  =r  V'siiia  B"  siii(6/  4-  P)  4-  ('•' sin(c/  4-  y , 

_ v>cosa4-  B'Tost  Ar  4- 15)  4-C‘*cos(  c/  4-  y). 
s'  — V sina  4-  B’  sin  ht  4-  4-  t;*  sin(c<  4-  y ;, 

— A'  cosa  4-  B'  ros[ht  4-  5)  + L’  «’OSI  c/  4-  y), 

<‘t  nous  aurons,  après  les  substitutions,  ces  trois  sy.stèmes  d’éi|uations  de 
condition 

(a,  O)  A 4-  (a.  1)  A — la)  A"  4-  (a,  î|  A*  4-  ta. .})  A'’4-  . a,  5)  V o, 

(3.0)  A 4-(3, 1)  V 4-t3,  a)  A' -(3)  A'4-l3,  {)  V4-(3,  ’i)  A'=o. 

(4.  O)  A 4- (4,  1)  A 4- ( i,  a)  A“  4- ( i,  3)  A' - (-i ) A- 4- ( 4.  5)  A- = O. 

(5,  o)  A 4-  5, 1 1 A 4-  ( 5,  a)  A"  4-  (5,  3)  A"  4-  ( 5,  4)  A“  — '5)  A'  = o; 

(a,o)B4-  a,  Il  B' — [A4-(a)|  B"4-  (a,  3)  B"  4-  (a,  4 J B''4-  a,  5)  B’=  u, 

, 3,o)B4-  3,i)B'4-(3,a)B  -[a  4-(3)]B"4-[3,4  tf*4-  3,î)B-  -o. 

(4.0) B4-(4.i)B'4-i4,a)B"4-(4.3)B"-[A4-  4i|B"4-  4.5)B'^i>, 

(3.0)  B 4 5,  i)B'4-t5,2)B“4-(5,3)B'4-(5,4)B"-|A4-(5l|B*  = o: 


A 
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/ -|c-t-(2)]c"-^(i,  î)C'4-{a.4)(;"-t-(î,5)e.-o. 
j (3,  j)C'-  [c  + (3)JC'-»-(3.4)C"-t-(3,5)r/  = o. 

r 

I f4,a)C  -t-(4,3)C*-  |c+(4)JC"-)-(4,5)C’^o, 

' (5,alC'-t-(5,3)C'-i-(5,4)C'’-[c-+-(5)]0'  o. 

68.  On  voit  d'alioril,  par  rapport  aux  équations  (a),  que,  puisque  les 
roenièients  (a),  (3),...  sont  égaux  rharun  à la  suniine  de  tous  les  autres 
eoelTieients  de  la  inéme  équation,  on  satisfera  à ee.s  équations  en  faisant 

tous  les  eo'eirieienls  égaux.  De  sorte  qu'on  aura  A"=:A,  A'  = .\, 

Doue  f53) 

A'  = A"  = A"  = A’  =:  o.oaqoî 

lof!  8,4631770. 

Quant  aux  équations  (/>),  il  faudra  eoniineneer  par  y substituer  les 
valeurs  de  />  et  de  B,  B',  trouvées  dans  le  niéine  numéro,  valeurs  qui 
donnent 

( a,  o)  B a- (a,  i)B'r=  — o,o85jo8,  6+(a)—: — 8,0393, 

. (3,  o)B  (3,  i)B'=  — O,tt4o7’'7*  é (3)— — 10,5989, 

( j,o  B-t-(4«  i)B'= — o,oa4_i39,  A-e(4  = — 13,9767, 

(5,  o)  B 4-  (5, 1)  B’  = — 0,00918a,  A 4-  (5)  = — 18,81 53; 

et,  résolvant  ensuite  ces  équations  à la  manière  ordinaire,  on  trouvera 

B"  —0,00981  B"  = o,oo363 

7,9916547,  7,55<>787o, 

B'^r:  — o,oooia  B' — O,ooo33 

6.0950186,  6,6145786. 

69.  I .es  équations  (c)  donneront  les  rapports  entre  les  quatre  eon- 
■slantes  C",  (T,  C',  (7;  et,  éliminant  ees  rapports,  on  aura  une  équation 
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ilélerininét*  ni  c,  (|ui,  ni  siiiviint  l<‘  prucédé  du  n*’  61,  et  tnisiiiil,  pour 
oliréfçer,  • 

/=:i»,3)Xi3,»), 

/?.=  (*, 4)x(4. a). 

t'  = (ï,5)Xi5,a), 

0 = (3,4)X(4.3), 

A=(3,5)Xi5,3), 
f = (4.5)Xl5,4). 

= ( a,  3 ) X ( 3,  4 ) X ( 4 . a ) + ( 3.  a ) X 1 4.  3 ) X I a , 4 1. 

//r=(a,  3)  X(3,  5)X  I 5,  a)-f-(3,  a)X  (5,  3)X  (a,  5), 

/ =(a.  4l  X(4.  5)Xl5,  a)-l-(4.  a)X(5,  4)  X (a,  5), 

A “t3,4)X(4.  5)X(5,  3)-i-(4.  3)X(5,4)X(3.  5), 

/,  = a,  3)X(3,  a)X(4.  5)X(5,  4l-l-(a,  4)X(4.  a)X|3,  5)x('l,  3( 

+.(3,  4)X(4.3)X(a,  5)X(5,  a)  — (a,  3)x(3,  4)X(4-  '"Xl5,  a) 
-(a,4)x(4.3)X(3.  5)X(5,al-(3,a)X{a,4)X(4.  ^IXIî.  3. 
-(3.a)X(4.  3)X{5,4):><la,5)-  4.  a)  x (3,  4)X(5,  3 1 x a.-i' 

— la,  3)X(4.  a)X(5,  4)X(3.  5), 

sera  (après  avoir  eliailgé  c ni  — xJ  de  la  même  forme  ipie  IVipialioii  eu  x 
(lu  numéro  (]ue  nous  venons  de  citer,  et  pourra  par  coiis<''(|unit  être  trai- 
tée de  la  même  manière  et  par  les  mêmes  formules. 

CommeiH'uus  par  eherelier  les  valeurs  numéri(|ues  des  <|uantités  .t, 
nous  trouvons  les  suivantes 


/=;  0,7*^748  ' 

l)  — 4q*H()c)ao 

1 ,<k)H<M).l7. 

R zz  o,iooi(> 

11 

O 

X 

X 

C 0,«KM>73* 

A = *»77*74 

6,8^7  loi»  1, 

o.x'JSjoo*», 
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O =3 

0,'k)74j574i 
H — 0,01 34)1) 

K,  1 34)4  3^0, 


A = 5,477(1*1 
0,738  5*xp., 

A •=:;  «,7I23o*1 
t),85^*)*l*i*l. 


/ =r  o,o2?.6o 
8.354  10!  5o. 

* Faisons  ensuite,  eoinine  dans  le  n"  62, 

X = V + I »,7i)3î, 


et  ealculnns  les  valeui’S  des  eoeffieicnts  P,  Q,  R de  la  Iransfonnée  en  y 
d’apres  les  inénies  expressions  données  dans  le  n"  61,  en  eunservani  les 
valeurs  îles  <|uanlités  faj,  f3J,  [4],  [üj  '62),  mais  en  einployanl  pour 
relies  de  .1,  l>,  C,...  les  précédentes.  Nous  aurons  ainsi 


P = — HS.Htitx),  ü = — 14,6457,  R = i4H6,55«i; 


el  de  là  nous  trouverons  cette  réduite  en  : 


dans  laquelle 


z‘--3mz‘-hnz  — pr=a. 


nx  ~ 


ïP 

~ T 


57.3ii3, 


Faisant  dune 
et,  comparant  avec 
il  viendra 

r* 

ce  ipii  donne 


n — P=  — 4R=  i4î6,H«.|»i. 

P =Q>  ..  îi.4,.4984. 

= m(  1/  + I , 

— 3r*«  — Ttr*  cosv  — o, 

o,855î,  «H  r*  (OS  ^ = 0,78538; 

o,c)ot48,  t>  = 7“54',  ^ — o!**5b'. 
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Doiir,  puisque  les  trois  racines  ou  valeurs  de  u sont  représentées  par 


7.rros|)  — I r eos  ^6o" Il  1 — îr cos (fio"  — ||» 

elles  deviendront 

— o,85ol,  — o,t)p"3; 

et  de  là  on  aura  ees  trois  valeurs  de  z 

î'=  î"t=8,58i,  j'”  = o,i548. 

Or  Q étant  négatif,  il  faudra  prendre  les  racines  carrées  de  ces  valeurs 
positivement,  en  sorte  (|u’on  aura 

y’*'=  12,775,  y'j'  = y i*  = O,  3<>î : 

fai.saut  ees  sulistitulions  dans  les  expressions  générales  des  racines  on 
valeurs  de  v (El),  il  viendra  enfin  celles-ci 

8,048,  4>7*E'  — 5,  ' 't>>  — *,855, 

<|iii  ne  sont,  à proprement  parler,  exactes  (pi'à  la  troisième  décimale 
près. 

Mais  il  est  facile  par  leur  moyen  de  pousser  rapproxiination  aussi  loin 
i|u'on  veut,  en  opérant  directement  sur  ré<|uation 

y*  -e  Pj)'=  -i-  (}_)•  H-  K = O. 

selon  les  méthodes  connues.  J'ai  trouvé  ainsi  les  valeurs  suivantes 
exactes  jus(|u'à  la  (|uatrième  décimale  inclusivement 

y — ,8,0(47,  4<7*'‘t,  — 5,ii32,  — 7,6534: 

et  de  là,  en  ajoutant  1 a,7ç)33,  j’ai  eu  ces  valeurs  ou  racines  de  x 

2' — 20,8380,  17,51 52,  7,68<»i,  5,  i3ç(t(. 

Kn  prenant  ces  valeurs  négativement,  on  aura  doue  celles  de  la  con- 
stante c,  la<|uelle  multiplie  la  variable  i sous  les  signes  de  sinus  et  en- 

\ . 4^ 
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sinus;  tic  sorte  que  ees  valeurs  pourront  ruurulrauluul  de  différents  sinus 

et  cosinus  dans  les  expressions  des  varialdes  s'\  ii",  s' mais  aucun 

arc  lie  cercle. 

On  peut,  au  reste,  faire  ici  sur  la  réalité  et  sur  l’iuépalité  de  ees  ra- 
cines, et  par  coiisé(|ueut  sur  l'exclusion  des  arcs  de  cercle  dans  les  va- 
I ialiles  du  Prolili-me.  des  remarques  analogues  à etdles  du  n"  62,  aui|uel 
nous  renvoyons. 

70.  Faisant  donc,  à rimilation  du  n“  63, 

r ~ 8!î8i»,  // = — e f n: — 

on  aura  ces  expressions  complètes  des  varialdes  s' . u , s“ 

f ^ A sim -t- II'  sim -I- ,i) -1- i;*  sin  rl -i- •/  i D' sin(  f// 4- 3 
-r  E sln(e<  4- e 4 |•'*^in|_/>4-^^, 

II'  — \ Posa  4 B"  ritfi'  hl  4-  3 1 4-  l.'cos  cl  4-  ■/  • l>'  rosi  i/<  4-  6 

4-  F."  ros  et  4-  i 4 F'  cosfyV  m , 

j"  = \ siiia  • B’  sin;  ht  ».  jîj  4.  l.“sin(c/  4-  /)  -4  II"  sin(i//  4-  à 1 

4 E''siii  p/  j ) 4-  F"  nhi  /i  4-  (3  , 

«'*■4.  \ COH  a B'  cos  ht  -i  |3  1 4-  li^cos'c/  --  y i 4 II*  cos  1//  4 3 
4- E"cos(e/ 4- i * F"cos' /V  4- n, . 

t"  — A sin  a -4  B"  sin  ht  4 ^ j-r  f."  sin 'c/  4-  y;  4 l)■'Hj^,.|/<  4-  3) 

4 E”sinc/  4-t)  ►- F"  sinf/)  4- n , 

«”=  A posa  4-  !l"  cos /)<  4- ^ I 4- E"cos  <■/ 4 y » II”  cos  (// 4- 3) 

• E”cosc/4-t)  I F”ros(_/>  4- Biï, 

■C  -- A sin  a 4-  H' sin  ht -1  ,5,  4- E*  nin-.  c/ 4- y 4 II"  sin  (</t  4- 3 ) 

• E'  sin  et  s J * F’  sinl^f  4-  mj, 

II'  — A Posa  4.  B*  cos  ht  3 4-  I*  cos  et  4-  II*  cos  (//  4-  3 ) 

'■  E*  cos  e/  4-  f 4-  F'  Clin  ft  4 Bij, 
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iliint  la  aul)3lilulioii  (laiis  les  é(|tialions  du  second tvstème  (58)  donnera, 
nuire  les  équalion.s  {a  ),  (hj,{c)  Irouvces  plu.s  liaul  (07  j,  eneore  les  Irois 
suivantes  semidaliles  aux  é(|iialiuns  (c) 

j — I -e  ( a ) 1 1)  + ( J,  I II'  + (a,  j jD”  -4-  ( a,  5)1)'  = o, 
j (3,  a)ir-|</+  :iij  ir  + (3, 4)i)-’  + (3. 5)1)'  = o, 

lf/l  ( 

I ■+  .5.3jlr-(,/^-(4j]l>'*4-(4,5)l)-  = ». 

I (5.a)I>'-e  'l,  3)1)  -t-(5,4ll)"— [</  + |5)jl)-  = o: 

I — [e  4- (a)  J E" -4- (*,  .3)  E"+ (a.  4 E"  4- (a,  5)  E' o, 

) (3,  a E"  — I e 4- 1 3)  I E"  4 ( 3,  4 I E"  + (3,  5)E’ - O. 

('■) 

(4,  a E"  -4-  (4.  3)  E"—  [e  + l4)  ) 1^"  ■*-  l4>  5 1 E’  ~ o, 

A,  a)E'-Mî,  3)E”  4(5,4)E'*- |e4  5 |E'  = o: 

— |/4-  a)  ] F'  + (a,  3)E"4-(a,  4)F”  4-ia,  5)E'  = o, 

(3.  a)F”— [/4-(3)]F’-t-(3,4  F"4-(3,5  F’ =r  o, 

4.a)F"  + (4.3)F'  -|/4-(4)|l-‘'’-t-(4.5)F-  = », 

I î,  a F'  + ( 5.  3 ) F-  4 ( 5. 4 ) F-  - j/4-  ( 5)]  F-  = ... 

.Ainsi  les  é(|ualions  linales  en  d,  e,f,  (|u'nn  en  déduira,  seroni  iden- 
lii|ues  avec  ré(|ualiun  eu  c déjà  Ironvée.  et  anroni  par  eunsét|uenl  lieu 
en  même  leitips  que  eelle-ei,  puis.|ue  les  valeurs  de  c.  d,  e,fvn  sont  les 
racines.  De  sorte  .|u'il  ne  restera  qu'à  déterminer  les  valeurs  des  neul' 
I " I’**  I]*  D" 

ine.ninues  pj)  p.  au  moyen  des  é(|uations  (c),  (./  , 'c (y;; 

et.  l'omine  celte  détermination  ne  demande  que  Irois  équations  de  eliaque 
système,  on  .sera  le  maître  de  elioisir  et  d'employer  celles  qui  pourront 
donner  une  plus  gran.le  exaelitude. 

Voici  les  valeurs  (|iie  j'ai  trouvées  et  qui  sont  exactes  jusqu'à  la  qua- 

4'>- 
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Irièmc  ilérimalf  inciusiv<-n))’ii( 

P = - »,56i|3  ^ = 1 ,863i  P “ ~ 

o,4tx|HoHo,  o,2t702a«ï5»,  9,(kH  3aoo, 

= c>,o3oJ  =r  — o,cMK|n  |p  =:: 

8,!>B3!>84i,  8,H44oo47.  8,3io7*;47, 

i;-»'  l?n  i.'* 

£„  = ^.1 127  P = 444«'  W~~ 

o»4)i4i3|2,  0,6481736.  1,384*831, 

t*.  y,*  v^ 

p=4,55;)i  P = 5.€|o''0  p-17.7C.34 

o,S'>88Bo«,  o,77i3i4o,  i,24;»^-’^^- 

71 . A l’égard  des  liiiit  ronstanles  C,  [)“,  K',  K",  7.  5.  t,  a,  i|tii  son! 
«■Mcoiv  arbitraires,  elle.ssunt  dues  k l'intégration;  et  il  (andra  les  iléter- 
ininer  par  les  valeurs  données  des  variables  pour  répo(|ue  île  1700.  dans 
laquelle  nous  supposons  t — o. 

Or  nous  trouvons  d’abord,  en  employant  les  valeurs  eonniies  de  A,  «. 
(53 j et  de  r.  B",  B”,  B’  (68), 

A sina  -t-  B”  siii|3  = o,o36î4.  A rosa  -e  B"  eos|î  = — 0,01  jA?, 

A sina  -t-  B”  sin^  --  o,o3iao,  A rosa  ■+■  B*  ros?  = — i>,ooH<)5, 
Asina+  B''sin|3  = o,oa8i3,  A rosa  + B"ros3 — — 0,00678, 

A sina  + B’  sln^  = o,oa85<i,  A cosa  + B’  ros^  = — o,ik»7o4  : 

retranebant  done  respertivenient  les  valeurs  de  s",  j”, ...  du  n"  58. 

nous  aurons  rcs  huit  équations 

Csin-/  t>■*in^  -e  E'sini  -e  E’sino  ^ o,uii4fi  = o. 

— 1,  iGgîC'siny  T o,o38îl)"»jn^ 4,i '«rE'ninc -►  4.5591  F sino -e  o,«3uo  o, 
i.SOAiCsiny  — o.uOoSICiin^  -e  4.4 1®*  E'sini  S.cjoOS K’ftin o ■ ü,»ï878  - o. 

— ii.399jr.“.4in7  -e  o.o'joAD'sin^  — 34.'i2»5E'i.ini  ■*-  17,7634  Csino  — 0.05769  = o ; 
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C'co«y  E’cosf  F'cosa  — o»o3437  = o, 

— i, 5693c* 0067  -f-  o,o383î)'<io9^-f-  4,na7B’C0ïU  -*-4  .5591  F*c*»c  — «.««lëgî  o. 
i,8C3i  C'cosy  — o,«i6cj8D'o(iS^  -t-4,446i  E^cosi  -t-  5.9063 F' rosw  — o.üi3i  i — o, 

— 0,3993c’ COS7 o,oao5D*cos^  — a4,Mo5E'coac  -f*  17,7634  F*ronv  — o.<M)4-^jt  o; 

tl'uil  Ton  lire 

C*  siiiy  = OfOiaSi  C'^oosy  =r  0,00*73 

8,<ï9736i4t  7,43533  {il, 

I)*sin8  = — o,o*5a(î  D'rosiî  — o,o*S48 

H,4o*4i^>^t  8,4545400, 

K"sinf  = — 0,00139  E"oost  = — 0,00097 

7,i4i*5)3o,  6,ij6i5ilK>, 

F"sinci=:  0,00167  F"cosct=  o,oo4o«) 

7,7**7479,  7,61 I I 36i, 

H (lf>  là 

/ = 77"43'o”, 

5 = 36i>®  — 4*"  34* 
c = 180”  -4-  56“  3i'5o", 

®=  as®  i4'*o*’, 

C‘'=o,ofa8i  ir  o,o38o7  E"=  o,<M)ilkl  F’-^o,ooj4* 

8,1074*03,  8,58o5533,  * 7,**oo5o6,  7»6447<>84» 

fiilin,  mullipliiinl  oe.s  (hîrnicres  valeurs  respectivenietil  par  relies  du 
11“  70,  uii  aura 

L“  -.=  — o,o3ï()o  !)■=:  0,00146  E“  = o,oo68'i  F"  0,070 1 7. 

8,'ii777«S,  7,1641374,  7,834i8i«,  H,3o35H84, 

C'*  — o,oa386  l>'*=  — o,oo*ti6  E"'=  0,00738  F**  o,o*iîo6 

8,3776495,  7,4*45580,  7,8iî8?*4^'  H,4iiio*'»J, 

C*  = — o,oo5m  D*  =0,00078  E*  = — i>,o4o*o  F'  -=•-0,0783(1 

7,7(»874o3,  6,8()i3iHo,  8,604*337,  8,8i>4*337. 
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li.  Les  ll('•tc■l'nlinati(>^.s  pn'céilenttîs,  joitilfs  à celles  de  A,  a.  [i  du 
n"  53,  el  de  B",  B*,...  du  n"68,  lixcnl  les  valeurs  de  loules  les  euastantes 
i|uieiitrenl  dans  les  expressions  complètes  des  variables/',  a",  '70;: 

de  sorte  (ju’on  pourra  calculer  les  valeurs  particulières  de  ces  variables 
pour  un  temps  donné,  et  connaitre  par  là  la  position  instantanée  des  or- 
bites de  Mai-s,  de  la  Terre,  de  Vénus  et  de  Mercure,  par  rapport  au  plan 
lie  récliplique  de  1700  supposé  fixe;  car  on  a 

/ - O'siii'.i",  «"=  Ç'cos'.i",  O'sinir,  o' = 6’ eos',*.. . 

oii  î",  .sont  les  tangentes  des  inclinaisons,  et  w",  'a',...  les  longi- 

tudes des  nœuds  ascendants. 

Mais  ces  longitudes  .sont  comptées  aussi  depuis  l'équinoxe  de  1700, 
et  par  eonsé(|uent  elles  doivent  être  augmentées  toutes  de  l’angle 
>0",  3333/,  dii  à la  prece.ssion  des  équinoxes,  pour  être  rapportées  au 
vrai  point  de  i‘ei|uinoxe;  or  on  prouve  ai.sément  par  un  raisonnement 
semblable  à celui  du  n''  65,  qu’il  sullit  pour  cela  d'augmenter  de  ce  même 
angle  tous  ceux  qui  se  trouvent  .sous  les  signes  de  sinus  et  cosinus  dans 
les  expressions  de  .1",  h",  s~.  u' 

73.  \oici  donc  les  t'ormules  générales  pour  les  inclinai.sons  et  les 
nnuids  des  orbites  de  Mars,  de  la  Terre,  de  Vénus  et  de  Mercure,  rappor- 
tées au  plan  fixe  de  l’écliptique  de  1700,  / étant  le  nombré  des  années 
Juliennes  écoulées  depuis  cette  épo(|ue,  ou  <|ui  la  précèdent  si  / est 
négatif. 

Soit 

I = 76"ai'2o'— • •jo'', 3333  /, 
ni  = '>4"  14'  ~ »4”-  t. 

n — 77"4^'  o”-i-  2;)", 4çi53 1. 

/>  = 4i»34'  10'—  32',8i8i  /, 
g =- 56"3i'5o"  a 4a*,t>532  /, 
r = 22"  i4' 20"  45"',  1934  /, 
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on  aura 


Pour  Man. 

uiiif(iinri.)  x sInClong.  nfrucl)  = -ho,o7.cjo5  sin/  • tv><K)Hi  siii/7(‘4<o,i>i9SiHiii/i 

— o,o!Wk>7  sin/?  — o,ooi6<)  sîny  -f-o,<xi44i  üinr, 


tang'.incl.  X cos(long.  nœud)  = — o,o2<>o5  oos/  — o,u4hjSi  cosm-f*  0,01281  cos« 

o,o38o7  cos/> — o,i>oi<kï  rosy  4-o.iio4{i  cosr; 


Pour  la  Terrr. 

taiig^inrl.)  X sin ( long.  no‘udj  = -ho.o2ijo5  sin  / •+•  o,i>o3()3  sin/7i~n,o'52<)osin/i 

— o,ooi46stn/?—  o,oi«683$iny  -1-0,0201 2 sin r, 

lang(inri.)  X cos\long.  rxnud)  = — o,o?4)o5  cos/  — o,oo3(i3  cosm — o,o37<)on)s/j 

4-  0,001 4i>cos/>—  o,o«i>83 cosq  -t- 0,0201 2 rose; 


* l*our  Pénits. 

lang  incl.)  x sin  long,  nœud)  = 4-  o,o7.4)o5  sïnf  — 0,00012  sin/n4-  o,o2384>sin/i 

4-  o,uü7,(k>  sin/? 0,00-38  sin q 4-o,o2(»o(> sin i-, 

iaiig'tnrl.)Xcosilong.nœud)=  — n,o2t)<i5 cos/ 4-  o,<k)oi2C0soi4- o,o238liros?i 

— o.oo2(ki  cos/>—  0,00738  ros^  4-o,o2(ki(>cosr: 

Pour  M**i'cure. 

langiincL)  X sin  (long,  nœud  ) = -4-  o,o2t)o5  »»in  / t o.o<H>33siiim—  o,oo5i  i sin?i 

— 0,00078  sin/i — o,o2iki6sinr/  4-  0,07839  slnr, 

tang.incl.)  xcosflong  nœudf  = — o,o2y»i5cü'/  — o,ooo33cos/«—  o,oo5t  1 cosw 

4-  0,00078  cos/?— 0, 02l)oticos^  4- 0,07834)  cos  r. 

Quoique  ces  forinules  ne  domieiit  pas  iiumedialemeiit  les  iiu  linaisuns 
el  les  nœuds  des  Planèles,  il  n*en  est  pas  moins  l'acile  de  détenniiier  la 
valeurd(‘  ces  éléments  pour  un  temps  donné;  car  on  voit  que  lu  racine  de 
la  somme  des  carrés  des  deux  formules  relatives  à chaque  Planète  don- 
nera la  tangente  de  son  inclinuison.  et  t|ue  le  quotient  des  mêmes  for- 
mules. divis«'‘es  la  première  par  la  seconde,  donnera  celle  de  la  longitude 
du  noeud.  Mais  il  n*est  pas  aist*  de  déterminer,  en  général,  lu  marche 
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ilfs  vuriiilioiis  lie  ces  clémcnLs,  ni  par  conséqtienl  d’en  fixer  les  valeui’s 
iiiovennes,  les  inaxiniu  et  ininiina,  les  périodes,  etc.,  coinine  on  l'a  fait 
pour  Saturne  et  Jupiter.  Ces  rurnuilcs  étant  semldablesâ  celles  desexcen- 
Iriciiés  et  des  aphélies  sont  sujettes  à cet  éganl  aux  inéines  dilFicultés; 
mais  de  inémc  i|u'on  a trouvé  des  limites  pour  les  excentricités,  on  en 
peut  trouver  aussi  pour  les  inclinaisons,  en  prenant  .siinpleincnt  la 
somme  de  tous  les  coeflicients  des  sinus  ou  cosinus  sans  éj{ard  aux  signes. 

De  cette  manière  on  trouvera  pour  les  limites  des  tangentes  des  incli- 
naisons de  Mars,  de  la  Terre,  de  Vélins  et  de  Mercure,  les  nomhrcs  sui- 
vants 

o«r>8^i4* 

anxi|uels  répondent  les  angles 

5''ï3',  5“l>’, 

•Ainsi  l'on  est  assuré  que  les  orbites  de  ces  Planètes,  i|iieb|ue  variation 
i|u'elles  pnis.sent  éprouver  dans  leur  position,  ne  peuvent  s'écarter  du 
plan  de  l'écliptii|ue  de  1700  ipie  par  des  angles  d’inclinaison  moindres 
que  ceux  que  nous  venons  de  trouver:  et  comme  le  plus  grand  de  ces 
angles  est  au-dessous  de  8 degrés,  largeur  ordinaire  du  zodiai|ue,  il  s'en- 
suit que  les  Planètes  dont  il  s'agit  doivent  demeurer  éternellement  ren- 
l'ermées  dans  cette  enceinte,  et  que  par  conséquent  la  constitution  du 
sj-sltmie  solaire  est  à cet  égard  aussi  inaltérable  qu’a  celui  de  la  l'orme 
des  orbites. 

On  voit  aussi  par  là  que  l'obliquité  de  l’érlipti(|ue  ne  pourra  jamais 
dillérer,  de  celle  (|ui  avait  lieu  en  1700,  que  d’un  angle  moindre  que  V’aV: 
l’ar  en  considérant  le  triangle  sphérique  formé  par  l'é(|uateur,  par  l'e- 
clipiiipie  (ixe  de  1700  et  par  l'écliptique  mobile  d’une  antre  épo(|ue  quel- 
conque, il  est  aisé  de  démontrer  par  les  formules  connues  que  l’angle  de 
cette  écliptique  mobile  avec  réi|uateur.  ou  son  obliquité,  aura  pour 
maximum  et  minimum  la  somme  et  la  dilTérence  de  l'angle  de  l'éclip- 
tique fixe  avec  l’équateur  ou  de  l'oblii|uité  de  1700,  et  de  l'angle  de  l’é- 
elipti(|ue  mobile  avec  la  même  écliptiipie  fixe,  angle  que  nous  avons  in 
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«Icvüir  toiijoiii's  (•Ire  :iu-(i(‘ssous  (Je  ,V’a3';  de  si)rl(!  qiie  cet  aii}(le  sera  en 
même  leiiips  la  liiiiile  des  varialioiis  de  rübli(|uil(*  de  r(>eli(>ti(|ue  par 
rapport  k l'obliijuité  (|tii  avait  lieu  en  1700. 

7i.  Les  inclinaisons  et  les  nœuds,  (|ui  iTsulteiit  des  Ibrinules  prét  é- 
denles,  ri'pundent  aux  inelinaisuns  et  aux  nœuds  (|ue  nuus  avuns  appeb’s 
moyens,  et  duni  nous  avons  (UHerminé  les  variations  annuelles  dans  le 
n“  29.  Pour  avoir  les  inelinaisuns  et  les  nœuds  vrais  suivant  la  dénonii- 
nalion  du  même  niinnu'o,  il  faut  rapporter  les  orbiU‘s  des  Planètes  à l’or- 
bite mobile  de  la  Terre;  ce  i]ui  est  facile  d'après  ce  que  nous  avons  dé- 
inontrè'  dans  le  n"  18.  Car  il  ne  faut  que  prendre,  pour  les  valeurs  des 
(|uantités  tang(incl.)xsin( long. nœud)  et  tang  incl.)xcos( long. nœud;, 
les  dillërcnres  des  valeurs  données  par  les  formules  précédentes  et  de 
celles  qui  appaiTiennenI  k la  Terre.  Et  de  niêine  on  aura  les  inclinaisons 
et  les  nœuds  vrais  de  Saturne  et  Jupiter  en  retranchant  ces  dernières  va- 
leurs de  celles  de  -t,  u,  s',  u trouvées  plus  haut  (5.3),  après  y avoir  aug- 
menté tous  les  angles  sous  les  sinus  et  cosinus,  de  l'angle  r>o",3333/  dû 
k la  préression  des  équinoxes. 

On  aura  de  cette  manière  les  formules  suivantes  relatives  k l’érlipiiqne 
vraie  et  mobile.  ' 

Pour  Saturne, 

siii(long.  ii(rud)  =r  -i-  o,oi  174  sUim+  o,o32<^  stn/i  -r  o»oui4t)  sin/^ 
o,oo(‘>83  sin^  — 0,07013  stiir, 

tang  inrl.)X  cos  long,  mrud)  «-0,01 174  cosm-4>  o,o37i)o  cosn  0,001 46  cos/i 

*♦-  o,oo683  cos^  — 0,02013  cosr; 

Pour  Jupiter, 

(angi,incL)  x sin  * long,  nœud  j = — 0,01034  sinm-i-  0,03390  sinn  -4-  0,001 4^  siup 

o,oo683  sin^  — o,o3oi3siiir, 

lang  inrl,)  Xcos(long.  nœud]  =.  -*-0,01034  cosm-i  0,03290  cos/i  — 0,001 4t>cos/^ 

-*-o,oot>S3  cosç  — 0,07012  COsr; 

^ . 4^ 
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Pouv  Vrt/ï. 

inrl.^  X sinl  loMî^.mpiul  ‘ — t -f-  o«ofi6iHsln/N*i-  0,04*571  sin/i  — u,t»3lîtn  siii/i 
-f-  o,cMjf»i7  siiK/  — 0,01571  sinr, 

lanfiviiirl.  x ros  loiig.mpu(0  = — 8 rosw-*- 0,04571  ros/i  •+-o,o‘Ui<5f  ros// 

-»-o,oci5i7ros^  — 0,01571  rusr; 

Pour  f énus» 

Miig  inri.ix  siiirloMg.n«i’«d)=  — 0,00175 slo#» 4-  o,o5676sit>«  -+  i>,ooji?  siii/* 

— o,ooo5()  sitiq  -4-  o,oo5i>5  sin  r, 

lang  inrl.jXcos  loiig.mi'udj  = 4-o,oo:i75rosm-f- o,o5tï7ri ros«  — o,oo4i‘»-<'os/i 

— o,i>oo54»ro^//  4-  o,oo%)5rosr; 

Pour  Mervure. 

fang  inri.;  x siii  ( long,  mrud)  — 0,003*10  sin/ii 4-  o,o?.77<)  sin  n o,oiM»i’>H  sin// 

— o,oic>?  { sin  y 0,0587,7  sin  r, 

taiigtlnrl.'  x cos\  long,  nœud  ) = 4-  o,oo33c»  cosm4-  0,07771)  ros«  — o,oiK»4i8 

— u,oit)?4  cos<y  4 o,o:58a7  rosr. 

Dr'/ilacrmrnI  de  réctiptique. 

75.  Commis  le.s  formules  du  n”  7~3  donnent  I»  position  (|ue  l'éclipti(|ue 
doit  iivoir  dans  un  instant  (|uelcunque  par  rapport  à réeliplique  lixe 
de  1700,  rien  n'est  plus  faeile  que  d'en  déiluire  sa  position  sur  l'éijua- 
teur;  mais,  vu  la  petitesse  des  variations  de  celte  imsitiun,  on  peut  les 
exprimer  directement  par  des  formules  {çénérales,  comme  nous  l'avons 
iléjà  fait  voir  dans  le  n"  19,  on  nous  avons  trouvé  que  l'accroissemenl 
de  l'obliquité  est  représenté  par 

«■'ros5o'',33îî  ! — l'sinÎKi',  333Î/, 

et  (|ue  le  mouvement  des  points  équinoxiaux  en  lonp;ilude  l'est  par 

»*eos5o",  3333  t -m*sin  311'.  3333J 
tanjçl  ’ 
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en  imiiiinaal  I rol)liqiiiU‘  de  1700,  qui  était  de  23“a<>’à  trétî-peu  iirKs: 
et  il  est  flair  par  ee  que  iimis  avons  olwervé  dans  le  n”  72,  que  ces  deux 

<|uantitês  SC  réduisent  à k"  et  l’n  augmentant  de  5o",^33'i/  tous 

les  angles  sous  les  signes  de  sinus  et  eosinns  dans  les  expressions  de  u" 
et  i". 

Aittsi,  en  eiuployant  les  formules  du  n“73  relatives  à la  Terre,  on  aura 


variation  de  roldiqiiité  ~ tai!g(inrl.)  X ros(loiig.ii<eud  I, 


iiiouv.  des  équin,  en  long.  = 


langtinrl.ix  sin(  long.numd  1 
lang.  ubiiq.  de  1700 


où  il  fauilra  réduire  les  eoellieients  numériques  en  angles,  en  les  multi- 
pliant par  l’arc  égal  au  rayon. 

Voici  ces  formules  réduites  en  secondes,  et  présentées  de  iiianière  (|Ue 
les  parties  constantes  des  angles  scr  trouvent  en  coelficients,  ce  qui  est 
|iliis  coinmode  à quelques  égards. 


Diminution  de  ioliliquité  de  l'écliptique. 

I '|i4'  coslSo'.BÎASt)  + 58î3"  sin(5o',33330 
-t-  43a' cosi  ï4”>7577/) -e  61  i"5in(24*> 75/7  0 

-e  t444”  rosi  J.y',.4;)53<)  — GtV3i'  siii(i9',.4953/) 

— 2»5' cos(3ï",8i8i /)  — 200"  sln(32", 8181 /) 
776"  ros(4a', 653*0  — 1 174"  sin(4»",6532/) 

- 384i'cos{45",i<)34/,-i-  ir>7i'sin(45',  19340. 


Mouvement  des  équinoxes  en  longitude. 

i34o4"  ros(5o",3333/)—  3253"  sin(5o",3333() 
-t-  1407' cos(24', 7577 — 91)5" sin  24", 7577/ 

— i5263"  cos(29",.4953<)  — 3324'  sin(*9*,4953/ 

— 4^""  cos(32',8i8i  / -t-  5i8"  sln(  32',8i8i  I) 

— 2703*  cosf  42'.  6532/  — 1787"  sin(42", 6532/ 
-t-  3tii5'  ros(45',  1934/)-*-  884i'sin(45",  i93j/ 
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l.a  (|iiantilé  i expriiite  loujoui-s  le  nombre  entier  ou  fractionnaire  il’an- 
nées  Juliennea  écoulées  ilepuis  le  comniencement  tle  I7<x>,  ou  f]ui  ont 
précédé  cette  époque  en  faisant  t négatif,  .\in.si,  comme  les  formules 
précédentes  sont  milles  pour  t = u,  elles  donnent  immédialement  les 
corrections  à faire  à l'ohliquité,  et  au  lieu  des  é(|uinoxes  de  i^im»  pour 
avoir  la  valeur  de  ces  éléments  dans  une  antre  époque  (pielconque  éloi- 
gnée de  t années. 


76.  O mouvement  des  équinoxes  produit  par  le  déplacement  de  l’é- 
cliptique doit  donc  se  retrancher  du  mouvement  de  précession  dù  à la 
rétrogradation  de  l’équateur;  et  leur  dillénîiice  formera  la  précession 
totale,  qui,  d’après  les  observations  de  (àipernic  et  de  Tjeho-Brabé,  est 
évaluée  à .)o"a  par  an.  Or  la  formule  |trécédente  donne  (en  y faisant 
/ = t),  pour  le  commencement  du  siècle,  le  mouvement  annuel  des  équi- 
noxes de  o",  atji,  ce  qui  s’accorde  avec  les  résultats  du  n“  29,  en  y sup- 
posant yi,  lÂ,...  nuis;  ainsi  la  précession  due  au  seul  mouvement  île  l’é- 
quateur .sera  de  5i>",59-'|  par  an,  et,  pour  avoir  la  précession  totale  pour 
un  temps  quelconque,  il  faudra  retranclier  de  la  quantité  âo'',ôiy|/ 
celle  qui  résulte  du  mouvement  des  éipiinoxes.  .Mais,  comme  la  quantité 
o”, atji  est  plus  petite  que  l’incertitude  qui  reste  encore  sur  le  mouve- 
ment annuel  des  équinoxes  déduit  des  observations,  on  peut  la  négliger 
entièrement,  et  prendre  simplement  .'io"  J pour  la  rétrogradation  annuelle 
et  uniforme  de  l’équateur,  suivant  l’usage  ordinaire. 

.Ainsi,  pour  réduire  les  longitudes  du  Soleil  et  des  autres  Planètes  an 
vrai  point  de  l’équinoxe,  il  sullira  de  les  corriger  par  la  formule  que  nous 
venons  de  trouver  pour  le  mouvement  de  l’équinoxe  en  longitude,  eu 
retranebant  ce  mouvement  des  longitudes  calculées  à l’ordinaire,  mais 
en  ayant  égard  à la  variation  des  cléments. 

Quant  aux  étoiles  fixes,  il  faudra  de  plus,  pour  les  rapporter  à la  vraie 
éclipti(|ue,  tenir  compte  de  l’eflèt  de  son  déjilacement  relativement  aux 
étoiles;  et  nous  avons  donné,  dans  le  n"  19,  les  formules  pour  calculer 
cet  effet,  dans  b'sipielles  il  n’y  aura  (|u’k  mettre  pour  le  mouvement 
des  é(|uinoxes,  et  pour  —i  la  diminution  de  l’obliquité  de  l’écliptiipie. 
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:ill 

On  aura  done  les  correrlioiis  suivantes  à faire  aux  loUÿ;itudes  et  aux 
latitudes  calenlées  par  rapport  à récliptique  de  I7(ki. 

■lugmentntion  de  la  latitude  boréale. 

iiiuuvem.  d4*s  équin. Xroslong.X  laiiKobliq.  de  i7«hi -i-dimin.  iddiq.xsinlong. 
lUminiition  de  la  longitude. 

niouveni.  dos  équin,  x (i  — sinlong.  X Wnglal.  x tanpohliq.  171m) 

-e  dimin.  obliq.  X roslong.  X Wnglal. 

77.  Ooinine  l'année  tropi<|iie  eommenee  exaeliunenl  dans  l'instant  que 
le  Soleil  traverse  le  plan  de  l'équaU’ur,  il  est  elair(|ue  le  inouvenient  îles 
équinoxes  en  longitude,  que  nous  avons  déterminé  ei-dessus,  doit  iidluer 
aussi  sur  le  eoniineneeinent  de  l'année,  ainsi  que  sur  sa  durée,  à raison 
des  inégalités  de  ec  moiiveiiient  ; et  il  est  aisé  de  voir  ipie  ce  inouvenient, 
réduit  en  temps  en  raison  du  mouvement  du  Soleil,  donnera  la  quantité 
dont  le  commencement  de  l'année  sera  retardé;  ensuite,  la  dillérrniee  de 
cette  (juantité  d'une  année  à l'autre  exprimera  la  variation  de  la  durée 
de  l'année. 

Pour  avoir  donc  l'expression  générale  de  la  variation  de  rannée,  ou 
dilférentiera  la  formule  donnée  ci-dessus  |)oiir  le  mouvement  des  équi- 
noxes, en  faisant  varier  l et  supposant  dt  = i;  mais  il  faudra  au|iaravant 
réduire  de  nouveau  les  coellieieiits  des  sinus  et  eosinus  en  parties  du 
rajon,  parce  ipie  la  variable  / se  trouve  elle-inéme  multipliée  par  des 
angles,  lesipiels  deviennent  coeliicients  par  la  dill'érentiation  ; ensuite  il 
faudra  réduire  les  secondes  de  degré  en  secondes  de  temps,  en  les  multi- 
pliant par  le  rapport  de  a)*'  ou  86'|o<>'  au  mouvement  journalier  moyen 
du  Soleil.  (|ui  est  de  ce  qui  donne  le  nomlire  a'i.'i  (1)7  pour  le 

rapport  dont  il  .s'agit.  Il  faudrait,  à la  rigueur,  pivndre,  au  lieu  du  mou- 
vement journalier  moyen,  le  inou\emenl  vrai  au  temps  île  ré(|uinoxe, 
lequel  dans  ce  .siècle  est  plus  grand  d'environ  mais,  comme  celte  dif- 
férence est  variable  à rai.son  du  mouvement  de  l'apogée  du  Soleil,  nous 
préférons  de  la  négliger,  d'autant  plus  que  sa  plus  grande  valeur  n'étant 
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<|iif  ili-  ao  , il  ii'cii  rôsullcrail  pas  uni'  Sfi'oiiile  <l<*  (liiréirm-c  dans  li-s 
roenicifills  de  la  ronmilr  jîénérale.  Il  serait,  an  reste,  Ircs-faeile  d'_v 
avoir  (•‘{ard  si  on  le  jugeait  iiéeessaire.  Il  faudrait  aussi,  pour  plus  d'exac- 
titude, eoinine  t est  exprinié  en  nonihres  d’années  Juliennes,  faire  (U  égal 
an  rapport  île  l'année  lropii|ue  de  j‘  à l'année  Julienne  de 

ftiVri'';  mais,  outre  <|ue  l'année  tropiipie  est  variulile,  il  ne  pourrait 
jamais  résulter  de  là  que  des  eorreetions  tout  à fait  insensibles.  On  aura 
ainsi  la  formule  suivante 


Dintinitliuit  ilr  runnèe. 

» 

ii|*,33i  cos  âo',  3133/ i -t- I sio  '>o'',3333r) 

-e  ï’,i(o-ros  ï t".7'>77  0 i‘,iiasiil  3i’’.7^*77t 
1 1‘, 573 ros(?j(',4;)53/)  — 'ï3’,  1 jj  siii  7<i",  {<)'*3/ 

— a-,c.oHeosi3s',«iKi/)-  i',;»!  sin(3-.',HiKi  / 

-e  H*,«î<ï()ros[45'',t>^3a/  — i3',fnt» 

— 47'>D><ieos  45*, ';|340 i<r,MHtlsin  {3",ii|3j/  . 

J.a  valeur  de  retle  formule  étant  retraneliêe  de  la  longueur  moyenne 
de  l'année,  on  aura  lu  longueur  vraie,  donnée  par  l'observation.  Or,  en 
faisant  l = o,  ce  <|ui  répond  à 1700,  la  formule  donne  — tj',  36/|;  ainsi 
ajoutées  à l’année  muyetitie,  donneront  la  longueur  de  l’année 
1700.  et  réciproquement  si  on  les  retrancbe  de  celle-ci  on  aura  celle-là. 

D’où  je  conclus  qu’en  ajoutant  ü',3(j4  à la  formule  précédente,  oti 
aura  la  quantité  dont  raiinée  tro|>ii|ue  doit  diminuer  dans  l'espace  de 
f années  Juliennes  comptées  depuis  i-im  en  prenant  / positif,  ou  avant 
cette  époque  en  faisant  / négatif,  c'e.st-à-dire  la  quantité  qu'on  doit  re- 
tranelier  de  la  longueur  de  l'antiée  1 700  pour  avoir  celle  de  l’année 

Otte  formule  donne,  pour  l’espace  de  plusieurs  siècles,  une  dimitin- 
tion  dans  la  longueur  de  l'année,  laquelle  peut  aller  à deux  minutes  et 
an  delà;  ce  (|ui  parait  conforme  aux  observations  anciennes,  qui,  comme 
l'a  remarqué  .M.  Bailly,  s'accordent  toutes  à taire  l'année  plus  longue  de 
quelques  minutes  qu'elle  ne  l'est  aujourd'hui;  mais,  en  général,  elle 
n'indique  que  des  alternatives  de  diminution  et  d'augmentation,  dont  il 
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sci-ail  dinicile  de  lixtT  lus  |))'riodi‘s  cl  U-s  iiiaximii  cl  On  |icni 

cppcndiinl  avoir  une  liniile  de  ees  variations  en  ajoutant  enseinide  les 
racines  de  la  somme  des  carrés  des  eoellicients  des  sinus  et  cosinus  4'or- 
respondaiits;  car  on  sait  rpie  le  maximum  de  tonte  exfiression  de  la  lornte 
A sin^  4-  B cosf  est  v A’  -t-  H' . De  celle  manière  on  trouve,  pour  la  limite 
cherchée,  a 17',  7:  de  sorte  i|n'on  est  assuré  (|iie  la  longueur  de  rannée 
ne  peut  varier  que  d'une  i|nanlité  moindre  (|ue 

Au  reste  le  moven,  |iar  lei|uel  nous  venons  de  déterminer  les  varia- 
tions <le  l'année,  est  le  seul  (|iie  la  Théorie  de  1a  gravitation  puisse  fournir 
pour  expnquer  ce  phénomène;  l'ar.  <|nant  à rannée  sidérale,  on  la  durée 
de  la  révolution  même  de  la  Terre  autour  dn  Soleil,  nous  avons  «léinon- 
Iré  rigonrensemenl  (|u'elle  n'est  stis<‘cplihle  d’aucune  inégalité  séculaire 
i-t  inilépendanle  de  la  situation  respective  des  Planètes  (première  Partie, 
II*'  36);  si  donc  les  ohscrvations  pouvaient  jamais  découvrir  dans  la  lon- 
gueur de  l’année  des  rhangemenls  plus  grands  ou  d’un  autre  gimre  que 
ceux  que  nous  venons  d’assigner,  il  en  faudrait  chercher  la  cause  ailleurs 
que  dans  la  gravitation  des  corps  célestes;  mais  ce  point  est  un  de  ceux 
dont  la  décision  est  réservée  aux  générations  futures. 

78.  Telles  sont  les  furninles  générales  des  variations  séculaires  pour 
les  six  Planètes  principales,  (ies  formules  ne  sont  point  limitées  à un 
certain  espace  de  temps,  mais  ont  lieu  pour  un  temps  indelini.  parce 
que,  ne  s’y  trouvant  aucun  terme  qui  soit  siisi'eptihle  d’augmenter  ii  l’in- 
fini, les  variahles  supposées  très-petites  dans  les  équations  dilférentielles, 
telles  (|iie  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orhiles,  restent  en  elfet 
toujours  fort  petites;  et  eonime  cette  supposition  est  la  seule  (|ue  nous 
nous  soyons  permist*  ilans  ces  équations  pour  les  siiiiplilier,  qu’ensuite 
leur  intégration  e.st  entièrement  rigoureuse,  il  ne  peut  rester  aiicnii  doute 
sur  la  légitimité  et  la  généralité  de  notre  solution  appliquée  au  système 
solairti.  Il  ii’y  a qu’une  seule  circonstance  qui  puisse  empêcher  que  les 
formules  i|ue  nous  venons  de  trouver  n’aient  toute  la  perfection  dont 
elles  sont  susi’cptihles  : c’est  l’incertitude  qui  reste  encore  dans  les  va- 
leurs des  niasses  des  Planètes,  dont  quelques-unes  n’ont  pu  être  déler- 
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que  (runc  mniiii'i'e  liypoth<'‘li*|ui'.  l'ii  |ii‘tii  rhangeniciit  dans  ces 
délcnnîiiations  en  produirait  un  du  iiiêine  ordre  dans  les  eoelïieienis  nu- 
inériques  des  l'orniules;  et  il  faudrait  eherelier  les  nouveaux  eoellieients 
par  un  ealriil  seinblahie  à eelui  que  nous  avons  fait;  mais  la  l'orine  des 
expressions  n’en  serait  point  altérée,  et  il  n’y  aurait  point  à craindre, 
eoinine  nous  l'avons  prouvé,  (|uc  des  ares  de  ecrele  pussent  s'y  plisser  et 
les  rendi-e  insunisantes.  Quant  aux  autres  données  du  Prolilèine,  les  dis- 
tances moyennes  des  Planètes  au  Soleil  et  leur  position  tlans  une  époque 
donnée,  elles  sont  eonnues  avec  assez  de  précision  pour  n'avoir  besoin 
d'aucune  correction  sensible;  et  comme  nous  avons  riponreusfment  dé- 
montré t|ue  ces  distances  sont  invariables,  on  peut  reparder  la  solution 
précédente  comme  à l'abri  de  toute  atteinte  de  ce  «'ôté. 

Otte  constance  des  distances  moyennes,  et  celle  des  moyens  mouve- 
ments (pii  en  est  la  suite,  sont  je  résultat  le  plus  intére.s.sant  de  notre 
analyse,  et  le  point  le  plus  remar(|uable  du  Système  du  monde.  I.es  Pla- 
nètes. en  vertu  de  leur  attraction  mutuelle,  cliangent  insensiblement  la 
forme  et  la  position  de  leurs  orbites,  mais  sans  .sortir  de  certaines  limites; 
leurs  prands  axes  seuls  demeurent  inaltérables;  du  moins  la  Théorie  de 
la  gravitation  n'y  montre  que  des  altérations  périodii|ues  et  dépendantes 
des  positions  respectives  des  Planètes,  et  n'en  indi(|ue  aucune  du  genre 
des  séculaires,  .soit  constamment  croissantes,  .soit  simplement  périodi- 
ques,  mais  d’une  période  très-longue  et  indépendante  de  la  .situation  des 
Planètes,  comme  celles  (]ue  la  même  Théorie  donne  dans  les  autres  élé- 
ments de  l’orbite,  et  que  nous  venons  de  déterminer.  Nous  avions  déjà 
démontré  cette  pnq)riété  des  grands  axes  dans  les  Mémoires  de  i77(i; 
mais  la  démonstration  que  nous  en  avons  donnée  dans  la  pnonière  Partie 
de  ces  Hecbercliesosten  quelque  manière  plus  générale  et  plus  cunq>lète, 
parce  que  nous  y avons  considéré  tous  les  éléments  de  l'orbite  comme 
variables  à la  fois,  et  (|ue  nous  avons  eu  égard  aux  elfets  de  celte  varia- 
bililé  avec  tout  le  scrupule  nécessaire  dans  une  matière  si  délicate.  . 
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PREMIÈRE  PARTIE 
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tir  tirrim^  année  17#'^.) 


.■\)iiés  avoii;  (liiiiiic  dans  la  Théorie  des  rarialions  séctthiires  lu  partii*  la 
plus  im|ini'taiite  ft  la  plus  Jillicilo  du  Calcul  des  pcilurlialions  des  l’Ia- 
ni'les,  j'ai  cru  devuir  cuiiiplélcr  cc  Calcul,  en  donnant  aussi  l'autre  partie 
i|ui  concerne  les  variations  périodi(|ues. 

Plusieurs  Géomètres  se  sont  déjà  occupés  de  ce  deinier  objet:  mais 
leurs  travaux  se  trouvent  épars  dans  divers  Ouvrages,  et  les  résultats  de 
ces  travaux,  dépendant  de  inétbodeset  de  données  dillèrcntes,  présentimt 
une  variété  embarrassante  pour  les  .Vslronomes  ijui  voudraient  en  l'aire 
Usage.  D'ailleurs  ils  n'ont  point  tenu  compte  de  l'eiret  des  variations  sé- 
ciliaires,  et.  (|uoii|ue  cet  effet  ne  puisse  être  ipie  très-petit,  la  rrguenr  ne 
permet  pas  de  le  négliger,  sans  avoir  auparavant  démontré  (jn'il  n'en 
saurait  résulter  i|ue  des  altérations  insensibles  dans  le  mouvement  des 
Planètes. 

l.'AuaIvse  par  laquelle  nous  avons  déterminé  les  variations  séculaires 

1i- 


Digitized  by  Google 


TIIÉOltlK  VA  Kl  ATI  O N. S l>ÉltI()])IQUK.S 
iloiimi  aussi  ilirwtemenl  les  varialious  périudiques;  i-ar  nous  avons  eoin- 
iiieneé  par  réduire  loul  l’elTel  des  peiiurbaliuns  à la  variation  des  élé- 
nieiils  des  orbites;  nous  avons  ensuite  séparé  ce  (|ui,  dans  res  variations, 
n'était  (jiie  périodique  de  ce  qui  était  inilépendant  des  lieux  des  Pla- 
nètes: et  eette  dernière  Partie  nous  a donné  les  variations  séculaires  qui 
alli'eteni  iiniuédiateinent  et  eontinuellenieilt  les  dimensions  et  la  posi- 
tion des  orbites  elliptiipies.  Il  ne  s'agit  donc  que  d'avoir  égard  à la  partie 
périodique  des  variations  de  ees  mêmes  éléments,  et  de  tenir  compte  des. 
termes  négligés  dans  le  premier  ealeul.  On  aura  par  là  les  variations  to- 
tales des  éléments  des  Planètes  causées  par  leur  attraction  mutuelle;  et, 
en  employant  les  éléments  corrigés  par  ees  variations,  on  pourra  calculer 
pour  cbaque  instant  les  lieux  des  Planètes  par  les  règles  ordinaires. 

V la  vérité,  comme  les  variations  périodiques  demeurent  toujours  très- 
petites  et  n'ont,  pour  ainsi  dire,  qu'un  elTet  passager  et  alternatil',  il  est 
peu  important  pour  rAstronomie  de  connaitre  en  particulier  les  altéra- 
tions qui  en  résultent  dans  chacun  des  éléments  des  orbites;  et  il  sullit 
il'avoir  l’elVet  total  de  ces  variations  sur  les  lieux  des  Planètes.  Aussi  les 
.Vstronomes  .sont-ils  dans  l'usage  de  regarder  les  orbites  comme  coii- 
.stanles  relativement  aux  variations  périudiques.  et  du  ne  traiter  ees  va- 
l'iations  que  comme  des  corrections  à l'aire  aux  lieux  elliptiques  ealculés 
par  les  règles  ordinaires.  Mais  après  avoir  déterminé  par  nos  l'ormules 
générales  la  partie  périodique  des  variations  îles  éléments,  rien  ne  sera 
plus  facile  que  d'en  conclure  les  inégalités  du  rayon  vecteur,  de  la  lon- 
gitude et  de  la  latitude.  Il  est  vrai  qu’on  peut  calculer  ees  inégalités 
d'une  manière  plus  simple,  en  les  déduisant  immédiatement  des  équa- 
tions diHérentielles  de  l’orbite;  mais  cette  méthode  a,  d'un  autre  côté, 
l'inconvénient  de  ne  donner  les  variations  .si';culaires  qu’indireclement 
et  par  des  réductions  particulières;  et  ne  doit-il  pas  être  plus  satisfaisant 
de  trouver  toutes  les  inégalités  du  mouvement  des  Planètes  par  une 
même  analyse*  et  par  des  procédés  directs  et  uniformes? 

t.  .Nous  nous  proposons  donc  ici  il'appliquer  à la  détermination  des 
inégalités  périodiipies  des  Planètes  les  formules  générales  trouvées  dans 
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la  prcinièi'p  Partie  de  In  Théorie  des  variations  séculaires;  mais  aiipara- 
vanl  il  est  huit  de  faire  à ees  l'urniules  un  ehailgeineiit  qui  servira  à les 
rendre  plus  simples  et  plus  exactes  à ()uel<|ues  égards,  sans  inihier  d’ail- 
leurs en  rien  sur  les  résultats  trouvés  pour  les  variations  séculaires,  là- 
rliaiigement  est  relatif  à la  manière  dont  nous  avons  déterminé  l'ano- 
malie vraie  par  ranomalie  niovenne  dans  une  ellipse  dont  les  éléments 
sont  variables;  voici  en  quoi  il  consiste. 

.Après  être  parvenus  dans  le  n“  30  de  la  Partie  citée  à l'équation  dilfé- 
reiitielle 

dq  3 sUufdq  y riyiqdq  •+•  ô siliiy  i/y  -+-  t roünqdq  lift, 

ilans  la(|uelle  p est  l'angle  ilii  mouvement  nioj'en,  q celui  du  niouvemciit 
vrai,  et  jS,  7,  5,...  des  eoellicients  dépendant  des  éléments  de  l’ellip.se, 
nous  avons  intégré  le  premier  membre  par  approximation,  et  nous  avons 
obtenu  la  formule 

7—  3)  rosy -e  ( •/)  SIU7  — -<o  005^7 -e -U!  S1017  — . • = 

d’oii  nous  avons  ensuite  déduit  la  valeur  de*/  en  p. 

J'ai  reconnu  ilepuis  qu'au  lien  de  cette  approximation  il  vaut  mieux 
laisser  le  premier  membre  de  l’intégrale  sous  la  forme  ipi'il  aurait  si  les 
éléineuts  étaient  constants,  et  appli(|uer  à la  valeur  de  p,  ipii  constitue 
le  second  membre,  les  corre<'tioiis  résultantes  de  la  variabilité  des  inémi's 
cléments. 

.Ainsi,  en  fai.sant 

1/2  = — eoS7</^  -t-  ^\aqJy  — ^ cusiyt/ô  ^ s\n-> qdt  — . . 

et  ajoutant  cette  équation  à l'équation  diH'érentielle  4'i-dessus,  on  aura, 
après  l’intégration,  cette  formule 

7 — 3 C0S7  -e  •/  S1H7  — - O C0SÏ7  J r sm  »7  — -1-  i, 

qu’on  voit  être  de  la  même  forme  (|ue  la  précédente,  les  coellicimits  ['fi), 
(7),  ((S),...  étant  changés  en  fi,  7,  3 et  la  variable  p en  p -h  1. 
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(lu  f(‘ia  donc  ces  mêmes  changemenis  dans  les  au(res  lurmules  de|icii- 
daiilcs  de  celle-ci;  el  par  consê(|uent  les  (juaMlilês  m et  n des  ii”*  d8  el 
suivaiils  se  réiluironl  d'abord  à M el  N,  réduclion  (|tie  nous  avons  faile 
aussi  dans  le  n”  49,  mais  d'après  la  considération  de  la  petitesse  des  forces 
perturbatrices  dont  nous  avons  négligé  les  carrés.  Par  celte  considera- 
lion,  ou  pourra  donc  aussi  négliger  dans  les  formules  diw  variations  des 
éléments  la  (|uan(ilé  ou  du  moins  la  |iarlie  périodi([iie  <le  cette  <|uan- 
tilé,  l'autre  partie  proportionnelle  à pw  confondant  avec  le  mouvement 
moyen;  de  sorte  que  les  équations  dilférentielles des  n'“  fO  el  .iO  demeu- 
reront les  mêmes;  et  toute  la  Théorie  des  variations  séculaires  des  élé- 
ments des  orbites  planétaiivs  subsistera  en  .son  entier. 

A l'égard  de  la  quantité  1,  il  est  clair  qu'elle  représentera  la  variation 
ilu  mouvement  moyen  due  aux  forces  perturbatrices,  variation  indépen- 
dante du  grand  axe  île  l'ellipse,  et  qu'on  pourra  rapporter  à l'épo(|ue  du 
moyen  mouvement,  lat|uelle,  dans  les  orbites  invariables,  contient  la 
sixième  constante  arbitraire  des  intégrales,  el  par  eoiiséqiient  le  sixii-ine 
élément  du  mouvement  elliptique. 


■1.  Pour  avoir  donc  la  formule  de  cette  variation,  il  faut  d'abord  coii- 
nailre  les  valeurs  des  eoellicients  jS,  y,  o,...  en  M,  N,  P,  Q,  R:  or,  par  le 
n”  30  de  l'Ouvrage  cité,  on  voit  que  la  série 

a I -t- ^ siny  O / cos^  4- ô sinî^/  . !cosï</  t ; sinî^  4- /;  ros  t// -h  . . .) 
résulte  du  développement  de  la  fraction 

K'  -4-  (O  sioi/  — l’  ri>s</  ‘ -e  E siii</  — B rosi/ J 


dans  lai|uelle  i n'”  8,  29) 

B-UN-PI,,  t:— -KM-QI, 
i‘t 

_ MO  -NP 
I.  - „ , 


t‘l  l’on  trouve  par  les  méthodes  ordinaires,  en  poussant  l’approximation 
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Jiis<|u’:iiix  troisiîiines  ilimoD.sions  dt*  M,  N,  P,  Q.  •*!  faisant  i i-onliii'- 
iii<‘in<‘i)t  au  n"  3"  du  inàiiit*  Onvragt'. 


NI'O  M'3Q‘+P> 
•aH>  ^ .jlt- 


MPQ  N(3P'-i  Q>) 

= Tio  ■’ 


Ô = 3MN  + 


PU 
If  ' 


3;  N'  - M’  ^ 

■>.  7 K'  ’ 


; ^ 3MN‘-  M's- 


»;  = N>-  !\M>-t- 


3\||Q>—  P) 

.1Ù>“ 

tN  U’  - l'I 
■ 4if 


3NJ^ 

‘'iK'  ’ 

3MPU 

aïÙ“ 


.\(iri'.s  avoii  dillÏTnilié  its  valtnirs,  on  _v  sul)sliliirra  f/M.  dS,  i/P, 
(/Q,  f/R  eclli’s  i(in‘  nous  a\ons  duniuVs  dans  les  n'”  17  i-l  il  di-  l’iinvragi- 

filé;  on  aura  ainsi  les  ox|)i'fssions  df  f/î.  f/y,  f/o (|tril  faudra  siilisti- 

Hifr  dans  f(dlf  de  d1  du  nninéro  |iréfédful. 


d.  Si  dans  ffllf  fxprfssion  de  f/i  on  vont  Sf  fonlrnlfr  d'avoir  égard 
aux  pmnii'rfs  diinfiisions  dfs  (juanlilés  AI,  N,  I*,  Q,  ainsi  ipif  nous 
l'avons  fait  dans  les  lortnnifs  dos  variations  d<‘s  élénnuils  d<‘  l'orldlf,  il 
.siiHira  alors  d'avoir  égani  aux  sffondfs  diini'iisions  d<-  rrs  (pianlilés  ilans 
IfS  valfurs  df  ,‘i,  y,...,  ff  ipii  1rs  réduira  à ffllfs-ci 


3 M,  •/  ■'N, 


0=  3MN  I- 


PU 
II-  ■ 


y;-!l 

>K'  ' 


fl,  foninif  Ifsvalfiirs  df  f/P  fl  f/Q  fonlifiiiifut  dfjà  Ifs  pir niiéifs  dinifii- 
sions  df  P fl  Q { ainsi  <|n'on  If  voit  par  Ifs  l'orniulfs  du  n"  d!) ,,  il  fsl  flair 

qu'on  pourra  négligor  Ifs  dill'émiffS  ilfs  Irriiifs  --,-,-,7-  • aura 
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ainsi,  apri-s  li>s  sulistitulions,  H en  nVmplovaiit  pour  dS  pI  rf.'l  f|UP  les 
Viilpiirs  (In  n"  i2  du  uipine  Ouvrage. 


c/<> 

f/i  = 5e>ïr  (/,/ 

ilr  ' 


dÜ  . . (/12,..  . „ 

! ^ <lr  ■+■  ^ ” S'"  V — eos^ 


d'i 


■Jr'  lin 
a dr 


J rfo 

M siii^  -t-  N Pos^  dq  ~ jj-  sin^  4-  N rosy  W/r; 


fl  il  u'y  aura  plus  qu'à  l'aire  les  autres  sulislitutious  de  ee  d(?rnier  nu- 
luéro,  en  se  souveuani  d'y  ehanger  m.  n en  M.  N.  et  p eu  p — . 


4.  Dénotons  par  fi  la  valeur  moyenne  de  l'angle  p 1,  e'est-k-dire 
la  partie  indépendante  de.s  sinus  et  eusinus.  et  pruporlionuelle  au  temps; 
i‘t  par  r le  demi-grand  axe  de  l’ellipse  invariable  dans  laipielle  le  mou- 
vement moyen  serait  p,  en  sorte  que  l'on  ail  dp=^—,\  il  est  elair<pie, 

. f' 

dans  les  termes  dus  aux  forces  periurbatriers,  on  pourra  mettre  par- 
loiil  p au  lieu  de  et  f au  lieu  de  ^ demi-grand  axe  de  l'ellipse 

variable  (37),  du  moins  en  tant  qu'on  néglige  les  carrés  de  ees  forces, 
coinine  on  l'a  toujours  pratiqué  dans  la  Théorie  des  perturbations  des 
corps  célestes. 

.\insi  les  substitutions  dont  il  s'agit  se  réduiront  à faire 

y = j»  -e  ïM  emp  — oN  sin/i,  </y  = (i  — *M  sin/<  — aN  cm  pi  dp, 

r — f I -t-  M sin/(  -e  N cos/î),  dr  ~ ëiM  cos/i  — N sinp  dp. 


dix  du  .d’iX  - .. 

rfr  = 

r/’U 

dFdr  ^ * ■ 

d<iX 


df  df  ' ~ ' 
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c/U  c/U  . c/>U 
=7^-^ '■c/rrf/i 

rf*U 

-+•  f'  I M’  sin^'  -h  N*  cosp')  h-  , , . 
^/*o 

-4-  a ( M ros/#  — N sin/ï) 

H-  a ('*  cos^  — N'sin/ï  I 4- . . ., 


U =T' 

f reos(^  — p') 

L 

.T^l 
+ . . . 

'rcosip  — p") 
r"' 

V r*  — sfr'  cos{p  — 


y f * «—  a f r''  ros  — 


^ ^ -4-  r 


c-1 


Ni'^ligcanl  donc  dans  rcs  sulislituliuns  les  secondes  dimensions  desquan- 

tilés  M.  N,  M',  N' et  eliangeani  les  lettres  .M,  N en  x,y,  ainsi  que 

nous  l’avons  fait  dans  le  n“  50  de  l’Ouvrage  cité,  on  aura  pour  la  varia- 
tion de  2 eetle  formule 


iv  -,  / 

'/-  = *»■  77; '//' 


/ -,  c/"U  ^ 3r-  c/U , , , . _ 

^ïe  7^ -t-  (cesin/, -e  rcos/,  c//c 


r/’ü 

- nr'r  


CCI-.  . 

-^,{x'i.\np'  +)■  cosp’)dp 

'/’O 

-e  ar’r  


cPÜ 

c/éc7p  + .f'''®*/'"  c'^/'  ■*■••• 

/,.,  c/’U  -<éÜ\  , - . 


f/’ü 

-f-4r' 


c/’U 

(x’  eos/i'  -r'  sin/>  )c//, 

C-.  / 

4r‘ 


dans  laquelle  il  ne  s’agira  plus  que  de  substituer  la  valeur  préeédenlcr 
de  U. 

V.  45 
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5.  Mais,  pour  avoir  une  formule  inlegralile,  il  est  nécessaire  île  ré- 
iliiireen  série  les  radicaux  qui  entrent  dans  l’expression  de  U;  on  sup- 
posera donc 

(f‘—  tir' cos  P — p')  s- î’ ■]  ’ = [?,  r']  -f-  [c,  r’].  rosl/i  — p')  -e  [r,  r'I,  eosxip  — p'i 

[r,  r'].cos3'/>  — p') 


el  ainsi  des  autres  radieaux  send)lablcs;  alors  l’expression  de  se  trou- 
vera composée  de  termes  tons  inléjçrahles,  dont  les  uns,  simplement  pro- 
portionnels H df),  seront 


— tir’  — ■ ■ du  — tl  r‘  — - du  • 

dr  dr 


et  dont  les  autr*‘s  eonliendroni  tous  des  sinus  on  cosinus  des  an|;les 
p.  p,  p”,...,  et  donneronl  par  consi>i|uenl  la  partie  periodi(|ue  de  la  va- 
leur de 

Quant  aux  premiers  termes,  nous  verrons  ci-après  comment,  éUinl 
joints  k un  ternie  semblable  provenant  de  la  valeur  de  p,  il  en  résulte  le 
lerine  nni(|ue  pi|ue  nous  avons  supposé  représenter  la  partie  uniforme 
du  mouvement  moyen  p 4-  ^ dans  l'ellipse  variable. 

Ainsi,  tant  <|u’on  n’a  étpird  i|u’aux  |iremières  dimensions  des  excenlri- 

P O 

cites  el  des  inclinaisons,  auxqindles  les  (|uanlilés  AI,  N,  on  x-,  f, 

s.  U sont  proportionnelles,  on  ne  trouve  point  de  variation  séculaire  dans 
le  mouvement  moyen  des  Planètes;  mais,  si  l’on  poussait  l’approxima- 
tion jns(|u’anx  secondes  dimensions  de  ces  quantités  dans  l’expression 
de  (fi,  on  trouverait  alors  des  termes  proportionnels  k dp  et  indépen- 
dants des  sinus  et  cosinus  de  p,  p lesquels  auraient  pour  coellicients 

les  (| nanti  tés 

x'‘4-y'',  .ix'-i-ta’ j’ -t  jj’-f- nu',. . 

ces  termes  donneraient  donc,  parla  substitution  des  valeurs  de  ,r,  y. 
x',y' s.  II,  s’.  II', . . . relatives  k cbaque  Planète,  des  variations  sécu- 

laires dans  leur  inonvement  moyen,  variations  qui  n’alfeeteraienl  (|ue  le 
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inouvi-nu>nl  circulutoire  dans  IVllipsc  varialdr,  mais  iiulloincnt  Ir  di'ini- 
);rand  ax«  ou  la  distancf  moypinu'.  ('.ommecpl  objel  est  de  la  plus  graudo 
iniportancp  dans  la  Tlicorip  des  Planètes,  je  me  propose  de  le  diseuler  à 
fond  dans  une  autre  oeeasion  ('). 


6.  Si  dans  l’expression  de  dl  ilu  n"  i on  néglige  les  termes  où  se 
trouvent  les  (|uantités  x,y,  or', y',,.,  dues  aux  exeentrieités  des  orbites, 
elle  se  réduit  à celle-<d 


<n 


. <lü 


— 2T*T 

— ar*T 


d[frrn 

<lr 


\ df  f>) 

1 <’0»ip  cosaj/i  — P )•¥.. 

1'//' 

/rf[F,r'|,  I, 

\ dr  r"’) 

, _ f/[r,  r"], 

1 ros;^  — P ' J.  ' fosa!^ — p ) -f-,. 

■ 1 dp 

Soient 


dp  — dp'  = n' dp,  dp  — dp"  = a" dp.. . 


les  coeflieients  n',  n",...  étant  eonstantset  donnés  par  les  rapports  eonnus 
des  mouvements  moyens  des  Plani‘tes  [ puisi|ue  dp  = '^%-dp  = 


- V -il 

n'  sera  =;  i — > n"=-  i — ’"’J’  aura,  en  substituant  pour 

dp  ^ dp  ^ dp  jdff  ^ ^ ^ ^ ^ éi|uation  intégrable,  et  dont  l'in- 

tégrale sera 


ar’T' ( 7 f/f  r.  Fl,  i \ . - -,  i rflr,  F ',  . 

- Ll  rf?  " r-)  ^ ï )-*■- 

îr’T"  r/f/I r,  r'I,  i \ . . irfir,  r"],  . . I 

- T'"  1 (-V-  - H -p”>  + - 1 


(•)  /'wr  le  MéHKMn*  Suf  irs  v*tiriatton^  urnilnirrs  #/r»  mtmtTtttfnfy  /«ror//«  det  Planètr*, 
p8ge  38i  de  ce  volume.  [St*tr  tir  rÊtittntr.) 


45. 
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7.  Si  l'on  voulait  aussi  tenir  eouipte  des  exeeiUrieilés  dans  la  valeur 
de  i,  il  u’v  aurait  qu'il  sulistituer  dans  l’expression  de  dl  les  valeurs 
de  X,  V,  x',  v',...  déterminées  dans  la  Théorie  des  variations  séculaires; 
ee  qui  lie  donnerait  que  des  tenues  en  sinus  et  cosinus  d’angles  propor- 
tionnels à t ou  /I,  et  par  ronséquent  tous  intégraliles. 

Mais  pour  siinpliiier  ee  calcul  on  remarquera  : 

I®  Que  l’on  peut  regarder  les  quantités  x,  y,  x',..,  eomine  constantes, 
puisque  leurs  dilTérentielles  étant  de  l’ordre  des  forces  perturbatrices 
doivent  être  négligées,  par  la  raison  que  ces  quantités  se  trouvent  ici  déjà 
multipliées  par  la  quantité  ti,  qui  est  aussi  du  même  ordre. 

a“  Qu’à  cause  de  la  petitesse  des  termes  dont  il  s’agit,  il  suilira  d’avoir 
égard  à ceux  qui  pourront  augmenter  beaucoup  par  l’intégration;  et  il 
est  clair  que  ee  sont  les  termes  qui  contiendront  des  sinus  ou  cosinus 
il’angles  dont  la  variation  sera  très-petite  vis-à-vis  de  celle  de  l’angle  p: 
car  si,  par  exemple,  fl  désigne  un  de  ces  angles,  et  que  rfll  = vdp,  y étant 
un  coellicieiit  fort  petit,  la  première  intégration  introduira  au  dénomi- 
nateur le  coeiricient  v,  et  la  seconde  y introduira  le  carré  y’.  Qimme 
l’angle  fl  ne  peut  être  composé  que  de  multiples  des  angles /i, /ï', 
joints  ensemlile  par  les  signes  -t-  ou  —,  ce  n’est  que  par  les  rapports 
connus  des  mouvements  moyens  des  Planètes  qu’on  pourra  juger  dans 
chaque  cas  de  la  valeur  du  eoeflicient  y;  il  faudra  donc  un  examen  par- 
ticulier pour  cba(|ue  Planète  dont  on  voudra  calculer  les  perturbations. 

'5“  Que, s’il  arrivait  que  le  eoeflicient  y fût  très-petit  du  même  ordre  que 

leseocflicients  de  t dans  lessinusou  cosinus  des  valeurs  de  a-,  _r,  x',y' 

il  faudrait  alors,  dans  les  termes  qui  contiendraient  les  sinus  ou  cosinus 
de  n,  substituer  immédiatement  ces  valeurs,  et  intégrer  ensuite,  après 
avoir  réduit  les  produits  des  sinus  et  cosinus  en  sinus  et  cosinus  simples. 
.Mais  ce  cas  no  parait  pas  pouvoir  exister  dans  notre  Système  planétaire. 

S.  làvnsidérons  maintenant  les  variations  du  demi-grand  axe  de  l'el- 
lipse. Nous  avons  trouvé,  dans  le  n“  .3.5  de  la  Théorie  citée,  que  ce  grand 
axe  est  constant,  relativement  aux  variations  séculaires;  mais  il  ne  l’est 
plus  lorsqu’on  a égard  aux  variations  périodi(|ues.  fiir  la  quantité  A,  qui 
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i-a(  en  raison  inverse  du  demi-grand  axe,  est  telle  (|iie 

(/A  = 

en  désignant  par  (r/U)  la  diirérenticlle  partielle  de-  la  lunetiuii  U,  relati- 
vement aux  seules  variables  de  la  Planète  troublée  ; par  ronséqueni  eelte 
i|uantité  sera  essenliellemeiit  variable,  mais  ses  variations  ne  seront  que 
périodiques,  puisque  l’expression  de  (r/U)  ne  peut  eonlenir  rpie  des 
termes  alTertés  de  sinus  et  eosinus. 

Prenons  pour  un  moment  r pour  dénoter  le  demi-grantl  axe  de  l’el- 
lipse variable  dans  laquelle  p est  l’angle  du  mouvement  moyen;  on  aura 
par  les  n“*  34  et  37  de  la  Tbéorie  eitée 


Doue  : i" 
et.  intégrant. 


r/i  = atr/U), 
r 


La  (piantité  4 est  une  constante  arbitraire  (|ui  serait  égale  à la  valeur 

moyenne  de  4.  si  l’intégrale  j fr/U)  ne  contenait  aucun  terme  constant. 
Mais  nous  siippo.serons  que  cette  intégrale  contienne  encore  une  petite 
constante  arbitraire,  que  nous  déterminerons  en  sorte  que  le  mouvement 
moyen  rlans  l’ellipse  qui  aurait  r pour  demi-grand  axe  soit  le  même  que 
la  partie  uniforme/; de  l’angle  p t-i,  conforiuémeut  à ce  que  nous  avons 
suppose  dans  le  il”  4. 

Si  iluiic  on  fait  r=r-ho,  la  quantité  e exprimant  ainsi  les  variations 
périodiques  du  demi-grand  axe,  et  i|u’on  néglige  les  .secondes  puissances 
de  cette  quantité,  on  aura 


■j"  On  aura  par  conséquent 
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Mais  fsl  la  valeur  de  dp  qui  aurait  lieu  dans  l’ellipse  <loiil  le  demi- 

r 

};raud  axe  sérail  r,  et  <|ue  nous  avons  déjà  désignée  par  dp;  donc,  iiilé- 
granl. 

p = f> Ç •)dt  = p + 3?  Ç dp  l'idü  . 

•>r'  ' 


Donc,  si  l’on  l'ait  p -h  2.  = p rs,  la  quantité  n exprimant  la  partie 
périodique  de  l’angle  p-hl,  on  aura 


i — 2.  -h  ir  j'dpj'iilil}; 


et  il  l'atidra  (jue  dans  cette  expression  il  n’entre  aucun  terme  pnqiortion- 
ncl  à p. 

n.  Il  ne  s’agit  maintenant  que  d’évaluer  la  quantité  Ur  on  a vu 
dans  le  11'*  41  de  la  Théorie  eitéequccelte  quantité  est  réductible  à la  forme 


du 


iliï  , riü  , du  . 

-y-  dr  ■+-  -J-  dq  -h  ^ dz, 
dr  dq  ’ dz 

/■étant  ici  le  rayon  vecteur  de  l’orbite;  donc,  négligeant  le  ternie 
parce  (|u’il  contiendrait  les  secondes  puissances  des  inclinaisons  des  or- 
bites. et  faisant  dans  les  autres  les  mêmes  substitutions  et  réductions 
i|ue  dans  le  n”  4 ci-dessus,  on  aura 

^ dp  -e  ^ ) (.rsinp  -e  vcos/zu//, 


d>iX 


dfdp  dp 
(x'  sin/V  -+•  v'  cos/î’)  dp 


■+■  r (■»  smp  -t-  )■  cos//  | /;//  -e . . . 

/ d-a  .,dil  \,  _ . .. 

</’Si  , , 

)<//'-r-.  :- 
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:r>() 

Et  l’on  itilégrera  fcUc  loriiuile  d’uiu*  iiianU*re  semblable  à eulle<|iie  nous 
avons  iniliqiiée  plus  haut  pour  rinlé'fçeation  <le  la  ilifférenlielle  til. 


10.  Si  l’on  néglige  les  exeeiitrieités  et  par  eonsé)|nent  les  i|uantilés 
ar,y,  x',y',.. . «{ui  en  tiépemlent,  on  aura  siinpleiiienl 


Celte  (lill'erentielle  est  intégrable  rigoureusement:  car  en  substilnatil 
la  valeur  «le  U «lu  n"  i ei-dessiis,  et  faisant  comme  «lans  le  n"  0 


TP  fco^pj-  £'J 
p> 

T’Treos(/i— £") 

7i'[  r“’ 


V ê’  — » » r*  cos  P — p'  I ë’’ 
1 

^ (■'  — iff’  cos  P — p“  )-i-  r"’ 


/ étant  une  constante  arbitraire. 

I>tte  expression  multipliée  par  ar'el  prise  nég-ativeineni  donnera  la 
valeur  de  »,  c’f*st-k-ilire  les  variations  du  demi-grainl  axe  en  tant  qu'on 
néglige  les  exemitricilés  «les  orbites.  .Mais  pour  en  déduire  ensuite  celles 
«In  mouvement  moyen  qui  en  ilépemlent.  il  faudra  une  nouvelle  intégra- 
tion qui,  n'étant  pas  possible  en  général,  obligt‘  d'avoir  recours  aux  si'- 
ries.  On  pourrait,  à la  vérilé,  conslrnire  l’intégrale  par  les  niéthoiles 
connues  potir  la  qiunlrature  arithtnétii|ue  des  courbes,  et  l'on  pourrait 
eti  faire  d<‘  même  pour  la  valeur  de  «lans  ce  même  ras;  mais  on  ti'ait- 
rait  pas  de  cette  tnanièr<«  des  formules  gétiérales  «pii  fas.sent  connaître  la 
marche  des  variations,  et  l'on  n’aurail  pas  même  une  plus  grande  exac- 
titude «[ue  par  les  sérii's. 


;ltiO  THÉOHIl!:  DES  VARIATIONS  PÉRIODIQUES 

Hinpioyant  donc;  les  séries  du  n°  5 ci-dcssus,  on  aura 

J [ë,  I*')  +^[r,  r'],-  cosi/i  — p' ) -t-  [r,  r'],cost{p  — p' i-i-...  | 

- r']-*-  ^)cos(^-^)  + [f,r'],eos2{/i-^'J-t-...J 

-■■■-*■  7.' 

el  de  là 


f dp J'(rfi2)  = _ r],  _ ^jsin:^-/;')-+.  i[r,  r'].  sinai/î- | 


Or  il  faut  (8)  que  la  valeur  de  o,  c’est-à-dire 
1-hirJdp  pdü.). 


ne  contienne  aucun  terme  proportionnel  à />•,  égalant  donc  à zéro  la 
somme  descoefTicients  de  ces  sortes  de  termes  dans  1 et  dans 


3r  I dp  I (dÜ), 


on  aura  l'cquation 


d’où  l'on  tire 


if  d[ë.r'U  ^ 

3 dr  / \ n’  3 drj 
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F':ir  le  moyen  de  ces  subsliuitiuns,  les  expressions  de  p et  de  n du  ii“  8 
deviendront 

O - _ T' iî’  _ T'  ^ - 

~ S rfr  ' 3 dr 

aT' r'],  — ^)  cos(^  p'j-t- [?,  r'],COSa(/i  - /»'  +...j 

-t-aT"^|  eos(/i  — [r.  r”),  cosal/i  — ^ ) + . . . j 


ra  = T'[[[r,  r'],]siai^  — r'],]  sinai^— 

-f-  T'[[[r,  f'],]sin(/i  — [[r.r”].]  sinaf/i  — p')  + ...] 


en  supposant,  pour  abréger. 


rr ,11  r’ / 3 3r,..,,  afrfle,  r 

[[^  ^ )')  = r- i;rî  t'-’ ^ !■  - - jp 

, 3r  ar>  d\  P,  r']. 


[[f,  f').]  = - vrnK.  r ].- 


— r 

3n'>  ' 


ar'  rf[r,  r'], 
3n'  dP  ’ 


et  ainsi  des  autres  expressions  semblables. 

11.  Après  avoir  vu  comment  on  doit  déterminer  les  variations  pério- 
diques de  la  distance  moyenne  et  du  mouvement  moyen . passons  à la 
recherche  de  celles  des  excentricités  et  des  aphélies. 

Celles-ci  sont  contenues  dans  les  formules  du  n"  Al  de  la  Théorie 
citée,  lesquelles  donnent  les  variations  des  quantités  M et  N ou  et  _v; 
car  en  nommant  ).  rexcentricitc,  y la  longitu<le  de  l’aphélie  sur  le  plan 
de  projection  et  ^ sa  latitude,  nous  avons  supposé 

a:  = Xcosi)  siny,  r = ^cosi!  cosy. 

Or  on  a vu  dans  le  n"  42  qu'en  négligeant  les  carrés  des  excentricités 
V.  4^ 


■Mi  THÉORIE  DES  VARIATIONS  PERIODIQUES 

*■1  (les  inclinaisons,  les  Ibrinules  dont  il  s’agil  se  rt-duisent  à celles-ci 

,(/12  ,(111.,  , 

ilW  (=.  — r’  -j-  eosqtlq  -I-  [inmqdq  — l'osqih  i, 

JM  ■ • J I I ■ I , 

j/N  = r’  amqdq  -c  {ircoaqdq  -(-  sinqdr], 

KiiisHdl  donc  dans  ces  l’orinules  les  suhslitulions  dn  n"  V ci-dessus,  cl 
chaiiÿ'canl  M,  N en  x,  _y,  on  aura  des  (-qualions  de  celle  Ibnne 

dx  = (\  sin^  — Y cosp)  dp,  dy  = ( \ cusp  V sin/j  <//>, 

dans  les(|uelles 

V -'/ü  / -</U  -,  . - 

^ ,/7  ^ (ÿp?)  ^ 

d'il 

-e  ï c r'  {X'  siii/j  -f-  .»•'  cosp  ) 

■+  arc"  (x'sin^"-(-_r"c(>sp' ) -t- . . . 

/ du  ,.d’ü\ 

dp^)  * - .)■  Sio/J  I 

d'n  , „ _ 


I — r' -j= r‘ -j.~  {xsinp -¥  y cosp\ 

- j/’U  , . 

-(  r'r  J- J-,  smp  j cosp 

+ r'r  {x  smp  -(-  v cos/>  '-(-.. . 

( ...dû  -,  d'û\,  - . . , 

+ (-3c^.  -ear>^^j(arc»s^-.,  >iM,j, 

d'û  . ... 

3F^  ~ ' 

-,  (/‘12  , „ -,  . . 
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li.  Si  tnainleiutnl  oii  substiliie  dans  res  expressions  de  X et  Y la  va- 
leur de  Ij  en  série  (4  et  5),  qu’eiisuite  on  développe  les  dilférents  pro- 
duits des  sinus  et  rosinus  en  sinus  et  cosinus  simples,  on  aura  des  tenues 
proportionnels  k sin/M>t  eos/i.  lesquels  étant  ensuite  multipliés  par  sin/i 
et  cos^,  donneront,  dans  les  valeurs  de  lir  et  dy,  des  termes  sans  sinus 
ni  cosinus;  ce  sont  ceux  (|ue  nous  avons  déterminés  k part  dans  les  n'”  43 
et  49  de  la  Théorie  citée,  et  auxquels  nous  avons  eu  uni()uemeiit  égard 
dans  les  équations  tliirérentielles  en  x et  y du  n"  50,  parce  que  nous  l'ai- 
sions  alors  ahstraetion  des  inégalités  périodiques.  Les  autres  termes  de  X 
et  Y ne  pourront  donner  dans  dx  et  dy  que  des  termes  affectés  de  sinus 
on  cosinus  d’angles  composés  de  multiples  de ; et  il  t'audra 
maintenant  tenir  compte  aussi  de  ces  termes,  pour  pouvoir  déterminer 
la  partie  périodique  de.s:  valeurs  de  x et  v. 

Désignons,  pour  abréger,  par  f.X)  la  totalité  des  termes  affectés  de 
sinus  et  co-sinns  dans  la  valeur  de 

\ siii  f — V cosp, 

et  par  ( Yj  la  totalité  de.s  termes  pareils  dans  la  valeur  de 
X rosp  -I-  Y sin/»; 

il  faudra  donc  ajouter  respectivement  aux  valeurs  de  des  équa- 
tions différentielles  citées  les  quantités  *|U‘'  ''''s 

quantités  formeront  maintenant  les  s<‘conds  membres  des  deux  premières 
équations  différentielles  dont  il  s’agit. 

Ainsi,  puisque  (4j 


les  équations  complètes  seront 


(/x  /. 

^ - *(o,  a)-»-.. 

• j.T  -•-l"'  '1. 

.=  ^ 
r’ 

^ -t-  ({•><  i)-t-(o.  a)o-.. 

. ^ J — [o,  I ) x'  — [ O,  ■•  ] x"  -t- . , 

- Lli 

* ^ r 

4(i. 


Digitized  by  Google 


.m  THÉORIE  DES  VARIATIONS  PÉRIODIQUES 

l)<*  inéau!,  i>n  iléaoianl  par  X',  Y'  rc  que  devienneai  les  expressions 
ili'  X el  Y lorsqu'un  y ehauge  r,  p,  x,  y eu  r',  p , x' , y',  el  vice  versa, 
et  par  X'),  (Y')  la  lotulité  des  termes  afi'ectés  de  sinus  et  cosinus  «laits 
•«•s  valeurs  de 

V sinp'  — V"  rosp',  X'  coup'  + Y'  sinp', 
on  aura  les  é«|ualions 

- [(1,0) + \ [i,ol_r-t-[i.  ^1. »•'•+••••  = — 

/ f * 

-«-  x'  — (i,o]jr  — [i,»)r"  — 

cl  ainsi  de  suite. 

13.'  Comme  dans  les  preiiiiei's  memijres  de  ces  «‘quations  les  variations 
sont  linéaires,  et  «|ue  les  se«a)nds  membres  peuvent  être  regardés  comme 
des  f«>ncti«)ns  connues  «le  la  variable  t,  l’intégration  est  toujours  possible 
par  les  méthodes  connues.  Dans  la  Théorie  précédente  nous  avons  d«'jà 
«l«)uné  les  intégrales  eomplètes  pour  le  cas  où  les  secon«ls  membres  se- 
raient nuis;  et  ces  mêmes  intégrales,  en  y faisant  varier  les  constantes 
arbitraires,  «lunneront  celles  des  équations  dont  il  s’agit  par  la  méthode 
iu«li«|uée  dans  le  n“  27  de  la  même  Théorie. 

Désignons,  en  général,  par  x,ÿ.  x',  ÿ',...  I«*s  expressions  de 
•r',  y', ...  trouvées  dans  cette  Théorie  (51),  et  soient  x -h  ÿ -h 
x'  -f-  y'  les  valeurs  «le  a-,  y,  x',  y', . . . dans  les  équations  ci- 

dessus,  en  ayant  égani  à leurs  secumls  membri's;  il  «‘st  clair  qu’en  y sub- 
stituant ces  valeurs,  l«*s  termes  eu  x,  ÿ.  x',  y,...  s’eu  iront  d’eux- 
tnémes,  et  que  les  transformées  ne  seront  autre  chose  que  les  mêmes 
éi|uations,  en  y changeant  a-,  y,  x',  y', . . . en  £,  li,  •}', ...  : et  comm«‘ 
les  valeurs  de  x,  ÿ,  x',  ÿ',.,.  contiennent  déjà  toutes  l«‘s  eunstantes  ar- 
bitraires nécessaires  pour  l’intégration  complète,,  il  suHira  que  «‘elles 
(le  I,  <f/,  I',  «f', . . . satisfassent  aux  équations  d’une  manière  «|uelcunque. 

Or  les  quantités  i|ui  forment  les  seconds  membres  des  équations  dont 
il  s’agit  étant  dues  aux  forces  perturbatrices,  un  peut  supposer  que  les 
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valiHirs  (les  variables ’f,  soient  Irès-peliies  du  même  ordre, 

et.  dans  eelte  .supposition,  les  termes  qui  renferment  ees  mêmes  variables 
sous  une  forme  finie  deviendront  très-petits  de  l’ordre  des  carrés  de  ees 
forces,  puisque  les  eoeflioienls  (o,  i),  fo,  i J.  (i , o),  f i , oj,...  sont  eiix- 
inénu's  très-petits  de  l’ordre  des  mêmes  forces.  .Ainsi,  eumiiie  nous  né- 
gligeons dans  les  reelierebes  présentes  les  carrés  des  forces  perlurba- 
Iriees,  et  toutes  les  quantités  du  même  ordre,  les  équations  en  |.  i,  se 
réduiront  simplement  à 

rff  _ (_^)  m 

<//  ~ -I  ’ tli  ~ 

d’oii  l’on  tire,  en  remettant  dp  pour  -71 


Kt  il  eti  sera  de  même  pour  ij/'. 


li.  Si  dans  les  expressions  de  X.  Y du  n“  Il  on  fait  d’abord  abstrae- 
tion  des  exeentrieit(>s,  et  qtie  par  eunsé(|uent  on  y néglige  les  termes 

multipliés  para:,  v,  x',  y',...,  elles  se  réduisent  aux  quantités  2?'^» 
r‘  et  comme  par  la  substitution  de  la  valettr  de  li  eti  s<-rie  il  ne  vietit 
aucun  terme  proportionnel  k sin^  et  eos^,  on  aura  simplement,  dans 


ce  cas. 


I \ ' — \ sin^  — V cus/i,  l \ ) = \ roij)  -t-  Y sinp. 


L’intégration  de  (X)(//jet  (\  )dp  ne  présente  aucune  dilliculté.  puis- 
qu’on a (6) 

dp  — dp'  = n dp,  dp  — dp’  = n'  dp, ...  ; 

maison  peut  la  simplitier  beaucoup  en  remarquant,  eti  général,  i|ue  si 
Msinll  est  un  terme  quelconque  de  ,X.  et  N cosll  le  terme  correspon- 
dant de  Y,  n étant  un  angle  tel  que 


dl\=:pdp. 


:«m  THÉOllIE  DES  VARIATIONS  RÉHIODIQUES 

CCS  Ipi-tnes  donneront  dans  l'intégrale  de  {X)dp  deux  termes  de  la  loriiie 
P cos  n sin/l  — Q sin  II  cosp, 

et  dans  l’integrale  de  les  termes  correspondants 

Pcosn  eos/î  -e  Q siol]  sin/5. 

Kn  ellét,  en  dilTérentiant  et  comparant  les  termes  analogues,  on  par- 
vient aux  équations 


d'où  l'on  lire 


i — jj‘ 

Or  dans  le  cas  présent  ou  a 

, . f/li 

dp 


P-pQ  = -N,  -uP-l-Q=M. 


;=»T'rj  ^[r,  r'],  — sin  />  — p'i -e  a[r,  r'],  sinatyj  — p') -t- 

+ ïT'ê  j ^[r,  f"],  - sin(p-/r)-(-a[|-,  r"],sina(p— p")  -t- 


J 


ar 


frf[r,P] 

(d[r,F].  1 > 

rrfe  .->) 

(d[r,  F],  1 \ 

l^lTr 

[ dt  F') 

, . -,  rf[r,  f ],  , - 

€OH.p—p  )-*--^^-^COS^:p—p  )-t-  ... 

I \ , - d\r,  r*].  , - I 

- ^jcos(/.-p")-i--iyy^  * cosa'/.-/> 


Si  donc  on  fait  successivement 

fi  =.  O,  n',  in' /l',  in',..., 

cl  qu’on  prenne  pour  M et  N les  coelficients  respectifs  des  sinus  et  cosi- 
nus dans  les  séries  précédentes,  on  aura  pour 


et 
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«•Vi»t-â-tlire  pour  Ç «1  <!(,  de.s  expressions  de  celte  forme 

I ■=;  3 iinji  — M' eosp,  -=  3cos/i  + 'F  slnp, 
d:ins  lesquelles 

Z = T'[[[r,  r')  -t-  [[r,  F],  eos(p  — p')  + [[?,  r'], eos*i p — p')  -e. . . | 
-t-T"[  [[r,  r"]  -t-  [[r,  r '],cofi(p  — p’)  [(r,  r"].  eosïf^  — | 

+ 

T'  - T [(r,  r’\]sin(/î  — ^')  + [r,  r'],]  siiiï(j5  — /i')  + . . , J 
-i- T'  I [r.  r'),]sin(p-/»")  -»  [r,  r"].]  sinî(p  — -t-. . . | 


eu  supposant 


-,  rf[r,  f'] 


dr 

rflr,  r'I,  ... r* 

+ anr[r,  r'),  - ^(i  -t-  an  ) 


U-.r"].- 


- Jfr.r'],  

r’  - -t-  ï • 4 " r I r,  r ], 


1 — 4"'’ 


-,d[r,  r'I, 

r' *-9”  '■[r,  r |, 


I — gn" 


ar 


ar[r,  f'),  — -=;y  ( rt'  H-  I 


[r. 


n'  *r[r,  F], 


I — 4n’’ 


(r.r'].l  = 3 


, . d[r,  r'\,  .... 


dr 
I — g'n'* 


et  ainsi  des  autres  fonctions  semblables. 
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On  pourra  aver  la  même  facilité  tenir  rumpte  îles  termes  multipliés 
par  les  variables  x,  y,  æ' , y' , . . . dans  les  expressions  de  X et  Y;  pour 

cela  on  y eliangera  d'abord  ces  variables  en  x,  ÿ,  x,  y' et  l'on  y 

substituera  leurs  valeurs  trouvées  dans  la  Théorie  des  variations  sé'cu- 
laires;  on  n'aura  ainsi  à intégrer  que  des  termes  en  sinus  et  cosinus,  et 
l'on  pourra  même  simplifier  beaucoup  le  calcul  par  des  remarques  sem- 
blables à celles  que  nous  avons  laites  (7 /. 


15.  Il  ne  reste  plus  i|u'à  déterminer  les  inégalités  des  nœuds  et  des 
inclinaisons,  lesquelles  dépendent  des  équations  dill'érentielles  du  n*’  3!) 
de  la  Théorie  citée;  mais  nous  réduirons  auparavant  ces  mêmes  équa- 
tions à une  forme  plus  simple  et  plus  générale  à quelques  égards, 
l-ji  supposant,  comme  nous  l'avons  fait, 

P * ■ 0 „ 

esinw,  « = ^ = 9cos'.>, 

l\  H 


où  5 re|)résente  la  tangente  de  l'inclinaison  et  « la  longitude  du  nœud 
ascendant  comptée  depuis  un  point  lixe,  on  a 


, </P  PrfR  . </Q  grflt 


Or 


'/Q  = T’(^  - (x'z  - xz')dt  4-  r j \X"Z  _ Xï'  ) -//  4-  . . .. 

= T'(^  - + - -L^Yxy-xyndt^...; 


dW 


Q/--PX  ,_Q','_P'x' 

, Z _ - 


donc 


, , /Q  y't  , •'  . P'  ■ 

y j ,y  --xy-^^x  r. 

/P  P'\  Q , Q 

xî-xs=-(^~^-jxx'-4_xy-j^x.r  : 
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r»isiiiil  CCS  substitutions  ilans  les  valeurs  de  ds  et  de  du,  cl  supposant, 
pour  abréger. 


un  uurn 

/ T / 7 


et  il  n’v  aiir:i  plu.s  t\u*sk  niellre  pour  a;,  x\  y\ . . . leurs  valeurs 
rro«</,  rsifu/,  r'cos^',  r'siny',..., 

et  pour 

I I I I 


les  expressions  en  srirics  données  dans  le  numéro  cité,  ensuite  siibsliluer 
partout  les  valeurs  de  r,  g,  r,  g',...  en  p,  p',.... 

En  négligeant  les  quantités  du  second  ordre  (j,  u,  étant  re- 
gardées comme  du  premier,  ainsi  que  x,  y,  il  suffira  de 

changer  r en  r,  g en  p et  R en  v'r:  ainsi,  k rau.se  de 


on  aura  alors  simplement 


et 


il$  zz  f'ï.yiiupdp,  du  zz  r’7.  eo^pdp. 


Z = Tf'  ((h  — »')  sinp'  — (1  — »'  ) cosp'] 


X 


i r,  r'  t — ( r,  r'  ),  oos( p — p'  )—  cos»  (/) 


T" ?"■[(«  — «" J sinp'—  (j  — j")  cosp"] 


X 


p;  — ( ë.  r'  ) — ( r,  r'  ),  cos.p  -p"]- 


-(r,  r"),  CüS»(p—  p" 


les  (juantités  (r,  r'),  (r,  r'),,  (r,  r'),, . . . étant  les  coellieienls  de  la  série 
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qui  rnprésenU'  le  radical  [r*  — arr' eosf^  — -h  r"J  el  ainsi  des 
autres  funrtions  semblables. 

16.  Si  dans  cette  expressiun  de  Z on  développe  les  produits  des  sinus 
et  cosinus,  il  viendra  des  ternies  proportionnels  ii  sin^  et  cos^,  lesquels 
donneront  par  conséquent,  dans  les  valeurs  de  ds  et  du,  des  termes 
exempts  de  sinus  et  co.sinus.  O seront  les  mêmes  que  nous  avons  trou- 
vés dans  l’endroit  cité  de  la  Théorie  des  varialions  séculaires,  et  qui  nous 
ont  donné  les  équations  pour  les  variations  séculaires  de  s et  u;  et  comme 
l'analyse  précédente  est  indépendante  de  la  condition  </R  = o,  que  nous 
aViuns  employée  dans  le  même  endroit,  il  s’ensuit  que  les  équations  dont 
il  s’afjit  auraient  également  lieu  quand  même  le  grand  axe  de  l’orbite 
serait  aussi  sujet  à des  variations  séculaires;  qu’ainsi  notre  Théorie  des 
nwuds  el  des  inclinaisons  des  orbites  planétaires  subsiste  indépendam- 
ment de  l’inaltérabilité  des  distances  moyennes. 

X l’égard  des  autres  termes,  ils  ne  pourront  donner  que  des  sinus  et  co- 
sinus dans  les  valeurs  de  ds  et  du\  nous  les  avons  négligés  dans  les  équa- 
tions du  n“  40  de  la  Théorie  citée,  parce  qu’il  n’élail  question  alors  que 
des  variations  séi'ulaires;  mais,  pour  avoir  maintenant  les  valeurs  com- 
plètes dcc&et  du,  il  faudra  ajouter  ces  termes  aux  ê(|uations  dont  il  s’agit. 

Désignons  par  (S)  la  totalité  des  termes  en  sinus  et  cosinus  de  la  va- 
leur de  r’Zsin/»,  el  par  (U)  la  totalité  des  termes  pareils  dans  la  valeur 

de  r’Zcos^;  il  faudra  donc  ajouter  respectivement  aux  valeurs  de 

^ les  quantités  (S)^t  de  sorte  <]ue  ces  (piantités  formeront  les 

M-conds  membres  des  équations  du  numéro  cité,  lesquelles  deviendront 
de  cette  manière 


% -e(o,i)  («—«') -+-(0,1) 
dt  pi 

^ — (o.  l)  (j  — i')  — (O,  ï)  (i  — i")  — . 


et  ainsi  des  autres  équations  semblables. 
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17.  On  appliquera  à ces  équations  ce  (|uc  nous  avons  dit  (13)  relali- 

vunient  aux  équations  en  x et  y,  et  l'on  en  conclura  (|ue  si  s,  û,  s‘,  ü' 
désignent  les  valcui"s  de  s,  u,  s',  déterminées  dans  la  Théorie  lies 

variations  séadaires,  et  qu’on  suppose 

j = « = « -4- U,  sf  — s's-o’,  «'=«'+ a',. . 

on  aura  avec  assez  d’exactitude 

«■=  u=j'(V)(/p, 

et  ainsi  île  t',  o' 

•\u  reste,  comme  la  ipiantité  Z du  n”  15  ne  contient  que  des  termes 
déjà  multipliés  par  s,  u,  s',  u'....,  il  s’ensuit  qu’en  faisant  abstraction, 
dans  l’ell'et  des  lbrce.s  perturbatrices,  des  inclinaisons  des  orbites,  les 
quantités  dont  il  s’agit  seront  nulles;  par  conséquent  on  aura  aussi  dans 
cette  bypotbèse  (S)  et  (L'j  nuis,  et  de  là 

7 = 0,  Il  =.  O, 

et  de  même 

»'  = O,  _ a'  =:  O 

Lorsqu’on  voudra  pousser  l’exactitude  plus  loin,  ce  qui  cependant  ne 
parait  guère  nécessaire  dans  la  Théorie  du  système  planétaire,  il  n’y 
aura  qu’à  substituer  dans  Z pourr,  u,  s',  u',...  les  valeurs  déjà  connues 
î,  «,  ï,  u et  intégrer  les  dilférents  termes  qui  en  proviendront,  sui- 

vant les  inétbodes  ordinaires.  Sur  quoi  voyez  ce  que  nous  avons  dit  (7 

18.  La  pratique  ordinaire  des  .Vstronoines  dans  le  calcul  des  Planètes 

est  de  cbercher  d'abord  le  lieu  dans  l’orbite,  et  de  le  réduire  ensuite  à 
récliptique.  Ce  lieu  dépend  de  la  longitude  moyenne  et  des  élé- 

ments de  l’orbite,  c’est-à-dire  du  demi-grand  axe  r,  de  l’excentricité  /.  et 
de  la  longitude  de  l’apliélie;  or,  quoicpie  dans  les  orbites  peu  inclinées, 
comme  celles  des  Planètes,  la  longitude  de  l’apbélie  dans  l’orbite  soit 
pres(|ue  la  même  (|ue  sa  longitude  dans  rédipti(|ue,  <|ue  nous  avons  dé- 
signée par  'f,  si  l’on  voulait  néanmoins  la  déterminer  rigoureusement 

4: 
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|>Hi'  DUS  funnules,  il  fuudrail  faire  attention  que,  u étant  la  lonjtituile  ilii 

nœud  dans  le  plan  de  projeetion,  sa  longitude  doit  être  exprimée  par 

J' l'asifiro,  i étant  l’angle  d'inclinaison;  car  il  est  évident  que,  tandis  que 

le  nœud  avance  de  l’angle  dans  le  plan  de  projeetion,  il  n’avanee  dans 
le  plan  de  l'orbite  que  de  l’angle  eosi  rf-e,  (|iii  est  le  eôté  adjacent  à l'angle  i 
dans  le  triangle  rectangle  dont  d'a  est  l'hypoténuse. 

.Ainsi,  noinniant  U la  longitude  ^rosiWu  du  nœud  dans  l'orbite,  <I>  la 

longitude  de  l’aphélie  dans  la  même  orbite,  et  r;  la  latitude  de  cet  aphélie 
comme  dans  le  n“  9 de  la  Théorie  des  variations  séculaires,  et  considé- 
rant le  triangle  sphérique  rectangle  dont  <t>  — 11  est  l'hypoténuse,  ç.  — v, 
ei  les  deux  côtés,  et  i l’angle  oppo.sé  au  côté  r, , un  aura  par  les  for- 
mules connues 


sln(<J>  — 11)  = . ■ ! « cosl<l>  — il  = ros  ® — ',))ros/;; 
sin» 


faisant  les  substitutions  du  numéro  cité,  on  aura 


Xsini;4>  — il  = i cosi'I' — il I = M siiif.i  H- N cO'M. 
$in( 


donc,  puisque 


L = (M  cos'.>  — N siii'.i)  taiig/; 


I I < 

— i = : -f  laoa-, 

sini  uiiK'  ’> 


la  première  écjuation  deviendra 

).  sini'è  — il)  = M cosM  — X siu'.i  -t-  I.  laiig-» 

“X 

laquelle,  étant  combinée  avec  la  seconde,  donnera 

1 = M cos(oi  — Ü)  — \ sinfM  — il  | -e  I.  laiig-  cosil. 


Icos'l'  = M siii(6i  — U)  -I-  X coslf.1  — il  t,  taiiE  - sin  il. 

a 
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Kl)  ujoutanl  eiisiMnlilt*  les  earrés  de  ees  équations,  on  aura 
>■  = M>  + .N>  + L>, 

eoiiiine  cela  doit  ètr<‘  d*uprcs  nos  forimiles  priinilives,  et  en  les  divisant 
l’une  par  l'autre  on  aura  la  valeur  de  lang'P  en  quantités  toutes  connues, 
puisque  les  angles  w et  t sont  donnés  par  le.s  loriuules 

t = langi  sini.1,  « = uni;)  rosbi. 

Si  l’on  voulait  au  contraire  déterminer  les  valeurs  de  N.  .M,  I.  en  X,  <I>, 
SJ.  '*),  i,  ce  qui  pourrait  être  utile  dans  quelques  occasions,  on  trouverait 
par  les  l'ornuiles  précédentes 

N = X[cos(<I>  — ü) cosb»  — sinCt  — ü)  sin« cosi', 

M = X[cos{<P  — U)  sinw  -t-  sin(<l>  — SX) cosu cosi], 

L = Xsin  (<l>  — Si)  sini. 

19.  Koniine  l’objet  linal  des  observations  et  des  calculs  astronomiques 
relativement  aux  Planètes  se  réduit  toujours  à la  détermination  de  leurs 
lieux  rapportés  à réclipti(|ue,  et  que  cette  détermination  ne  dépend  (|iie 
de  trois  éléments,  de  la  distance  accourcie  ou  rayon  vecteur  de  l’orbite 
projetée,  de  la  longitude  vraie  ou  angle  de  ce  rayon  avec  une  ligne  lixe, 
et  de  la  latitude  ou  angle  du  rayon  vecteur  de  l'orbite  vraie  avec  celui 
de  l’orbite  pi’ojetéc,  il  sullira  de  eonnaitrc  les  altérations  que  ces  éli^ 
ments  doivent  subir  par  rcllét  des  variations  périodiques  que  nous  avons 
détermitiées. 

Cet  elTet  consiste  à changer  les  éléments  de  l'orbite 


^•n 


r,  X,  y,  i,  û 

ê -t-  p,  X -e  -f-  i -e  T,  « + a. 


et  la  longitude  moyenne/)  en p + v;  ainsi  il  n’y  aura  )|u’à  faire  ces  cban- 
gements  dans  les  expressions  connues  de  la  longitude  vraie,  du  rayon 
vecteur  et  de  la  latitude,  calculées  pour  une  ellipse  invariable.  Par  con- 
M-quent,  si  q est  la  longitude  vraie,  r le  rayon  vecteur,  / la  tangente  di’ 
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I»  lütitude,  ces  quanütés  étant  exprimées  par  l’angle  p du  iiiuiivemeni 
moyen,  et  par  les  éléments  r,  x,y,  s,  û supposés  constants,  on  aura,  en 
négligeant  les  carrés  des  rorrections  p,  Ç,...  dues  aux  forces  perturba- 
trirps, 

Correction  de  la  longitude 


7*-' 

,!p 


dx  ^ dr  ^ 


•fl 

ds 


•Il 

dZ 


Correction  du  rayon  vecteur 

dr  dr  „ dr  , dr  dr  dr 

7=T  8)  -t-  —r::^  C y T='  ^ ~T^  ^ “4-  “7=  0* 

dp  dx  dr  ^ de  du  dr 


Correction  de  ta  tangente  de  latitude 

dl  dl  „ dl  , dl  dl 

rfî“- 

20.  Les  expressions  de  q,  r,  l en  p,  r,  x,...  peuvent  se  déduire  iiiiim- 
dialeinenl  des  formules  de  la  Théorie  citée  (29  et  suivants).  Car,  en 
n’ayani  égard  qu’aux  quantités  trè.s-peliles  du  premier  et  du  secon<l 
ordre,  ce  qui  suffit  dan.s  la  reclierehe  présente,  on  aura 

q = P -t-  (B)  cos^  — (C)sinp  ( D)  rosa/i  — ( E)  sina/î, 
où 

( B I = p — J -4-  I j/i, 

= ■/-*■  î -e  ;î  yt. 

(|))=i»-3/, 

He  .sorte  qu’en  faisant  les  substitutions  du  n"2.  et  changeant  M.  N,  ^ 
eu  X,  V.  f,  ü.  on  aura 

- , , 5xJ-—sü  _ ïif  — r’) -t- — î’  . 
q = p + ix  cosp  — ■xyttinp  cosfp — ^ j 
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Puur  le  rayon  vecteur  r de  l’orbite  projetée,  on  aura  d’abord  celte 
série  en  q 

-I  _ . - /x>  — f'  ï'-  «’\ 

r I I -t-  xsm^  + rcosj  — ^ — -t-  — ^ — J cosiq 

iü\  . x'-t-ë*  i'-t-ü’  I 

+ ^^xy+  -j  sim, ^ ^ |, 

laquelle  par  la  sub.stitution  de  la  valeur  précédente  de  q en  p donnera 

- f - 1 - - - ( ~T'  ~ 

r=  r 1 -e  X sinp -4- j'cos/» -I- ^ ^ — j cosa/» 

/ iû\  . . x’-f-f’  i’  + üM 

r~v 

Kntin,  pour  la  tan(;ente  de  la  latitude,  on  a l’expression 


il  sin,  — *cüs,; 


de  sorte  qu’en  substituant  aussi  la  valeur  de  q en  p,  on  aura 

/ = « siop  — icosp  -4-  (xâ  — fïlcosî/i  + (xî  — _r«)  sina^  -e  x5  — ÿJ. 

Ainsi  l’on  trouvera  par  des  dilFérentiations  partielles  les  valeurs  des 
(juantités  d’où  dépendent  les  corrections  chercbées. 

21 , Si  dans  ces  corrections  on  négli^'e  d’abord  les  excentricités  et  les 
inclinaisons  des  orbites,  on  aura  simplement  par  les  formules  précé- 
dentes 


dp 

II 

2 COSp 

dq 

’ <iÿ 

= — 2 sifîjP, 

dr 

dr 

dr 

ïïf-'' 

r sin/î, 

' dy 

= rcQSpt 

di 

dl 

di  - 

COS^, 

dü~ 

sinjï. 

et  toutes  les  autres  différences  partielles  seront  nulles. 
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Donc  : 

i"  La  correction  de  la  longitude  deviendra 
ro  -t-  ■xleosp  — »ij/  sin^, 

et,  mettant  ]>our  | et  iji  les  valeurs  trouvées  dans  le  n"  14,  elle  se  réduira 
à b:  — 2 f ; 

2“  La  correction  de  la  latitude  sera  nulle,  puisque  les  quantités  <r  et  a 
deviennent  iiulles  dans  le  cas  dont  il  s'agit  (17); 

1“  La  correction  du  rayon  vecteur  sera 

P ■+■  r(Ç  sin^  -f-  cosp), 

la(|uelle  par  la  substitution  des  valeurs  de  | et  ij*  se  réduit  à p -t-  rH. 

Les  valeurs  de  p,  ®,  'f,  E ont  été  données  dans  les  n”  10,  14;  en  les 
réunissant,  on  aura  ces  formules  très-simples 


Correction  fie  la  longitude 


- ï'  j 

, + ? 4-  ^ \ 1 

n'  n'>  / ?■  J 1 - «'■ 

-T'j 

lin  ar 

1 sina(p  — p') 

1 1 — 4^'* 

-T'I 

r » 1 

LSn'  dr 

[ sin3:/  — p*) 
\ ' — 9'>’’ 

Correction  tiu  rayon  vecteur 


Cfs  formules  représentent  les  inégalités  périodiques  d'une  Planète 
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(|ll(■l(■ulll|U(■  T Irouliléf  |)Hr  uni-  autre  Planète  T,  la  masse  du  Soleil  élani 
prise  pour  runilé;  ehaijue  Planète  perlurhatriee  en  ilunnera  de  pareilles, 
et  leur  siiiiimeexpriniera  l’eirel  total  des  pertnrhations,  en  tant  (|n*on  lait 
alistraetiun  des  exeenlrieités  et  des  iiielinaisons  des  orliites;  ee  qui  siillit 
dans  la  plupart  des  eas.  Le  ealeul  ne  sera  pas  plus  dinirile,  mais  s<-nle- 
meiit  un  peu  plus  long,  lorsqu'on  voudra  tenir  eonipte  aussi  des  ternies 
dns  aux  exeentrieilés  et  aux  iiielinaisons. 

Quanta  l'appliration  de  ces  formules  aux  Plaiii'tes,  elle  n'aura  d'autre 
dillieulté  que  celle  qui  consiste  dans  révaluation  des  fonctions  fr,  rj. 
\r,  r'  et  de  leurs  dilférences;  et  nous  avons  aussi  déjà  donné  tous 

lesse’cours  nécessaires  pour  ce  calcul  dans  la  Théorie  des  rariations  sécu- 
laires, à laquelle  nous  renvoyons. 
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{}it$ut'emir  ,%féMfùrr!i  flr  t*  iratlètMe  r%tyMr  itm  Stteitm  r/  firUrs^irlliro 
tir  RcrUfit  anmV 


L»-s  observations  ont  l'ait  apercevoir  îles  variations  dans  les  révolutions 
de  Jupiter  et  de  Saturne,  mais  on  n'a  pu  eneore  les  expliquer  par  la  Théo- 
rie de  la  gravitation.  M.  de  Laplaee,  avant  ealculé  en  détail  les  tenues 
proportionnels  au  earré  du  temps  c|ue  les  forces  perturhatrices  d'une  Pla- 
nète peuvent  introduire  dans  l'expression  de  sa  longitude,  trouva  que 
ces  termes  se  détruisaient  mutuellement,  du  moins  dans  la  pnouière  ap- 
proximation. t>  résultat  m’a  donné  occasion  de  chercher  rigoureuse- 
ment. et  par  une  méthode  dirc'cte.  la  loi  des  variations  du  grand  axe  de 
l’orhite  d’une  Planète  trouhiée  par  l'action  de  plusieurs  autres;  et  j’ai 
démontré  (jue  ces  variations  ne  pouvaient  être  que  périodiques,  et  rela- 
tives aux  configurations  des  Planètes  entre  elles;  d’où  il  s’ensuit  que  le 
mouvement  moyen  d’une  Planète  ne  peut  être  sujet  à aucune  variation 
séculaire,  en  tant  que  cette  variation  dépendrait  du  grand  axe  de  son  or- 
hile;  mais  comme  les  autres  éléments,  l'excentricité,  l'inclinaison,  les 
lieux  de  l'aphélie  et  du  nœud  sont  au  contraire  sujets  à des  variations 
.séculaires,  celles-ci  ne  pourraient-elles  pas  influer  dans  le  mouvement 
moyen  et  y produire  aussi  des  variations  du  même  genre? 
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Dans  la  Thi'tirif  ()Uf  je  viens  de  donner  sur  les  variations  périodiques, 
j’ai  fait  voir  que  rellél  des  variations  des  éléments  de  l’orliitesur  le  mou- 
vement moyen  n’est  (|ue  périodique  tant  (|u’üii  n’a  é|{iird  ()u’aiix  pre- 
mières ilimensinns  des  exrentrieités  et  des  inelinaisons;  et  j’ai  avaiieé  en 
même  temps,  qu'en  portant  la  préeision  jus(|ti'aux  serondes  dimensions 
de  ees  (|uanlités,  on  trouverait  des  termes  qui  donneraient  des  éi|uatiuns 
séenlaires  dans  le  mouvement  moyen.  Il  ne  s’agit  doue,  pour  dérider  la 
(piestiun  des  variations  séenlaires  des  mouvements  moyens  des  Planètes, 
(|ue  il’exéeuter  l’analyx-  que  nous  avons  indiquée  et  il'en  appliquer  en- 
suite les  résultats  il  eliaipie  Plani-te;  e’est  l’oltjet  <lu  présent  Mémoire,  qui 
doit  être  regardé  eoninie  un  suppléineul  à la  Théorie  générale  des  raria- 
tintis  séculaires. 


SECTION  PR  E M I EK  E. 

innaeLES  GÉsÉHALrs  roen  l.\  vahiatios  sÉciLAine  iii  uuüxümicvt  voies. 

1.  L’analyse  donnée  dans  la  première  Partie  de  la  Théorie  des  ruria- 
lio/is  séculaires  fait  voir  : 

1“  Que  l’expression  du  rayon  vecteur,  par  la  longitude  vraie  ou  angle 
décrit  par  ce  rayon  sur  un  plan  fixe,  est  la  même,  soit  que  les  éléments 
de  l’orliite  soient  constants  ou  variables:  et  qu’il  en  est  de  même  pour 
l’expiession  dilférentielle  de  ce  rayon; 

2“  Que  la  même  chose  a lieu  pour  l’expression  de  la  latitude  par  la 
longitude,  ainsi  que  pour  la  diirérentielle  de  cette  expression; 

'i“  Qu’à  l’égard  de  l’expression  de  la  longitude  moyenne  par  la  longi- 
tude vraie,  il  n’y  a que  sa  diHéri'ntielle  ipii  soit  la  même  pour  les  élé- 
ments constants  ou  variables;  l’expression  Unie  doit  être  diUérente  à 
raison  de  la  variabilité  des  éléments  { 29  et  suivants  . 

2.  L’équation  dillereutielle  entre  la  longitude  inoyeune /M‘t  la  longi- 
tude vraie  q est  de  la  forine 

,ll>  =zf  ,)  ) 
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/f(/)  étant  une  fonction  algélirique  lie  sinus  et  cosinus  de  y.  dans  hi(|uelle 
les  éléiuents  de  l’orbiie  entrent  comme  coellicients.  Soit  Ff</)  l'iiitégrale 
Av./{q)dq,  en  regardant  ces  éléments  coinnie  constants;  on  aura  alors 


d'où  l’on  tire 


P 


V — 


c’est  l’expression  de  la  longitude  vraie  par  la  moyenne  dans  les  orbites 
invariables. 

Loi-squc  l’orbite  est  variable,  F(9)  ne  sera  plus  l'intégrale  exacte  de 
f{q)dq\  car  la  diiïérentielle  de  F(yJ  contient,  outre  la  partie  f{q)dq 
due  à la  variabilité  de  q,  encore  celle  qui  vient  de  la  variabilité  des  élé- 
ments; de  sorte  (|u’en  dénotant  celle-ci  parla  caractéristique  d, et  la  dif- 
léreutielle  totale  par  la  caractéristique  ordinaire  d.  un  aura 


donc 

ou 


et,  intégrant. 


dV\q)r-f\.q  dq  + iV{q)i 
f q)dq-  d/i  — dF{q)  — ÔV  q}, 
dp  -t  SP  q)  — dV  q , 

P <-  f iViq^-  F(</i, 


équation  d'où  l’on  tirera  ensuite 

q.  jà¥{q 


On  voit  par  là  que  la  variabilité  des  éléments  de  l’orbite  ne  fait  qu’ajou- 
ter à la  longitude  moyenne  p la  quantité  | 3Ff</;;  c’est  celle  que  nous 

avons  dénotée  par  i dans  le  Mémoire  précédent;  eu  sorte  (jue  l'on  aura, 
en  général, 

^ F (/  ». 


Digitized  by  Google 


Wi  SUR  I.KS  VARIATIONS  SÉCUl.  AI  R KS 

•T.  Donc  lu  iléUTiniiiulion  du  lieu  d’une  Planète  dans  une  orhile  va- 
riable et  troublée  par  raction  fies  autres  Planètes  tiépendra  fies  mèines 
l'orniules  (|ue  si  les  éléinents  de  l'orbite  étaient  constants,  pourvu  (pi’oii 
y prenne  />  -h  i pour  la  luiif^itude  inuyeiine. 

Or  l’angle  p dépend  du  temps  et  du  demi-grand  axe  de  l’ellipse  tie  la 
même  manière  que  si  ect  axe  était  constant,  |iuis(|u’on  a,  en  nommant  r 
le  flemi-graml  axe. 


et  nous  avons  vu  (pie  la  valeur  de  r ne  saurait  jamais  contenir  des  inéga- 
lités sf‘culaires,  de  sorte  tpie  la  valeur  de  l’angle  p n'en  saurait  contenir 
non  plus;  donc,  si  l’angle  p -i  I,  qui  doit  l'aire  la  fonction  de  longitude 
moyenne,  peut  contenir  des  variations  séculaires,  elles  ne  peuvent  venir 
que  de  la  quantité  1;  ainsi  tout  se  réduit  à examiner  si  eette  (juantité 
peut  contenir  de  pareilles  inégalités. 

On  suivra  pour  cela  une  métbodc  semblable  à celle  par  la(|uelle  nous 
avons  reebercbé  les  inégalités  séculaires  des  éléments  de  l’orbite;  on  dé- 
veloppera la  valeur  de  la  dill'érentielle  dl  en  séries  de  sinus  et  cosinus 
d’angles  multiples  des  longitudes  moyennes,  et  l'on  ne  retiendra,  après 
toutes  les  substitutions  et  réductions,  que  les  termes  qui  se  trouveront 
débarrassés  de  tout  sinus  et  cosinus  de  ces  angles. 

4.  On  commencera  donc  par  cberclier  la  valeur  de  la  fonction  F(y); 
ensuite  on  la  difl'érentiera,  en  y faisant  varier  seulement  les  quantités 
dépendantes  des  éléments  de  l’orbite,  et  l’on  y substituera,  à la  place  des 
dilférentielles  de  ces  quantités,  leurs  valeurs  données  dans  la  première 
Partie  de  la  Théorie  des  i-arialions  séculaires;  on  aura  ainsi  l’expression 
générale  de  rfi;  et  comme  nous  avons  vu  dans  le  Mémoire  précédent  que 
les  termes  qui  peuvent  donner  des  variations  séculaires  dépendent  des 
secondes  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  il  faudra,  dans 
le  développement  de  la  foncliuii  F(y),  pous.ser  la  précision  jusqu’aux 
troisièmes  dimensions  de  ces  quantités  inclusivement;  c’est  ce  qui  rend 
le  calcul  long  et  épineux,  par  l’attention  qu’il  faut  y avoir  pour  n’omettre 
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aiii'Uii  lies  U'rmtïs  qui  pciivcnl  iluum-r  des  i‘qua(iuns  sùciilairfs.  Puur  l<- 
siniplilier  autant  qu’il  est  puHsilili-,  iiuiis  It-ruiis  d’almrd  ab.strat'tiun  df 
rinclinai.suii  de  l'orbite:  nous  verrous  ensuite  romiiienl  les  formules 
trouvées  pour  ce  e.is  s’appli(|iient,  eu  péiiéral,  aux  orbites  dont  la  posi- 
tion est  variable;  et  nous  donnerons  niéine  ii  rette  oeeasion  une  nouvelle 
analyse  puur  la  déteriniiialion  des  variations  séeulaires  des  éléments  de 
l’orbite. 


5.  .Ayant  déjà  donné  dans  le  Mémoire  prérédent  ( I)  l’expression  };é- 
nérale  de  F(yj,  exaete  jus(|u'au  degré  de  préeisiou  qui  est  néressaire 
dans  la  reclierehe  présente,  nous  nous  eontententns  de  remprunter,  en 
y elfavant  seulenuml  les  termes  alfertés  des  quantités  P et  Q.  lesquelles 
deviennent  nulles  dans  riiypotbè.se  de  l'orbite  non  inelinée. 

On  aura  dune 


..  „ V ■ 3(N'-M‘)  . 

r (f  <1  — a M ros</ a N sio^ oosay  H j sina^ 


3MN'-M’  ,\>-3NM>  , , 

—J cosJç -e  siniij. 


et  la  diHérentielle  prise  en  faisant  varier  M et  .N  et  reganlunt  q romnie 
ronstanle  sera  la  valeur  de  dl. 

De  sorte  qu’on  aura 

3 M 

//i  = — a{  cosÿ  r/M  — sio  Y (/N ^ Tsinay  </M  ■+■  eus  y q fi  \ 

-t-  ~ Cosïi/f/M  — sinai^  (/N  ) — a MNfsin  </M  rosit/  f/N 
(AI*  — N'  i ros  i^(/M  — sinSi;  >/N  ;. 

Les  valeurs  de  t/M  et  dS  ont  été  données  dans  le  n"  Al  de  la  Théorie  des 
variations  séculaires  * ,.  Dans  le  ras  présent,  les  termes  qui  euiitieiinenl  z 
doivent  disparaître,  puisque  z est  l’ordonnée  perpendieulaire  au  plan  de 
projertion:  les  valeurs  dont  il  .s’agit  se  réduisent  alors  à la  forme  de  relies 
du  n"  42  de  la  même  Théorie;  de  sorte  qu’en  prenant  a pour  dénoter  le 


t'ffir  à l»  [wiKe  *7^*  de  ce  \olunM*. 
V. 


H!» 
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rayon  vcrlrur  à la  place  (le  la  lettre  r (|ue  nous  conserverons  pour  expri- 
nier  le  ileini-i'rand  axe,  on  aura 


(lil  , / ,lü  . <ia  \ , 

</M  = - cosf/(/p  + sm,/  p’  cosr/j 

IM  ■ I ( \ I 

' ^ ~ dij  dq  ■*  •°  7/p  = 

donc,  laisani  ces  substitutions  et  r(-duisant,  on  aura 


dix  , ,diX  , 

y -r-  r/o  H-  7 P*  - (ht 

tiq  ' </p  ' 

^ M / (iÜ  . , r/12  , '/ü  . , \ 

^ ~ cos^d,  + f ^ SOI  v«/v  J 

3 N , du  , dix  . , , dü  , \ 

~ ' Iq  cos, /dp  4-  ap  sinv,/^  +-  p’  cosv-/,/  ) 

+ siiia,/dp- ap-^^  cos  a ,/,/,/  + p»  siiia^d,/) 

,v,  / ,/U  . , ,/U  , \ 

4-  ( A'  — M')  I cosaç,/p  4-  ap  ^ siii  a,/,i,/  4-  p’  cos  a,/  ,/y  ] , 


expression  (|u’on  peut  mettre  sous  cette  forme 


eu  faisant 

\ — a 4-  siiif  4-  ^ Cüsç  4-  a MN  sina,/  — M’  — N’j  cosay, 
B = 3N  sin,/  — 3M  cosy  — a(  M'  — A’  siiia,/  — 4 '1^  cosa,/. 


f>.  Il  faut  maintenant  substituer  dans  cette  formule  les  valeurs  de  p 
et  q cxpriim-es  par  la  distance  moyenne  ret  par  le  mouvement  moyeu  p\ 
et  comme  nous  tenons  compte  des  secondes  dimensions  de  M et  N,  il 
faudra  aussi  y avoir  (>gard  dans  les  valeurs  dont  il  s’agit,  ür  nous  pou- 
vons em])runter  pour  cet  objet  les  expressions  données  dans  le  n"  20  du 
Mémoire  précédent,  en  y cliang((ant  x et  en  M et  N,  et  y. faisant  s,  it 
nuis,  pnis,|ue  nous  regardons  l'inclinaison  comme  nulle. 


Digitized  by  Coogle 


DES  MOUVEMENTS  MOVENS  DES  EI.VNÉTES. 


;)«7 


Ainsi  à la  plate  de  q il  faudra  siilistitiier 


..  »,  , 5MN  5 M»-  N')  . 

/)  -I-  îM  oosp  — îN  sin/< eos?/> ^ — J siii3/<. 


et  à la  plate  de  o 


M sin/)  N ros/) 


M’-N> 


. M^  N*  i 

cosï/i  — VIN  sin»//  -t-  • — ^ — -l- 


A la  vérité  il  faudrait,  d’après  te  que  nous  avons  dit  au  tomiiieiiee- 
ment  de  oc  Mémoire,  mettre  dans  tes  expressions  -t-  i à la  plate  de  />; 
mais  : i"  on  ptuit  retenir  pour  plus  de  simplitité  la  seule  lettre  p.  eu  se 
souvenant  qu’à  la  rigueur  elle  doit  être  augmentée  <le  2"  tomme  nous 
ne  eherthons  |ias  la  valeur  entière  <le  d1,  mais  seulement  les  termes  de 
telle  valeur  (|ui  doivent  être  indépendants  de  tout  sinus  et  tosimis  de  p, 
il  est  indifférent  pour  le  résultat  du  taltui  de  mettre  -h  i à la  plate 
de  P ou  lion. 

Pour  avoir  les  valeurs  de  dq  et  dr,  on  dill'érenliera  les  expressions  pre- 
eédenles,  en  n’y  faisant  varier  que  p,  puisque  nous  avons  vu  que  les  dif- 
férentielles sont  les  mêmes  que  si  les  éléinents  étaient  tonslauts. 

De  sorte  qu’on  aura  pour  r/y 


^1  — îM  sin/»  — aN  ros/»  a-  5.MN  siiia/»  — 1'“  ''  eosî/»  j dp, 


et  pour  do 


rlM  cos/)  — N sin/»  — ( M'  — N' 1 sin 2/»  — sMN  tos 2/» )<//». 

Faisant  donc  tes  substitutions  dans  les  valeurs  de  A et  R dp  numéro 
précédent,  elles  deviendront,  aux  troisièmes  dimensions  près  de  .M  et  N. 

, 3M  . 3>  . M’-N»  3(M'-t-N') 

A = 2 -I-  sm/>  -f-  --  cos/»  — MN  S102/»  -e  — ^ cos2/»  , 


B = 3N  sin/)  — 3M  ros/»  -o  (M‘  — N’(  sin2/»  -t-  2VIN  ros2/». 


4'.)- 
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Kiisiûu*  «Il  mira  [inurpr/^  l’expression 


r I — M siii/>  — N ros/i -e  ïMN  sinï/f  — M'— N’jeosj/j  — - 


M>+  N'  1 


el  pour  p’r/y  relle-ei 


De  sorte  que  la  (|uantilé  \o*dq  devieiiilra.  en  négligeant  toujours  les 
troisièmes  iliinensions  de  M et  N, 

,/  3M  . 3N  ...  . \P-N-  M‘-e.N’\  , 

r' + — — siil/>  ^ — ~ vosy  — MAsniip-4-  eosî|>-l-  — ’ I “/'• 

la  ipiantité  Ar/p  deviendra 

/■  I aM  oos/j  — ïN  sin/)  — ^ l-'l’  — N'  shi  j/j  — ^ MN  eostp  j dp, 

et  la  quantité  Kpdq  ileviendra 

r 3X  sinp  — SM  cosp  5MN  fimxp  -e  5 M<  _ >’>)  sin»/j  j dp. 

Doue  enlin,  faisant  ecs  suhstitntions  ilans  l'expression  de  dl  du  nii- 
niéro  préeédenl.  on  aura 


,<«/  SM 

dp  * dp 


I SM  . SX  . M>-N>  M'^  N* 

^ - SIU//-+-  — - eos/i—  MX  snii/j+  — - — cosjp  - 


M»^  X‘\ 

» 


_</l> 

dq 


5 S 

N sin/»  — M cos/<  + 7 ( M*  — N’I  sin  xp  -e  - MX  eosip 


7.  Il  ne  reste  plus  qu'à  faire  les  niéinessnbstitnlions  dans  la  fonrtionü, 
i|ui  par  le  n"  5 est  f i2.  Théorie  citée 


^ p'  — xpp  eost q — q ) -e  P ' 


-T 

û ro8  q — 

P'* 

\p‘ 

-e  T" 

f prosf^  — 

[ 

\p' 
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T',  T",...  étaiil  les  masses  des  Planètes  |ierlurl)alriees  exprimées  en  par- 
ties de  celle  du  Soleil,  p',  q',  p",  q“,...  désij'iiant  îles  quantités  analoj;ues 
à p,  q,  pour  les  Planètes  T'.  T" 

Comme  cette  fonction  it  n'entre  dans  l’expression  de  f/ï  que  sous  la 
forme  linéaire,  et  qu'elle  est  composée  d'autant  de  formules  semidahles 
qu’il  y a de  Planètes  perturbatrices,  il  est  clair  que  la  valeur  totale  de  <ll 
pour  plusieurs  Planètes  perturbatrices  sera  toujours  la  soniiue  des  va- 
leurs particulières  et  semblables,  dues  k cbacnne  de  ces  Planètes:  île 
sorte  qu'il  sullira  de  n'avoir  égard  d’abord  i|u'k  l'action  d'une  seule 
Planète. 

De  plus,  si  l'on  représente  par  r,' i -4- z)  et  /< -i- |3  les  valeurs  de  p et 
de  q données  dans  le  numéro  précédent,  les  quantités  a et  ^ seront  de 
l’ordre  de  M et  N.  et  comme  dans  les  substitutions  ilont  il  s’agit  nous 
n'avons  besoin  que  d’avoir  égard  aux  secondes  dimensions  de  M.  N.  il 
est  clair  que  ces  substitutions  tu*  réduiront  k changer  d'abord  dans  ti,  p 
eu  r,  q eti  p.  et  k y faire  croître  ensuite  r de  ra.  p de  en  poussant  la 
série  jusqu’aux  .secondes  dimensions  de  a,  ,S. 

8.  On  fera  donc  simplement 

U 1, 

L ''  yr>  — îrr' cos(/)  — /é) -I- (■'' I 

les  quantités  r.  r étant  les  demi-axes  ou  les  distances  moyennes,  et  /). 
p les  angles  du  mouvement  moyen;  et  l'on  aura,  pour  la  fonction  li  dont 
il  s’agit,  cette  transformée 


i>  -4-  r a - 
tir 


. <lil  , i/ü  . i/U 


a dr 

, f/’U 
drdr' 

d’U 


d’U  , 
^drdp^^ 


a dp’  *'  ' a dp” 
d’iX 


^ dr' dp 


' ,i?dp^^ 


dr  dp' 

d’il 
^ dp  dp 


??'• 
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Pour  avoir  les  transformées  de  et  il  n’y  aura  qu’à  elianger, 

dans  la  |iréeédeiiU!,  la  quantité  il  en 

Suhstituunt  ees  valeurs  dans  la  formule  du  numéro  précédent,  et  né- 
gligeant les  dimensions  de  M,  N,  a,  p,  au-dessus  du  stn-ond  degré. 


i- 

///. 


-T  ' r* 


tir 


i »M  . 3N  . M‘-N>  M-  * N‘v 

^ SOI/)  , rosp— VIN  SIM  »y»  - — ^ ros>/>-f — ^ j 


/ d'il  , « li  , fi'ii  , «-L! 

lüdT'  * dr~dp  d$  dp-  ) ' 


(/il 


d‘LÏ 


d'il 


3M  . 3N  , 
^4--^  smp-  - cospj 


( ' ,/r.  * ,/r,/r'>  * drdp  ' ^ 

, rf’O  , d'ü  , (/■l*  -, 

" ,Wr'  ” ^ ,Wy,  ’ ^ ^dr'd,. 

, d-ü  , d‘n  </'i>  ... V 

dilfi  'dp  “ ,lrdr‘ dp-  * ^ ,/y,'  ) 


rfü  I 5 3 I 

r Nsinp  — M cos  P ■*■  J (M'  — NM  sin5i/>  -H  - M \ cosvp  | 

/ </‘li  , i/’Ü  , (/■Il  , </‘ü  . . ,, 

^ ^ ^ ;/77/y,  * ^ ^ r/r;/p  * * dp'  ^ ^ dj,d^  ^ ^ ~ 

Or  on  a par  le  n"  6 

31'  — N'  \l'  -t-  N’ 

* = M sinp  -e  N cosp  -*-  — cosvp  — MN  si07/>  -i . 

V . 'ifM'-N'  . 

p — 2 M cosp  — N smp) — cosvp — , smap, 

et,  marquant  toutes  les  lettres  d’un  trait,  on  aura  la  valeur  de  «',  |3'. 
De  plus,  si  l’on  développe  la  fraction  iri'ationnelle 

[r’ — 2rr'cosfp  — p' I -t- r’*]  ’ 


en  une  série  de  cosinus  de  multiples  de  p — p , et  qu’on  représente  celte 
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scrie  (-oinme  dans  le  Mémoire  précédent  par 

[r,  r']  + (r,  r'],  cos  p — p')  -t-  [r,  r'],  costip  — pf  i 

la  Ibiirtion  ü deviendra 


T' r']  -I-  ([r,  r'],  — cosip  — p')  -f-  [r,  r'],  eosal /<  — /»')  H • 


Ainsi  il  faudra  encore  faire  ces  sulistitiilionsdans  la  valeur  précédenie 

,/ V 

de  mais  comme  nous  ne  cherchons  que  les  termes  exempts  de  sinus 

et  cosinus,  nous  observerons  que  les  diflérences  de  U,  (|ui  se  trouvent 
dans  la  valeur  dont  il  s'agit,  ne  peuvent  donner  de  ces  sortes  de  termes 
i|u'autant  que  leurs  multiplicateurs  contiendront  des  termes  de  la  forme 
de  ceux  qui  entrent  dans  les  expressions  de  ces  dilférenees. 

Par  cette  considération  un  pourra  donc,  en  substituant  les  valeurs  de  a, 

(3,  /3',  réduire  d’abord  la  valeur  de  ^ à celle-ci 


ill 

,lp 


<fr 


/ M--*-N’\  V., 


/ür*  </'U  . V 1 

■ dF  ^ " dF  ) * '•  ^ ^ ' 

<Tr^  ^ ’ ÿfdé'i  N COS/.')* 


dF^p)  ^ N'cüsp') 

^ cospji  M'eosp'  - N'sin|i'  t 

V TrdP  dJ,  ~ dP~dp)  ' ''  ~ sili/M  (M'sin,,  -i-  N'cos;»-) 


d'il 

dr  dp  dp' 


d'il  V 
dp  dp- 1 


( M ros/<  — N sinp  ( M'eosp'  — N'siii/»'!. 


Donc  enlin,  substituant  la  valeur  ci-dessus  de  O,  développant  les  pro- 


SUK  LES  VAHIvriONS  SÉCUI.AIKES 


iliiils  (Ifs  sinus  el  fosinus,  i-l  ne  relenant  que  les  termes  tout  eonslaiits, 

DM  ilUI'it 


,11 

w> 


/ 3r’  f/’  r.r'l  . rf'[r,r'l\  M'  ■*-  N’ 


dr  dr‘ 


8r' 


drdr' 

_d{ 

dr 

,/• 

dr  dr’ 

1 

dr 


>P-t-  >■ 

t 

r/rrfr'*  rt. 

MM  4- NV 

flfr’f/r' 

MM  -i-.NV 

tlr^ 

î 

'/(('•. '•'1.  - 

mm'4-nn' 

dr' 

4 

1 tr  ,'l  '■  \ 

MM'4-N.\' 

^['••'•1.  -p-,  ) J 

4 

!).  Dans  relie  équaliun  les  termes  qui  ne  eunliennent  poinl  les  l'one- 
tions  [r.  r'J,  fr,  r'J,  se  (létruisent  muluellemenl;  effaçant  dune  ees 
termes,  et  rhangeant  les  lettres  M.  N en  x.  v,  comme  on  en  a usé  dans 
la  Théorie  des  variations  séculaires,  un  aura  une  équation  de  cette  Ibrine 


,11 

,ip 


= (o)  ^ C’I  -+- 


* ' I a-'*  -t- 


) -e  3 K jr.r'  -t-  ), 


dans  laquelle 


t O ) = — T a r 


d\  r,  r'] 

dr 


I r’  f/[r,  r'I  -r*  </'[r, /'t  r*  ,P  r,r’'\ 

\i~7T  r ■*■7-^7^) 
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, , T'  / 1 ' '>  '■’l 

V 2 


r'r’’  rf’fr,  r']\ 

9.  dtUr’'  I ’ 

1 1 r’  (/[r,r']i  rr'  (/[r,  r'], 

4 rfr  4 rf'"’ 


nr’r’  r^»;;  . 

<lr‘  H tiri/r’  ■>  ilr'ilr'  } 


Otie  équaliuM  donnera  la  variation  séviilaire  1 du  mouvement  moyen 
irnne  Planète  T troublée  |»ar  l’aetion  d’une  autre  Planète  queleonqiie  T', 
la  masse  ilu  Soleil  étant  prise  pour  l'unité  des  masses  des  Planètes. 

S’il  y avait  une  seeonde  Planète  perturbatriee  T",  il  n’y  aurait  qu’à 
,/v 

ajouter  à la  valeur  de  une  autre  partie  eomposée  des  mêmes  termes 

que  ceux  qui  répondi-nl  à la  Planète  T',  niais  dans  lesquels  les  lettres 
alTeetées  d’un  areeni  le  seraient  de  deux,  et  ainsi  de  suite  (7^. 


10.  Pour  faire  usa(;e  de  l’équatîon  préeédente,  il  n’y  aura  (|u’b  substi- 
tuer pour  r,  V,  x' . v',...  les  valeurs  déterminées  dans  la  Théorie  des  va- 
riations séculaires,  et  euinnie  dp  — ~ (3),  on  aura,  en  multipliant  par  dt, 

r* 

une  équation  intégrable,  puisque  les  distaiiees  moyennes  r,  r', ...  sont 
des  quantités  eonslanles. 

Or  nous  avons  vu  dans  la  Théorie  eitée  que  les  expiTs.sions  de  x,  v, 
x‘,y',...  sont,  en  général,  de  la  forme 

V sio  a»  -t-  a I -e  B siii  ht  0 sini c/  -l-  y i -s . . , , 

A rosi  at  -♦  a +-  B ros(  A(  ^ -+•  C ros  c/  -t-  y | -i- . . . , 

A'sin  at  -V  9 -V  B siiil  />/  a-  p)  -t-  (;'  sin!  et  -*•  y ) -r  , 

A' ros  al  ♦ a -t-  B'ros  ht  -s-  Cros{f7  -e  y -i- , 


le  nombre  des  termes  étant  toujours  égal  à relui  des  Planètes  qui  agissent 
les  unes  sur  les  autres. 

Doue,  faisant  ees  substitutions  dans  la  valeur  de  -,-■>  il  en  résultera  : 

d,, 


m suit  I.KS  VARIATIONS  SKCULAIRES 

i“  (les  Icniips  sans  sinus  ni  rusinns;  2"  des  liTini's  iiropoiTionncls  anx 

riisinus  (les  angles 

a — h t -4- X — a — c)l-i-x  — y,  ib  — cj  I ^ — y,. . . , 

el  (|ui  ('tant  multipliés  par  (h  seront  tons  inl(-grables. 

Il  s’ensuit  de  là  que  la  valeur  de  ï se  trouvera  eomposée  de  deux  sortcxs 
de  ternies,  les  uns  rigoureusimient  pru|iortiunnels  à p,  el  qui  se  eonfon- 
dront  par  eonséquenl  avec  le  mouvement  moyen  et  uniforme  de  la  Pla- 
nète; les  autres  proportionnels  aux  sinus  des  angles  (a  — t)/  -t-  « — jS, 
1(1  — c]t-4-x  — y,...,  el  dont  les  eoellieients  seront  beaucoup  plus 
grands  i|ue  ceux  des  cosinus  correspondants  dans  réi|uation  difleren- 
lielle,  puisque  rinlégration  les  aura  augmenti-s  dans  la  raison  de  a — It, 
ii  — c,...  h I.  Os  termes  donneront  ilonc  de  véritables  iniuations  si'-cu- 
lairi's  dans  le  mouvement  moyen  de  la  Planète;  el  il  ne  s'agira  que  de 
voir  si  elles  sont  assez,  sensibles  pour  être  aper(;ues  par  les  observations. 

1 1.  Nous  avons  fait  abstraction  jusqu'ici  de  rinclinaison  des  orbites, 
de  sorte  que  la  formule  trouvée  n’a  lieu  i|ue  pour  le  cas  où  la  Planète 
troublée  el  les  Planètes  perturbatrices  seraient  mues  dans  un  même  plan 
fixe.  Il  faut  donc,  pour  ne  rien  laisser  à désirer,  voir  encore  ce  qui  peut 
résulter  de  rinclinaison  mutuelle  des  orbites,  el  surtout  de  la  variation 
de  celle  inclinaison.  On  |>ourrail  pour  cela  employer  la  valeur  cum|)lète 
de  Fty)  donnée  dans  le  Mémoire  précédent,  et  avoir  égard  dans  le  calcul 

P ü 

aux  i|uantités  j-»  el  à leurs  variations  délerminé'es  dans  la  Théorie  des 

variations  séculaires;  mais  il  sera  beaucoup  plus  simple  de  considérer 
imimyiatement  l’orbite  réelle  de  la  Planète,  el  de  chercher  la  variation 
du  mouvement  moyen  d’après  celles  des  éléments  de  celle  orbite.  Pour 
cela  il  faut  commenei'r  par  déterminer  ces  variations:  c’e.sl  à (|uoi  on 
peut  parvenir  directement  et  facilement  par  les  principes  donnés  à la  lin 
de  la  première  Section  de  la  Théorie  citée. 

12.  Soit  ç,  le  rayon  wcleur  de  l’orbite  réelle  de  la  Planète,  (/  la  longi- 
tude vraie  dans  celle  orbite,  ^ la  longitude  de  l’aphélie  pri.se  ati.ssi  sur 


Digitized  by  Google 


DES  MOUVEMENTS  MOYENS  DES  PLANÈTES,  39’i 

l’orliilCiX  rexcpntrieUf'  Pl  x le  (Ipmi-paraniptre;  on  aura,  comme  on  sait, 
pour  l'équalion  de  l'urhile  pUiplii|iie 


la<|uelle,  en  faisane 


(levieni 


X 

P 


= I — >. ros(ç  — ? . 


J.sino  = ni,  ).ro99  = «, 


lai 


X 

- = 1 — m sinq  — a cosq. 


De  plus,  celte  orltile  élani  décrile  par  une  force  cenlrale  , coniinc 

Ir  sont  celles  des  Planeles  en  prenani  la  somme  des  masses  du  Soleil  el 
de  la  Planéle  pour  l'unité,  on  aura,  par  la  propriété  connue  des  aires. 


(II)  p‘  llq  = <//  y X . 

La  valeur  de  do  doit  être  la  même,  soit  que  l'orbite  varie  ou  non; 
ainsi,  en  dilférentiant  réi|uation  (a),  on  aura  il'un  eùté 

(e) 

et  de  l'autre 
('/) 

En  substituant  dans  l'équation  (c)  la  valeur  de  f/y  tirée  de  l'équation  ih), 
elle  devient 

, , f/pv  x 

(e)  = ni  rosy  — « smy. 


= m oosy  — n siii y ) f/y. 


f/x 


= — sinyr/fo  — eosy  f/n. 


1.3.  Pour  que  cette  équation  appartienne  à l'orbite  troublée,  en  v re- 
gardant les  éléments  x,  m,  n comme  variables,  il  faudra  que  sa  dilVéren- 
tielle  satisfasse  aux  é(|uations  diirérentio-dill'crentielles  de  ciUle  orbite. 


:J96  SUK  I.F.S  VARIATIONS  SÉCULVIRES 

ll•s(|u••llc.s  sont,  par  rapport  aux  l'oorilonnôfs  rwlanjçlfs  a-,  y,  z. 


d< 


JT?  P + + ,7 


,Pr  y 
P* 


(P  Z 

7lr 


-♦Z  — O, 


X,  V,  Z «*l;»nl  U^H  forres  [uTturliatrices. 


Ainsi,  roinme 


Pt  par  conspquriil 


P = y a:’  + s' , 


</p 


xàx  + ydy-\-  zdz 


il  ii'y  aura  (ju'à  Kiibstituor  dans  la  diirrreutiidlo  dr  l'i'qualioii  (e ) pour 

d'x  iPy  d‘  Z 

'dp  ' 7fp  ' ItP 

1rs  valeurs 


Mais,  puistpie  la  variabilité  des  éléments  ne  vient  (|ue  des  Ibrees  perlur- 
balriees,  il  s'ensuit  tpie  les  ternies  alTerlés  de  d/.,  dm,  dn  et  de  X,  V.  Z 
doivent  former  une  équation  k part,  celle  composée  des  autres  termes 
devant  subsister  d'elle-mérne,  parce  <|ue  l'équation  dont  il  s'agit  satisfait 
par  l'Iiypolbése  aux  équations  de  l’orbite  invariable. 

Il  n'y  aura  donc  (|u’k  faire  varier  dans  l'é(|uation  (t , les  éléments  x, 
m,  n et  les  dilTérences  dx,  dy,  dz,  et  substituer  simplement  — X,  — Y, 

— Z k la  place  de  ce  qui  donnera  sur-le-champ  celle-ci 


f// 1 a , „ f/pf/x  , , 

t \ X -e  t J-  -(-  Z î S-  — r — - = cos  O dm  — sm  o ««, 

P zdt  \ X 

OU  bien,  en  faisant,  pour  abréger, 

Xx  -(-  V/  -t-  7.  Z =:  ‘l>, 

et  substituant  pour  di\,x  sa  valeur  o'‘dq  de  l'équation  h , 

C0S7  ilm  — siii7  dn  = ~ d<J- 
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Kl  ft'Ue  éqiiiitiun  combinée  avec  l’équation  frf)  donnera  les  valeurs  île 
Hm  el  rfn;  on  aura  ainsi 


I rf"'=  - J si"  9 + (— - ‘l'P  rfv)  «os  9. 
I rfn  = - J cosq  - sin,. 


14.  Il  ne  reste  plus  qu’à  trouver  la  valeur  de  <At;  on  la  tirera  de  l’équa- 
lion  {b],  en  y appliquant  le  même  raisonnement  que  nous  venons  de  l'aire 
sur  l’équation  (e).  Ainsi,  comme 


el  (jue 


rf/’ 


p'rfç’  H-  rfp’  = rfx’  •+•  dy’  4 rfî’. 


puisque  ces  deux  quantités  expriment  également  le  carré  de  l’élénienl 
de  l’espace  parcouru,  que  par  conséquent 

f'dq'  = f‘{dx^  4-  dy'  4-  rfj’)  — (pdp)’, 

il  s’ensuit  qu'on  aura  ta  valeur  de  rfx,  en  faisant  varier  dans 

P*  ( dx’  4-  dy’  4-  dz’)  {xdx  4-  }'dy  4-  î rf*  )' 

rf(>  “ Ht' 

les  différences  dx,  dy,  dz  seulement  et  substituant  ensuite  —X,  Y, 
,,  ibx  d'y  d'z 

Donc,  faisant,  pour  abréger, 

X rfx  4-  V dy  4-  Z rf*  = ( rfü  ), 

on  aura  sur-le-i'bamp 

\g)  rfx  = Jlbprfp  — 2p’(rfU), 


valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  les  deux  équations  {/]  ci-dessus. 


:lfl«  SL'H  I.ES  VARI  .VnONS  SÉCL'I.  A I RES 

(^liorcliuiiK  maiukMiant  les  valeurs  île  <l>  et  de  (r/U).  Kn  ne  siip|>osani 
i|u'iine  seule  Planète  perturhalriee  T',  on  a 


exprimant  la  distanee’rectiligne  d’une  Planète  à l’autre,  et  x\y',  z , p' 
étant  pour  la  Planète  T'  re  que  ar,  v,  z,  a sont  pour  la  Planète  trouldée  T. 
S'il  y avait  plusieurs  Planètes  perlurliatrires  T',  T" rhaeune  donne- 

rait des  formules  semitlahles  dans  les  valeurs  de  X,  Y,  Z. 

On  aura  doue,  en  substituant  res  valeurs. 


4' 


15.  Maintenant,  puisque  est  la  distanee  rectiligne  entre  la  Planète  T 
et  la  Planète  T',  on  aura,  par  les  coordonnées  rectangles. 


(.r  — a:’)’  -t-  — î'  )’  = p*-e  p'‘—  z[xx’  y y'  -i-  zz'). 


D’un  autre  c6té,  si  l’on  nomme  s l’angle  Intercepté  entre  les  deux  rayons 
P el  p',  en  considérant  le  triangle  n-ctiligne  dont  è,  p',  <r'  .sont  les  trois 
côtés  et  0(1  E est  l’angle  opposé  au  côté  7',  un  aura  aussi 

T'’  = p'-t-  p'>—  app'cosc; 


de  sorte  <|u’en  comparant  cette  expression  de  5 ’ à la  précédente,  on  aura 


xÆ'-e  vr'  -I-  îi'  = pp'cose; 


et  comme  cette  équation  est  indépendante  d'aucune  relation  entre  la  po- 
sition des  deux  Planètes,  elle  aura  lieu  aussi  on  supposant  que  la  Pla- 
nète T avance  infiniment  peu  dans  son  orbite,  auquel  casx,  z,  p de- 
viennent 

X t/x,  y -t-  dy,  z + dz,  p -1-  dp. 


et  cosE  deviendra 


cosE  -I-  i cose; 
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iiinst  l'on  Hiii'i)  par  là 

x‘(lx  -*-)  ')/}•  + J'(/î  = p'cose  </p  + po'ô  rost; 

mais  il  làiil  entoro  délmniner  la  valeur  de  cosj  el  tie  5 cosî. 

Poureela,  si  l'on  imagine  que  du  eenire  des  rayons  veeleurs  s,  o'  on 
mène  au  point  d'inlerseclion  des  deux  orbites  un  troisième  rayon,  el 
qu’ensnite  sur  la  surface  d'une  sphère  décrite  du  même  eenire  on  trace 
trois  arcs  de  grand  cercle  <|ui  joignent  les  trois  rayons  dont  il  s'agit,  il 
est  visible  que  l'un  de  ces  ares  sera  «,  que  les  deux  antres  seront  les  dis- 
lanees  des  deux  Planètes  au  nwiid  commun  de  leurs  orbites,  et  dans  le 
triangle  s|ibérique  formé  par  ces  trois  ares,  l'angle  opposé  an  coté  t sera 
l'inclinaison  mutuelle  îles  orbites. 

Par  conséquent,  si  l'on  nomme  n relie  inelinaison  et  'à  la  iongiinde  du 
næud  eominun,  en  sorte  que  17  — tji  el  q'~  soient  les  distances  des  Pla- 
nètes à ce  meud,  on  aura,  par  la  propriété  connue  des  triangles  sphé- 
riques, 

rose  = cusfi/  — i^icosf//' — ■{()  -t-  cosr,  siii  i/  — ; 

or,  tandis  que  la  Planète  T se  meut  inliniment  peu  dans  son  orbite,  il  ii'y 
a que  l'angle  y qui  varie,  les  autres  quantités  i,  r,,  <f  demeurant  con- 
stantes; d'oti  il  suit  que  la  variation  de  eosi,  que  nous  avons  désignée 

ci-dessus  par  Scosf,  devra  être  exprimée  par  d(f. 


16.  Substituons  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  dans  les  expres- 
sions de  <l>  Pt  de  ‘ dil)  du  n"  l i;  on  aura,  en  retenant  le  pose  pour  plus 
do  simplicité. 


/p’ — .op'cosE  orosîi 

M A ' -H 


</t 


( 9<‘ 


I . 1 ,(/vosi  , . f/rosc  , \ 


P" 


si  donc  on  fait 
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<111  Huni,  à faiis<>  de 

t”=  Vp’—  app'cosj  -+-  p'' 

<■1  lit*  ('OSE  fonction  de  q sans  p, 

, </Ll  </l>  , </ü  , 

Donc  l'cqualion  (^)  du  n"  1 i donnera  par  ces  sul)stitutions 

et  enlin,  substituant  celle  valeur  <le  Jx  ainsi  que  celle  de  <I>  dans  les  équa- 
tions (/'j  du  inêine  numéro,  on  aura 

/ ! l \ / 

' ~ Tiq  \ rfÿ  *'"^  “ **  4 "*• 

, du  l ,/ü  du.  . y , 

' " ~ d^  slli?'/?  \^^p  ^ cosq  -e  p’^  siiiflj  dq. 

expressions  qu’on  voit  être  de  la  même  forme  <|ue  celles  de  rfM  et  dS  du 
n"  5. 

Ét  à l'égard  de  la  fonction  12,  on  voit  i|u’elle  est  aussi  de  la  même 
forme  (jue  celle  du  n"  7,  si  ce  n’est  qu’à  la  place  de  l’anjçle  ÿ — 9'  il  y a 
l'angle  i;  mais  ces  deux  angles  sont  d’ailleurs  analogues  entre  eux,  puis- 
qu'ils expriment  également  dans  les  deux  hypothèses  la  distance  d'une 
Planète  à l'antre. 

17.  Prenant  r pour  représenter  le  demi-grand  axe.  comme  dans  les 
calculs  ci-dessus,  on  a.  par  les  propriétés  de  l'ellipse,  le  deini-parainètrc 

X = r^i  — /.*)  = n I — — /i’  . 

Ainsi  ri‘(|ualw)n  (fl)  «lu  ii“  12  donnera 

r I — m*  — «*) 


I — m sm^  — n ro!»^ 
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el.  rett(!  valtnir  suhstiiuêf  dan.s  r('‘(|uali(in  (b)  tlii  tiipine  luimcru,  un  aura 

lit  {I  ~ m‘ — n')‘ i/q 

— y — nisiny  — «cosç)’’ 

fl-  .sont  les  formul<!s  comme.s  entre  le  rayon  vecteur  p,  la  luuj'ituile 
vraie  q dans  l'nrliile  et  la  longitude  nioyenne  p. 

I.a  dernière  équation  étant  intégrée  en  regardant  m et  n comme  con- 
stantes donnera  la  valeur  de  la  fonction  Ff^)  (2j,  et  cette  valeur  expri- 
mée en  série  sera  de  la  même  forme  que  celle  ilu  n"  5,  m et  n étant  iei  à 
la  place  de  ,M  et  N;  de  là  l’expression  de  'ÎF(y)  on  de  sera  encore  de 
la  même  forme  (|ue  dans  ce  numéro,  et  cela  aura  lieu  aussi  après  la  siilr- 
stitulion  des  valeurs  de  dm  et  du,  ()ue  nous  avons  vu  être  seitiDlahles  à 
celles  de  rfM  et  </N. 

Üe  plus  les  valeurs  de  p et  q en  p,  tirées  des  équations  préeédentes. 
seront  aussi  de  la  même  forme  que  celles  qu'on  a employées  dans  le  n"  6, 
ce  qui  est  d’ailleurs  évident  par  la  comparaison  de  ces  éijuations  et  de 

,/v 

celles  d’où  ces  valeurs  ont  été  déduites.  Donc  la  valeur  de  -r-  sera  en- 

dp 

core  de  la  môme  forme  que  celle  qui  se  trouve  à la  lin  du  même  numéro, 
m et  n étant  toujours  à la  place  de  .M  et  .N;  mais  la  substitution  de  la  va- 
leur de  U y produira  une  dilférence,  à cau.se  que  l’angle  i tient  la  place 
de  q — q';  et  c'est  uniquement  de  là  (|ue  peut  venir  la  dilférence  des  ré- 
.snllats  dans  les  deux  cas. 

18.  Pour  déterminer  celle  dilférence,  nous  remarquerons  d'abord 
qu’en  menant,  dans  l’expression  de  cose  du  n"  15,  i — asin’^  au  lien 
de  cos>î,  elle  devient 

cos(7  — j')  — asin’^  sin((/ — i|/  sin  q' — ; 

de  sorte  que  tout  si*  réduit  à augmenter,  dans  l’expression  de  li  du  n"  7, 
cus'q  — q')  de  la  quantité 

— a sin’-  sin(^  — '|>)sin(ç'—  i|>J. 

V.  ’ . 5i 
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UH 

ür,  rumine  -n  représenle  l’iiirlinaisun  réripruque  des  url>ites  que  nous 
supposons  du  inêine  ordre  que  rexrentrieité  ).  et  par  conséquent  que  les 
ijuautilés  m et  n,  il  est  clair  que  la  (|uantité  dont  il  s'agit  est  déjà  très- 
petite  du  s<*cond  ordre,  el  qu’ainsi  raccroisseinent  de  12  sera  au  <|ua- 
Irième  ordre  près 

ïVsin’^  sinjy  — (}<)siii  ÿ'— 4'  . 

en  laisanl 

— T'fô -■ 

I [pi — app'rostv  — ç') -I- p"]‘ 


dl 


Doue,  puisque  dans  l'expression  de  nous  avons  néglige  les  troi- 
sièmes dimensions  de  M et  N,  il  s'ensuit  qu'en  négligeant  pareillement 
les  troisièmes  dimensions  de  m,  h,  il  n'y  aura  (]ue  le  premier  terme 


mr‘  de  cette  expression  dans  lequel  on  doive  avoir  égard  à l'aeeroisse- 
“ ...  rfS 

ment  de  il,  et  qu'ainsi  la  valeur  de  se  trouvera  par  là  simplement 
augmentée  de  la  quantité 

d\  yj 

4e’ sinCv  — ■■{')  sio(y' — 'è). 


Par  la  même  raison,  puisque  rette  quantité  est  du  second  ordre,  on 
pourra  d'aliord  y substituer  r,  r',  p,  p à la  place  de  p,  p',  q,  q , ce  qui  la 
réduira  à 

4e’^^  sin’î  sinf/i  — 4i)siii  p’  — 'Sf  ), 


\ étaiil 


-I. 

[r'  — ïrr'cos/i—  /»' ) -e  e’’ | ’ J 


Développons  en  série  le  radical  irrationnel 

_ i 

[r’ — aee’ros(p  — p' )-*->'’] 

et  supposons,  comme  dans  la  Théorie  des  tHtriiUions  seeuhiires,  cette  série 
représentée  par 

r,  e')-i-  r,  r'),  rosi  p — p')  + {r,  r'  l.cosïf/i  — 
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aura  pour  la  valiHir  île 


Suhatiluant  ceUi-  vuloiir  dans  la  i|uaiilité  don!  il  s'agit,  déviduppani 
les  produits  des  sinus  et  cosinus,  et  ne  retenant  que  les  termes  sans  sinus 
ni  cosinus,  on  aura  enün 

■r.  ,dfrr'(r,  r').l  . ,r, 

F r'  -! î— siii’- 

f/r  :» 

,yv 

pour  la  quantité  à ajouter  à la  valeur  de 

Ainsi  il  n'y  aura  qu'a  ajouter  ce  nouveau  terme  an  second  memhre  de 
la  dernière  équation  du  n”  8,  en  y cliaitgeani  en  même  temps  les  quan- 
tités M et  N en  «i  et  n. 

l'J.  Nous  remarquerons  maintenant  (|ue  les  i|nantités  m,  n sont  au 
troisième  ordre  près  égales  à M,  N;  car  ces  (|uantilés,  étant  exprimées 
par  X siiif,  /.cos'p,  où  9 est  la  longitude  de  l’aphélie  dans  l'orbite  (12;, 
ont  par  consé(|uent  la  même  valeur  que  les  quantités  Xsin4>,  X cos<l>  du 
n"  18  du  Mémoire  précédent:  et  il  est  aisé  de  voir  que  celles-ci  se  ré- 
duistmt  à M.  \ en  négligeant  les  quantités  du  troisii-nie  ordre,  piiis(|ue 


11  = j'cositiM  =;(.!—  ^ 1 1' </>,>. 


.Ainsi,  comme  dans  la  Théorie  des  rarialions  séculaires  nous  avons  nommé 
X,  y les  quantités  .M,  N,  on  pourra  également,  dans  l'équation  précé- 
dente, changer  m,  n en  x.y. 

De  plus,  on  a aussi  au  troisième  ordre  près 


. n T) 
sin  - = - 
■>.  * 


lais  nous  avons  démontré,  dans  le  n"  1 8 de  la  s<-conde  Partie  de  la  Théo- 
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rie  rilée,  «|ue,  pour  des  urliiles  peu  inclinées,  on  » su  troisième  ordrt»  près 

S Sinii  r — S COsU  = 

â étant  la  même  chose  ()ue  tangt;.  Donc  à la  place  de  sin’^  un  pourra 
substituer  la  quantité 

1 — j'  )’  -t- 1 « — «'  >’  . 

- f - - ■ _ 


D'où  roii  doit  conclure  que  la  considération  de  rinclinaison  des  or- 
liites  ne  fera  qu'augmenter  l’expression  de  du  n“  9 du  terme 

en  supposant 

T,  r'  (/[  rr'(  r,  r' )|1  I r‘r'  r,  i'  , r'r'  </  r,  r'  , I 

'^'=1  =M'— -/— |- 


Kl  s’il  y a plusieurs  Planètes  perturbatrices,  chacune  d’elles  fournira 

'Il 


un  pareil  terme  dans  la  valeur  de 


•If 


Les  valeurs  des  quantités  s,  s' it,  ii',...  ont  aussi  été  données  <lans 

la  Théorie  des  variations  séculaires  pour  toutes  les  Planètes,  et  comme 
elles  sont  d’une  forme  semblable  à celle  de  x,  x' y,  y',...,  il  en  ré- 

sultera des  termes  analogues  dans  l’expression  de  la  variation  séculaire  ^ 
du  mouvement  moyen. 


20.  Pour  appliquer  aux  Planètes  les  formules  que  nous  venons  (h' 
trouver,  il  faudra  commencer  par  déterminer  les  valeurs  des  coellicients 
(o),  (i),...:  et  l’on  peut  employer  i>our  cela  les  méthodes  et  les  données 
de  la  Théorie  citée;  mais,  comme  ces  coefTicients  contiennent  les  iliflé- 
reuces  des  fonctions  [r,  r'],  [r,  r’J,  relativement  aux  deux  quantités 
r,  r’,  il  sera  à propos  de  réduire  d’abord  toutes  les  dilîérences  à la  seule 
quantité  r,  comme  nous  en. avons  usé  dans  la  même  Théorio, 

Or,  par  la  propriété  des  fonctions  homogènes,  telles  que  sont  néces- 
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-saircinent  les  quanlités  [r,  r'],  fr,  r'J,,  ou  a 


Yo;> 


r,  r'] 


,lr‘ 


^ +(r.  r'I 


«lime 


i/r  dr' 


il\r,r‘\  [e,r']  r (/[r,r'] 

■ ~tï7'  ~ ~~  r'  r'  “ 17r  ’ 


et,  ilifTérenliant  surcessivement  par  r,  r'. 


rf‘[r,  r'j 2 </(r,  r']  /•  (/'[r,  r'J 

ilrilr'  r'  i/r  r'  dr’ 

»/•[»•,  r']_  3 rf’[r,r^  r (/*[r,  r'] 

dr'dr'  r'  Jr'  r'  rfr’ 

</*[r,  r']  2 rf[r,r']  r </'[r,r']  2 </'[r,  (■']  r (/* [ r,  r' ] 

drdr’’  r"  t/r  r’’  dr'  r'  drdr'  r'  dr'dr'  ' 


«U  bien,  en  .substituant  dans  eette  dernière  lorunilc  le.s  valeurs  données 
par  les  deux  préeédenles, 

>/‘[r,  r'] <>  </[r,  r']  6r</'(r,  r']  r'  «/"[r,  r'] 

drdr''  r’’  Hr  r’’  àr'  r'*  dr'  . 


On  aura  de  pareille.s  expressions  pour  les  din’érenees  de  [r,  r'j,;  et, 
Élisant  ees  substitutions  dans  les  valeurs  des  eoeHieieiits  f a ) et  Ci)  don- 
nées dans  le  n"  9,  on  aura 


,i/!r,  r' 

r' , — - -f.  ■y.r' 

dr 


d'  j-,  r'] 


d'\r.  r'I 
2 dr' 


(3)  = -r 


r'  </[r,  r'j, 

l-dT- 


l'ir’  (/'  r.  r'j, 


il.  Les  quantités  [r,  r'j,  [r,  r'j,  sont  évidemment  les  mêmes  i|ue  nous 
avions  d'abord  dé.siji;nées  par  .V,  B'  dans  le  n“  43  de  la  première  Partie 
de  la  Théorie  des  variations  séculaires,  et  dont  nous  avons  ensuite,  dans 
le  n”  45,  donné  les 'valeurs  exprimées  par  les  quantités  (r,  r'),  (r,  r'),, 
ainsi  que  relies  de  leurs  diftérenees  premières  et  seeondes.  On  aura  doue 


i(Mi  . SUIl  LES  VAKIATIONS  SÉCULAIRES 

|iar  les  l'ormiiles  de  ce  dernier  luiniéro 


[r,  r')  = ^ r')  — rr'(r,  r')„ 

[(-.r'],  =4rr'(r,r')  — (r’+  r'’)(r,r')„ 

rf[r,  r'I  , ,,  I ,, 

or  a 

= — a r’(  r,  r'  ) -e  — ( r,  r'  )„ 


les  ((iiiiiililés  fr,  r'),  (r.r'J,  étant  les  inèines  t|ue  nous  avons  déjà  ein 
ployées  ei-dessus. 

Diirérentiant  les  deux  dernières  équations  par  r.  on  aura 


rf‘[rj_r'] 


</  r,  r’'l 


r' 

ar’ 


(r,  r'). - 


r^  tljr.r'), 
ar  </r 


«r*  r*  r dr  r*  r*  rfr 


Or.  si  dans  Jes  formules  générales  du  même  numéro  cité  on  fait  s — 

les  (piaïUités  A,  B <leviennent  (r,  r'),  (r,  r'),;  ainsi  l'on  aura  par  ces  for- 
mules 

f/(r,  r')  Sr  r,  r') -h  r'(r,  r'}i 
dr  a^r’ — r'*) 

d(r.r‘)._  6r-(r.r’)-e(ar-.^)(r.r-). 

dr  r*  — r'*  ’ 


«le  sorte  (|ue  par  ces  substitutions  les  formules  précédente»  deviendront 


dr' 


I t,  '8r"\,  „ /5r”  /ir'‘\ 

r'j.  _ r ^ ^ - -Tr)  '•'i- 

dr'  ' r'  — r’’ 
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22.  Ou  pourra  «loin;  exprimer  tous  les  coelficieiUs  (oj,  (i;,  fa).  , 
(.'tj  par  les  seules  quantités  (r,  r'),  'r,  r’),;  et  l’on  aura  ainsi 

lo)  = r [ar*(r,  r')  — r’ r't  r,  r' ),], 

, iarVqr,r'>-+-(3r*r'— r’r'*);r,r')i 

C»='^  ’ 

, r,  r') -4- r*r'*t,  r,  r' ), 

<-)-'  4ie--0 

, _ i5r’r'*)(r,  r*  ) — ( r‘  -t-  6r*r'>  — 5rr'*)  (e.-r’  , 

3,_t  4j7n-;ë.,  ’ 

J I.  -r,  r,  r’)  r'r’i  r,  r'). 

= 4(r>-r'>) 


Nous  avons  déjà  donné,  tlaiis  la  Théorie  des  variations  séculaires  fn"  V8, 
première  Partie),  la  manière  de  ealeuler  les  valeurs  des  quantités  r,  r'j. 
{e,  r'),;  et  nous  v avons  trouvé  des  expressions  de  eette  forme 


|r,r').= 


tiN 

/.»(,  _ jiji  ’ 


dans  lesquelles  j = ^,  r'  étant  supposée  la  plus  petite  des  deux  f|uaii- 
tités  r,  r',  et  M,  ,N  représentent  les  séries 

I 4- at’î'-*-. . aï  — apz‘ — . . 

eoimiii-  dans  le  n*’  3 de  la  seeonde  Partie  de  la  même  Théorie. 

Nous  avons  de  plus  donné  dans  le  même  endroit  les  valeurs  numéri- 
ques  de  z,  .M,  N pour  toutes  les  distanees  inovennes  r,  r',...  des  Planètes 
prineipales  eoinhinées  deux  à deux;  ainsi  l’un  pourra  partir  iininédiate- 
meiit  de  ees  valeurs  dans  le  ealeul  des  roeilieieiits  de  la  formule  trouvée 
pour  l'altération  du  mouvement  moyen  des  Planètes;  nous  allons  main- 
tenant appliquer  celte  formule  à Saturne  et  à Jupiter,  et  voir  les  eon.sé- 
quenees  qui  eu  résultent  relativement  à leurs  mouveinenLs  moyens. 


SUR  UES  VARIATIONS  SÉCI'I.AIRES 


IDH 


SKCTION  SECONPi;. 

%AIIIATIO>  SKCIILAIRE  Dt'  HOIVEHIENT  MOTEN  UK  MATtRRE  UROUriTE 
PAH  L'ACTIOM  de  JUPITER. 


Nous  suppo.sei'ons  u'i,  rumine  nous  l'avons  lail  ilans  la  Théorie 
générale  des  varialions  séculaires,  que  les  lettres  sans  trait  si-  ra|>poiTenl 
il  Saliirne,  qu’avec  un  trait  elles  se  rapportent  à Jupiter,  et  ainsi  de  suite: 
de  celte  manifen’  T sera  la  niasse  de  Saliiriie,  T celle  de  Jupiter,  ces 
masses  étant  exprimées  en  parties  de  celle  du  Soleil;  il  en  sera  de  même 
des  distances  moyennes  r,  r'  et  des  inoiivcmeiits  moyens  p,  p' . 

.\insi  l'altération  1 du  mouvement  moyen  de  Saturne  dm-  à raclion  de 
Jupiter  sera  déterminée  par  l’équation  diHérentiplle 


^y”=(n  -Hi)(x‘-l-.r';-i-(:»)ix'’+y'')-i-t3K'*'.T^-i-.n-'  + 4t[*— ‘-et"— «'j’]. 

dont  les  coellieients  seront  exprimés  par  les  quantités  ï = ^ , M,  N,  de 
la  manière  suivante 


, 7 M — (>3> 

i 

1 * 

-K  3 

3s  - J*  >’ 

3î>M  -1-  tj'N 

1 5* 

M — ti  1 -t-  llî’ 

4 

.J.,  3:‘M  ^ 

3jN 

Os  formules,  en  y clianpeant  les  traits  des  lettres  T,  r,...,  serviront 
aussi  pour  toute  autre  Planète  en  tant  qu’elle  sera  troulilée  par  une  Pla- 
nète inférieure,  la  quantité  : devant  toujours  être  une  fraction  moindre 
que  l’unité  pour  l’exactitude  des  expn-ssions  de  M et  N. 
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2i.  L'aPlion  de  Jupiter  sur  Saturne  étant,  à raison  des  masses  et  des 
distances,  infiniment  plus  considérable  que  celle  des  autres  Planètes,  il 
suHira  de  tenir  compte  de  cette  action,  comme  nous  l'avons  fait  dans  la 
Théorie  des  variations  séculaires;  ainsi  la  formule  précédente  donnera 
l’altération  totale  du  mouvement  moyen  de  Saturne,  en  y substituant 
pour  ;r,y,  x',y',  s,  u,  s',  u'  les  valeurs  dues  à la  même  action  et  qui  ont 
été  calculées  dans  les  n""  .")0  et  .53  de  la  deuxième  Partie  de  cette  Théorie. 
Par  ces  substitutions  on  aura  donc  un  premier  lieu 

X'  -+•  y’  = A’  + B‘  -t-  a AB  cos[(o  — i«)  / + a — 3], 
x’' -s- y"  — A’’ 4-  B'* -t- 2 A' B'cos[(«  — h)fs-a  — 
xx'  -e  = AA'  4-  BB'  4-  ( AB'  -t-  A'B)  cos[(«  — b)  t -h-  x — 

En  second  lieu  un  aura 

■ J — »')*  + (K  — «')•=:  [(B)  — ( B')]', 

en  désignant  par  (B),  (B'j  les  coellicienLs  B.  B'  des  expressions  de  j,  u, 
s',  u pour  les  distinguer  de  ceux  de  x,  y,  x',  y'  que  nous  avons  repré- 
sentés par  les  mêmes  lettres. 

* . >M 

Donc  enfin,  substituant  ces  valeurs  et  faisant,  pour  abréger, 

[0] -:(o.i4-(i)(A>-^B-)4-(s)(A'*-r-B'>)4.(3)(AA'4-BB')4-(4)[(B)-(B-)l'. 

[1] ^-2(r)  All  4-  2(2)A'B’4-(3HAB’  4-  A'B), 

on  aura 

= l»l  + ['] + a - P]. 

Or  f)  représente  l’angle  du  mouvement  moyen  de  Saturne,  et  nous 
avons  exprimé  le  temps  t en  années  Juliennes;  si  donc  on  nomme  n le 

nombre  d’années  Juliennes  de  la  révolution  de  Saturne,  on  aura 

at  n 

par  consé(|uent  la  formule  précédente  étant  multipliée  par  dp  et  intégrée 
donnera 

- = [“Ip  - ['1  4]  - é t -e  a - Alt 

\ . 
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c’esl  l'i-xpressioii  de  l'iiltéraliuii  du  inouveinciil  moyen  et  qui  doit  êtiv 
ajoutée  ii  ce  mouvement. 

25.  Le  lenne  [oj/»  ne  l'ait  qu'augmenter  le  mouvement  moyen  pri- 
miiirdan.s  1.-)  raison  de  i à i -i-  fo]  ; de  sorte  que  le  mouvement  moyen, 
tel  que  les  observations  doivent  le  donner,  sera  (i  [o])^,  et  répondra 

par  conséquent  à une  distan<’c  moyenne  égale  à , ; ainsi,  par 

(«  + [•»])• 

cette  distance  qui  est  celle  qui  résulte  de  la  comparaison  des  temps  pé- 
riodiques, on  pourra  déterminer  la  distance  primitive  r.  (|ui  entre  comme 
élément  dans  le  calcul  des  |n>rturbations;  mais  la  quantité  [oj  étant  une 
fraction  inlinirnent  |K‘tite,  pui.squ'elle  est  de  l’ordre  des  masses  des  Pla- 
nètes rapportées  à celle  du  Soleil,  il  ne  résultera  de  là  qu'une  correction 
insensible,  et  de  nulle  considération  dans  les  distances  moyennes.  On 
peut  donc  n'avoir  aucun  égard  à l'elTet  du  terme  dont  il  s’agit. 

26.  Il  n’en  est  pas  de  même  de  l’autre  terme  i|iii  contient  le  sinus  de 
l’angle  « — />}/-(- a — jî;  ce  terme  donnera  une  véritable  équation  sé- 
culaire périodique,  dont  la  période  sera  extrêmement  longue.  En  effet, 
en  substituant  pour  «.  A,  a,  les  valeurs  données  dans  le  n"  50  de  la 
deuxième  Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires,  on  trouve  pour 
l'angle  dont  il  s’agit 

i8o“-«3«4î'-e  i8",  Jo54/; 


de  sorte  (|ue  la  période  de  l’équation  séculaire  st;ra  déterminée  par  l’é- 
(luation 

i8",4o54  t — 3<îo", 


la(|uelle  donne 

<■=70414 

pour  le  nombre  d’années  de  cette  période.  .Mais  il  faut  voir  si  la  valeur 
lie  cette  équation  est  assez  forte  pour  pouvoir  être  aperçue  par  les  obser- 
vations. 

Pour  cela  il  faut  commencer  par  calculer  les  valeurs  des  coefficients 
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( !■),  (aj,  (3):  OP,  par  le  n"  4 de  la  deuxième  Partie  de  la  Théorie  des  va- 
riations séculaires,  on  a 

i = ^ = 0,54517»,  M = 1,075800,  N = o,26»o4i. 


et,  sulislituant  res  valeui's  dans  les  rormules  du  n“  23,  il  vieiil 
(1)  = 2,ai597 T',  (a)  i,5ti5aoT',  ( 3)  = — 3,a6743T'. 

De  plus  on  a par  le  n"  50  du  même  Ouvrage 

A 0,04877,  n o,o353», 

K'— — 0,01715,  B'=:  0,04321. 

Toutes  ces  valeurs  élanl  substituées  dans  l'expression  de  f 1 j,  on  aura 


[1]  = 0, 000408  T', 

et  il  ne  s'agira  plus  que  de  multiplier  eette  quantité  par 
a — b ■=  i8”,4o54  par  le  même  numéro,  et  de  substituer  en  même  temps 

pour  T',  masse  de  Jupiter,  sa  valeur  suivant  le  n"  15  de  l'Ou- 

vrage cité. 

Le  ealeul  fait,  on  trouve 


de  sorte  qu'en  divisant  encore  par  n = 3o  à peu  près,  on  n'aurn  qu'un 
millième  de  seconde  pour  la  plus  grande  valeur  de  l'équation  séculaire; 
quantité  absolument  imperceptible  et  inappréciable. 

D'où  l'on  doit  conclure  que  le  mouvement  moven  de  Saturne  est  inal- 
térable par  l'action  de  Jupiter;  et  qu'ainsi,  si  ce  mouvement  est  sujet  à 
des  variations,  on  en  doit  chercher  la  cause  ailleurs  que  dans  la  gravita- 
tion mutuelle  des  Planètes. 


S2 
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SECTION  TROISIÈME. 

VAKI.kTIOM  SRCl'LAIRF.  DU  MOI'VRIIEXT  RUTE.'*  DE  JlIDITEE  PRODUITE  PAR  I'aCTIO.'I 

DE  SATUR.XE. 


i7.  Calculons  de  la  meme  manière  l'altéralion  du  mouveineni  de  Jii- 
|iiter  due  à Saturne.  Suivant  les  déiioiiiinaliuns  établies  dans  la  Section 
précédente,  il  faudra  afTecter  d'un  trait  les  lettres  de  l’équation  différen- 
tielle qui  n’en  ont  aucun,  et  réciproquement  ell'acer  le  trait  aux  autres: 
lie  .sorte  que  pour  l’altération  1'  du  mouvement  moyen  de  Jupiter,  on 
aura  cette  équation 

<tp'  = + o)  (X**  -<-/'•)  (a)  I X’  + x’!  -t- 13)  (XX'  -cyj-’)  -e  (4^  [(e  - i*  -+-  («  - «')•], 


dont  les  coelTicients  (o),  (i),...  seront  exprimés  de  la  meme  manière 
que  dans  le  n"  22,  mais  en^’  cliangeant  T en  T,  ren  r'  et  r'  en  r.  Or,  en 

faisant  toujoui’s  s = ^ et  observant  que  les  valeurs  des  quantités  (r,  r'), 

<r,  r ),  ne  clian^ent  point  en  y cbangeant  ren  r’,  puisque  l'expression 
dont  le  développement  engendre  ces  quantités  demeure  la  même  par 
les  cbangeinent-s  dont  il  s’agit,  on  trouvera  les  expressions  .suivantes 
en  î,  M.  N 

aE*M-t>2-N 

, , _ -6î>M  + 3(e>-32MN 

= ^ 4i.^V  ’ 

...  3ï*M  ■+  3z-N 

3(52’  — 2')M  — 6(5i  — t>2*  — 2‘.N 
13,  = T , 


<{)  = 


32»M  -e  32»N 
■»(l  — 2’i» 


Et  ces  formules,  en  y cbangeant  les  traits  des  lettres  T,  r serviront 

aussi  pour  une  autre  Planète  quelconciue,  en  tant  qu’elle  sera  troublée 
par  une  Planète  supérieure. 
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On  ffira  maintenant,  dans  l'équation  dilTérentielle,  les  mêmes  sub- 
stitutions que  ei-<lessus  pour  x,  y,  x‘,  y\ ...  ; et,  intégrant  ensuite  de  la 
même  manière,  on  aura 

i'---  (o)p'-t-[i]  ^sin[(n-  *)/-»-  a-3), 

en  supposant 

[0] ^(o)  -^(i)(A''-e  IP)-t-(i)(A*-r-B')-i-(3HAV-i-  BB') -v- (4)  [(U( 

[1]  = a(OA'B'-4  2(a)  AB  AB'  -i-  A'B), 

et  prenant  n'  pour  le  nombre  d’années  Juliennes  de  la  révolution  <le  Ju- 
piter. 

L’expression  île  ü',  étant  entièrement  analogue  à relie  de  2 de  la  Si-e- 
tion  préeédente,  donne  lieu  à des  ronst-queilces  semblables;  ainsi  le 
mouvement  moyen  de  Jupiter  sera  altéré  par  une  équation  de  la  même 
forme  que  relie  du  mouvement  de  Saturne,  mais  dont  la  quantité  est  dif- 
férente; nous  allons  en  déterminer  la  valeur  numérique. 


i9.  En  eonservant  les  données  du  n“  26,  on  trouve 


(i)=z  — o,735o3T,  (2)=  — 1,08980  T,  (3)  = i,3i7l>gT, 


et  de  là 


[i]  = — 0,000687  J • 


Or  T,  masse  de  Saturne,  est  égale  à 33-^yji  substituant  cette  valeur  et 
multipliant  par 


fl  — £ 


[i]  = — o',oi44. 


nombre  divi.sé  par  n',  dont  la  valeur  est  à peu  près  1 2,  sera  done 
le  eoellicient  de  l’équation  séculaire;  d’où  l’on  voit  que  ce  roeUieienI  ne. 
montera  guère  qu’à  un  millième  de  seconde,  à peu  près  comme  celui  de 
l’équation  de  Saturne,  mais  avec  cette  différence  que  Tuii  est  positif  et 
l’autre  négatif. 
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m 

Ddiii'  les  équations  séculaires  des  mouvements  moyens  de  Saturne  ei 
de  Jupiter  sont  également  insensililes,  et  peuvent  être  réputées  absolu- 
nienl  iiulies. 

Ce  résultat  nous  dispensera  maintenaul  d'examiner  au.ssi  les  équations 
séculaires  du  mouvement  des  autres  Planètes,  comme  nous  nous  l'étions 
proposé;  car  il  est  facile  de  prévoir  que  les  valeurs  de  ces  équations  se- 
ront encore  moindri's  que  celles  que  nous  venons  de  trouver.  Ainsi  l’on 
peut  désormais  regarder  comme  une  vérité  rigoureusement  détnonirée 
(pie  l'attraction  mutuelle  des  Planètes  principales  ne  peut  produire  datis 
leurs  mouvements  moyens  aucune  altération  sensilile. 
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THÉORIE 

DES  VARIVTIONS  PÉRIODIQUES 

t>KS  MOUVEMENTS  l»ES  PLANÈTES. 


SKCOX’KE  l'AUTIE 

roiSTKNANT  I.K  CU.Cl  l,  DES  VAKIATIONS  lîsnÉCE>DAMI'S  IIKS  EXCRNTHim  KS 
El  DES  (M:I.INaISO>S  POl  R CIIAU  XE  DES  SIX  IM.ANKTFS  PMXC.IPAI.KS. 


{y>mvraujyMftnit*iTx  tie  /’  UaHémic  myate  tla-  Sticnvv^  rt  BeHt\-LeUrti( 
fit-  RrrUn,  »nné4*  I7«(.) 


Les  variiilions  périodiques  des  Planètes  ont  déjà  été  calculées  par  plu- 
sieurs Géomètres;  mais  leurs  calculs,  épars  dans  dilTérent-s  Oiivrafçes,  et 
fondés  sur  des  formules  et  des  données  dilTérentes.  ne  sauraient  fdriper 
un  corps.  D’ailleurs  leurs  méthodes  mêmes  n'ont  peut-éti’e  pas  tonte  la 
préci.sion  nécessaire  pour  ne  laisser  aucun  doute  sur  les  résultats;  car 
un  défaut  commun  à toutes  ces  méthodes  est  de  donner,  dès  la  seconde 
ap|iru\imution.  une  expression  inexacte  du  rayon  vecteur,  en  y intro- 
duisant des  tenues  proportionnels  au  temps,  qui  ne  doivent  point  .s’y 
trouver  sous  celte  forme;  et  parmi  les  dilférenis  moyens  qu’on  a em- 
ployés pour  se  déharrassm’  de  c<‘S  sortes  de  termes  et  les  faire  servir  à la 
détermination  des  variations  séculaires,  les  uns  sont  ou  trop  compli<|ués 
ou  trop  indirects,  et  les  autres  ne  sont  pas  assez  rigoureux. 

ün  peut  donc  encore  désirer  un  Ouvrage  où  cette  partie  imporlanle  de 
r.Astronoinie  physique  soit  traitée  avec  autant  de  généralité  que  d’exac- 
titude. et  qui  réunisse  à une  analyse  directe  et  uniforme  l’application 
V.  r.3 


U8 


THËOKIK  IIKS  VAUIATIONS  PÉIUOIMQUKS 
iMimtTiqiif  (l)'s  f'oriniilt's  algt'hriqiics  à (ouli's  les  l’l:inè(«s  |>t'iiu'i|tales. 
(l’est  le  (iiotif  qui  m’a  (lêterminé  à entrepreniire  ee  iimiveaii  travail, 
eomiiie  une  suite  île  celui  que  j’ai  donné  sur  les  Variations  séculaires. 
En  les  réunissant  on  aura  une  analyse  eoin|dèle  des  perturbations  des 
l’Ianctes  prineipales,  causées  par  leur  attraction  nuitnelle;  et  les  Astro- 
noines  y trouveront  tous  les  secours  que  la  Théorie  peut  Idurnir  pour  la 
perl'eetion  des  Tables. 

Coiuine  nous  avons  déjà  donné  dans  la  première  Partie  de  la  Théorie 
des  vatiations  /jcriodà/ues  les  foi  mules  générales  de  ees  variations,  il  ne 
s’agit  plus  dans  cette  seconde  Partie  i|ue  de  traduire  les  mêmes  formules 
en  nombres  pour  eliaeune  des  Planètes  prineipales.  Or,  parmi  les  diffé- 
rentes espèces  de  variations  périodiques  que  l'aetion  mutuelle  des  Pla- 
nètes peut  produire  dans  leurs  mouvements,  celles  i|ui  se  présimlent  les 
premières  sont  les  variations  qui  dépendent  uniquement  de  la  distance 
ou  commutation  des  Plani'tes  entre  elles,  et  ipii  auraient  lieu  également 
si  les  orbites  d<-s  Planètes  étaient  .sans  exeenlrieité  et  sans  inrlinaison. 
Nous  eommeneerons  dune  par  ealeuler  eelles-ei,  pour  le.squelles  nous 
avons  trouvé  des  formules  tri's-simples,  qui  représentent  directement  les 
corrections  de  la  longitude  et  du  rayon  vecteur;  et  nous  pourrons  même 
négliger  entièrement  les  eorreclioiis  du  rayon  vecteur,  comme  inutiles 
po|ir  les  applications  astronomiques,  tant  à cause  de  leur  petitesse,  que 
parce  (|ue  les  observations  immédiates  des  longitudes  sont  les  seules 
<lont  on  fa.sse  usage  i‘t  sur  lesquelles  on  puisse  compter.  Nous  passerons 
ensuiti!  à la  détermination  des  antres  variations  (pii  dépendent  tout  à la 
fois  des  distances  des  Planètes  et  de  leurs  excenlrieités  et  inclinaisons. 


SECTION  PKE.MIÈRE 

oè  LOS  UOSSB  LES  VAKUTIUSS  PP.  H I OU  I OC  KS  UC  POCVPXPST  OP  SATl’nSE 
DPPPNIUSTES  UE  SA  DISTAXLK  II  S L I OC  F,  STE  I 0 C E A ICPITEK. 

Quoiipie  l’attraction  soit  mutuelle  entre  toutes  les  Planètes,  on  peut 
iiéanmuiiis,  dans  le  calcul  du  mouvement  de  Saturne,  n’avoir  égard  qu’à 
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l’action  (le  Jit|iilcr,  les  autres  Planètes  étant  et  trop  petites  et  trop  éloi- 
fîiiées  pour  pouvoir  produire  dans  Saturne  des  déranj'einents  sensibles; 
et  si  cette  action  se  trouve  insunisante  pour  explitpier  tous  ceux  tpie  les 
Astronomes  y ont  observés,  il  faillira  avoir  recours  à d’autres  causes  pour 
en  rendre  raison.  Mais,  comme  les  preuves  ipie  l’on  a déjà  de  la  j^ravita- 
tion  universelle  ne  permettent  pas  de  douter  de  l’action  réciproi|ue  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  il  est  iiiipurtant  de  déterminer  à priori  les  irréjçu- 
larités  dues  à cette  action,  pour  pouvoir  en  dépouiller  les  résultats  des 
observations,  cl  séparer  d’abord  les  edéts  de  cette  cause  générale  et  con- 
stante de  ceux  des  autres  causes  particulières  et  accidentelles.  Je  vais 
donner  dans  cette  Si'Ctioii  les  inégalités  de  la  longitude  de  Saturne,  dé- 
peiidaiites  unii|iieineut  de  sa  distance  ou  coininiilatioii  avec  Jupiter. 


1.  Soit  P l'angle  du  nioiivcment  moyen  de  Saturne,  et  r sa  distance 
inoyeniie  au  Soleil  due  au  niouveiiient  moyen  p dans  une  orbite  inva- 
riable; soit  de  niénie  p l’angle  du  mouvement  moyen  de  Jupiter  décrit 
eu  même  temps  i(uc  l’angle  p du  mouvement  de  Saturne,  et  r'  la  dis- 
tance moyenne  de  Jupiter  au  Soleil  duc  à ce  mouvement  moyen;  enfin 
soit  T la  niasse  de  Jupiter  en  parties  de  celle  du  Soleil. 

Kn  appli(|uant  à ces  Planètes  les  résultats  donnés  dans  la  première 
Partie  de  la  Théorie  des  rariations périodiques  (21),  on  aura  pour  les  iné- 
galités de  la  longitude  de  Saturne  produites  par  l’action  de  Jupiter  et 
indépendantes  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  la  formule  suivante 


_,r  ' .'flr.rli  3-(-n>  , ,,  3 -e  an -e  n*  r’ | . 

|n(i  — n't  dr  n’(i — n’j  ^ n’(i  — n‘)  r’]  r r 

T'I  ' 3-1- 4«’  I ni-,  .J, 

_r[_L.  + rtr.r-],|sio3  ,,-p') 

I dr  3/i\i  — y«*)  t r 

|_4«ii  — ib«’)  dr  4'**^* ^ ^ ^ 


53. 
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dans  hKiurlIt* 


PI  où  fr,  r'Ji,  [r,  r'J,,  fr,  r'],....  soiil  Ips  foellicipnl.s  de  eosM.  eosau, 
coslu,...  dans  la  série  résultante  du  développeinenl  de  la  lonetion  irra- 
tionnelle 

le’— î/t'COS« -I- r’’) 


(ielte  tdrnuile  exprime  la  correction  à faire  à la  longitude  de  Saturne 
calculée  dans  son  orliite  elliptique.  Il  y en  a une  pareille  pour  la  cor- 
rection du  rayon  vecteur,  mais  que  nous  omettons  comme  inutile  pour 
les  usages  astronomiques,  ainsi  (|iie  nous  l’avons  remarqué  plus  haut. 


■2.  Pour  pouvoir  évaluer  la  lormulc  précédente,  il  faudra  donc  com- 
mencer par  déterminer  les  valeurs  des  fonctions  \r,r'  [r,r'J et 

de  leurs  différences  premières  ndativement  à r;  c’est  à quoi  oti  peut  em- 
ployer les  formules  données  dans  le  11°  V5  de  la  première  Partie  de  la 
Théorie  des  rariatinns  séculaires. 

En  faisant  dans  ces  formules  il  est  visible  que  les  coellicienis 


A,  B.E,...  deviennent  [c.r'|.  Ir.f],,  [r,r’j ; de  .sorte  qu’on  aura 


d’ahord 


ét  l’on  trouvera  de  même 


7)  l»-. 

7)  5 1»-' 


d’où,  en  faisant  varier  r,  on  tirera  les  valeurs  des  différences  de  [r,  r'Jj,...: 
par  consé<|uent  il  suffira  de  connaitre  les  valeurs  des  deux  premières 
fonctions  [r,  r'J,  fr,  r'J,  et  celles  de  leurs  différences,  pour  avoir  les  va- 
leurs de  toutes  les  autres  à l’infini. 
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Vil 

3,  Dan.**  le  même  endroit,  nous  avons  l'ail  dépendre  ecs  valeurs  d<- 
relies  des  fuiietions  (/•,  r'}  el  (r,  r’),  résullanles  du  développement  de  la 
ipiantité 

(r* — 2 rr' ros H + r'* ) 

ronetions  qui  sont  plus  faciles  à calculer,  el  pour  lesquelles  nous  avons 
ilonné  dans  le  n“  48  du  même  Ouvrage  des  séries  très-convergentes; 
nous  en  u.serons  de  même  ici,  d'autant  plus  que  nous  avons  aussi  déjà 
donné  dans  la  .seconde  Partie  de  la  même  Théorie  les  valeurs  numêrii|ues 
de  ces  séries  pour  toutes  les  Planètes  principales;  el  même,  au  lieu  de 
faire  dépendre  les  fonctions  [r,  r'j,  [r,r’\,,  f/-,r'j3,...  et  leurs  dilfé- 
rciices  les  unes  des  autres,  il  sera  plus  simple  de  les  faire  dépendre  sim- 
plement et  immédiatement  des  fonctions  correspondantes  (r,r'j,  (r,r'),, 
(r,  r';j 

Pour  cela  on  trouvera  d'aliord,  en  faisant  dans  les  formules  citées 

J 

s = ^ et  changeant  a,  b,  c,...  en  {r,  r'),  (r, /•'),,  {r,r‘}, 

(r,  r'1,  = -e  (r,  r'),  — 6(r,  r'), 

i / r r'\  5 

(c,r'}.=  ■+■  j]  (r,  r'i,  — .^(r,  r')„ 


On  trouvera  ensuite 

[ rt  r' ] = ( c>  -I-  r'’)  ( r,  r'  ) — cr'(  r,  r' )„ 

[r,  r'].  = ^ [a(r,  r')  — (r,  r'),]  = 4rr'(r,  r')  — (r>  + r“}(r,  r'}„ 
(r,  r'),=  [(c,  i-'li  — (c,  r'1,]  = ' rr'(r,  r'),  — j'r' -4-  r'>) (r,  r')„ 

(r,r'],=  'ij  [(r,r*),  — (r,r'),]  = Jir'lr,r'),  — i(r’-t-r")(r,r')„ 
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Eiitin  ou  aura  par  Irs  mêmes  lurmules 

ir  — — [r,  r')  — (r'  — r'*)  (r,  r'  ), 

= -[r,r'].-lr‘-  r'O(r.r'),, 

’ '■  — — [ r,  r'  ),  — ( r>  - r")  ( r,  r' 


V.  Or,  en  laisani  : = — ei  prenant  pour  M et  N les  expressions 
<ln  n"  3 (le  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  citée,  on  a 
, M , f»\ 


Si  donc  on  suppose 


et  ensiiit<‘ 


, M 6N 

,.)V 


lîl  — 2^Î4-  ij(i)_  tl(o), 


(3) 


(■'. 


(5,-Ë(.-,-i)  4)-9|3. 

r[r,  r']  z O, 

rlr.r'],.  4j[o)  — (i  + r'j(i), 
r[r.  r'],  ,=  |ï{i  ) — |fi  - î’)l2), 
r[r,r'),---  ’aiî)  — |(i  - 
r[r,  r'].=  j2(îl— ;(i  - i’)(4). 


en  : 
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ar* 

rf[r.r']  _ 
dr 

r[f,  r' 

l-c 

— J’Ho). 

ar* 

tir 

/■[r,  r' 

1-  « 

- 

ar* 

dfr.r']. 

/■  [ r,  r' 

)>-(■ 

— Î’i  H). 

af* 

rf[r,  r'j. 
</r 

/■[/',  r* 

].-i« 

-3=):5t. 

ar* 

''l'-l.a* 

dr 

r[r.  r* 

3’m4i, 

Piir  f<*s  suhstitiilioii.s  la  formula  générale  ilu  n"  I m;  nnilifiiilta  (|iir 
Ifs  (|uaiilil*!S  cuniiiies  z.  T':  i‘l  «•«•ttc  forimilt^  pourra  srrvir  pour  uiir  l’Ia- 
iiôlc  (luolt-oiliiiu'.  en  tani  qu’cllr  sera  tiéraiijfée  par  une  Planèle  iiilé- 
rieure  T,  en  prenaiU  rpour  la  ilistance  uioyeune  ili>  la  Planèle  Inuihlei' 
el  r'  poureellede  la  Planèle  perlurbatriee. 

5.  Èn  einployanl  les  données  du  n"  4 de  la  seeoude  Partie  de  la 
Théorie  citée,  on  aura  d'aliord 

3 0,5451711.  M i,o75Soo,  n -- o,'?tl5!o4ii : 

el  de  là  on  trouvera 


to) 

2,17813a 

lo^.  i>.338oH.îi, 

(1)1= 

3,183280 

«,50287 j8. 

2|.— 

2,0801 5o 

«,3i8ot)48, 

l3)  = 

1,2940^^ 

0, 1 1194^3* 

i4) 

0,78270 { 

9,84)35975, 

(5)- 

0,484710 

9,687 182.4», 

,«)- 

0,27  i<>8<i 

;),4345:t7o. 

<7)  = 

0,  i54Î7i|4 

9,14)53295, 

1,8)- 

o,o87(jtx> 

•S,4)^4^^52, 
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r[»',  r']  = i,o^oti.( 

loR. 

r[r.  r']i=  o,6ïo4î8 

9>7926ç)8o. 

r[r,  r']j— 

«),4  * ‘^7^'^9* 

'■['■>  '■’l»—  “."788<» 

t), 071 47  >3, 

r'],=L  o,o5t>r>i5 

8,75ai6<K), 

'•[r.  f']i=  o,o77«j3 

«4447 '93. 

r[r,  r' J,~  o,oi  3()Sçi 

8.1 4 57874, 

r[r,  r']î~  0,007161» 

7,855771», 

r[r,  o,ooÎ7«(o 

7,57868*11 , 

, <l[r*  r'] 

?.r*  — i-j — ' r= 
ar 

— a,6^o8-?ti 

log.  0,41^4^5, 

. '■'1' 

?.r*  — fi-  r 

ar 

— ?.,857(>o8 

n,45(îoo26, 

<(r 

— i.7i»)5;|5 

ÏÏ,->35375«, 

</[(■,  r'], 
»r'  ’ = 

ar 

— 1 

0,01 17053, 

'■’l*  - 

,/r  ~ 

— u,t>o('>58() 

i|,78'i8<)4(>» 

. </|  r,  r'  ], 

,/r  - 

— 0,354  i ^5 

^,54<45'it'rf‘>, 

ar 

— o,?o5i  31 

i),3i  .»o35li, 

</[  r,  r']* 
,/r 

— 0,1  i73>i 

<4,otW)5i<»4, 

./[r,  r'I. 

■</(  ~ 

~ o,o<ï5(.«)7 

8,HUm45u>, 
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6.  .Muinlenanl,  puisque 


on  aura 

H — 1,41^4’ T*’-  ' 

Par  le  moyen  de  relie  valeur  et  des  précédentes  on  trouvera  celles  des 
« oeHicienls  de  s'inlp—  p'),  sin 2(/>  — p'). . . . dans  la  formule  ilu  n“  1,  el 
elle  deviendra 

— T'[  -H  o,oi83'i  sin  (p  — p']  — O, iGaSosiiiaf/)  — p' . 

— o,o3388siii3(p  — ^'1  — o.oKnS  sin  j p — p' \ 

— <i,oo3tVi sin ^{p  — p’ ) — o,oni4i  sinl)  /<  — p') 

— ■i,nnu'i<)Sin  7(/>  — />'  ) — o,oonit'>  siiiHi  /i  — 

7.  Il  ne  resle  donc  plus  qu'à  sul)stiluer  la  valeur  de  T,  niasse  de  Ju- 
piter exprimée  en  parties  de  celle  du  Soleil,  et  de  réduire  les  coellicienls 
en  arc,  en  les  multipliant  par  l’arc  égal  au  rayon. 

Nous  prendrons  pour  T' la  valeur  que  nousavons  employée  ilaiis  la  se- 
conde Partie  de  la  Théoriettes  varialions  séculaires  eA  nui  est  — r- — 

' 1007, i()5  ' 

Multipliant  cette  fraction  par  206264, H,  nombre  des  secondes  contenues 
dans  l'arc  égal  au  rayon,  on  a le  nombre  iç)'4",2775  pour  la  valeur  de  T' 
en  secondes  qu'il  faudra  substituer  dans  la  formule  précédente. 

Si  donc,  pour  plus  de  simplicité,  on  désigne  pour  b le  lieu  moyen  de 
Saturne  el  par  Z."  celui  de  Jupiter,  on  aura 

Correction  de  la  lonpitude  de  Saturne  due  à l'action  de  Jupiter 
et  dépendante  de  la  distance  de  Saturne  à Jupiter 

-3',  547  sin  (6-r  -I- 3i",4<i«sina(«)-r 
-e  (>',548  sin 3(  6 — î' ) -e  siii4(  6 — £'  I 

-t- o",(i<)5  sin  5(  6 — ï”  ) -e  o",  5(72  sint'u  b — £’ 

--  <)',  1 14  sin  7(  b — £' i o",,iâo  siii8(  b — ïr) . 
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8.  Celli"  ('ormule,  <iuui(|U(“  composik*  rit*  plusicui-s  leriiifs,  ne  eonstilue 
repeinlaiit  (|u'une  seule  éqiiiilioii  (lépeiiilaiite  de  la  distanee,  ou  angle  au 
Soleil,  entre  Saturne  et  Jupiter,  et  peut  par  eonséquent  être  renfermée 
dans  une  Table  uni(|tie,  (|ui  aura  cette  distance  puur  argument. 

Un  voit  <[ue  cette  équation  sera  nulle  dans  les  conjonctions  et  les  op- 
positions de  Jupiter  et  Saturne,  que  dans  les  quadratures  de  ees  Planètes 
elle  sera  11:9", 5i2,  et  que  dans  les  octants  elle  montera  il  ±32",G8t> 
ou  ± 33',  a3o,  et  sera  à peu  jirès  à son  maximum.  D'où  il  s’ensuit  que 
cette  équation  sera  toujours  beaucoup  au-dessous  des  erreui's  auxquelles 
les  meilleures  Tables  connues  de  Saturne  sont  encore  sujettes,  et  qui 
montent  h près  de  20  minutes;  elle  ne  pourra  par  consé(|uent  contribuer 
que  très-peu  à la  perlèclion  de  ces  Tables. 

Il  était  cependant  important  de  voir  ce  que  la  Tbéorie  peut  donner  à 
cet  égard,  et  quoique  la  même  équation  ait  déjà  été  calculée  dans  les 
deux  Pièces  sur  les  inégalités  de  Saturne  et  Jujiiter  ijui  ont  remporté  le 
Prix  de  l'.Xcadémie  des  Sciences  de  Paris  eu  17^8  et  1732:  cependant, 
comme  les  résultats  sont  fort  dill'érents  relativement  au  premier  terme, 
(|ui  dans  la  Pièce  de  1718  a 4”  pour  coellicient  et  dans  celle  de  17.32 
a —12",  j’ai  cru  qu’il  était  nécessaire  de  revenir  sur  ces  calculs  pour 
di.s.siper  les  doutes  ([ue  cette  dill’érence  pourrait  faiiv  naître  sur  leur 
exactitude,  et  lixer  ce  point  de  la  Tbéorie  de  Saturne  d’une  manière  in- 
contestable. 

Par  cette  raison  j’ai  au.ssi  calculé  deux  Ibis  plus  de  termes  que  .M.  Euler 
n’avait  fait,  afin  i|u’on  puisse  être  d'autant  mieux  assuré  de  la  conver- 
gence de  la  série  et  du  degré  de  précision  sur  lequel  un  pourra  compter. 
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SIÎCTION  F)  K i:  XI K ME 

ni  LUX  noxvK  lk»  v>ki«tions  héuiouiui  ks  iii  Mi)i\eiir.>T  uk  ii'piteii, 
nÉPexn.iXTES  de  sa  IIISTAXCE  IttUOCEXTnlQVE  a SATI'EXE,  avec  les 
IXÉGALITÉS  gl  I EX  EÉSl'LTEXT  UAXS  LES  ÉCLIPSES  DE  SES  SATELLITES. 

Commp  dans  Ip  palnil  dps  variations  do  Salnriip  nous  n’avnns  pu  pj;ard 
qu’à  I’uIFpI  dp  ruttraclion  dp  Ju|,i  li-r,  nous  |imivniis  ainsi  pt  par  la  iiipiiip 
raison  ne  tenir  coniplp  i|ue  dp  rarlion  de  Saturne  dans  la  deterinination 
des  variations  de  Jupiter;  par  ees  deux  l’Ianetes  fuiTnent  par  la  grandeiii' 
de  leurs  inas.s<>s,  et  par  leur  éloignpinent  du  Soleil,  pomme  un  système  à 
part  Pt  indépendant  des  autres  Planètes. 

[.es  inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  sont  d’autant  plus  impor- 
tantes à ponnaitre  qu’elles  innueni  sur  le  temps  des  éelipses  de  ses  .satel- 
lites, Pt  par  ponséquent  sur  la  délerminalion  des  longitudes,  un  des  prin- 
cipaux olijels  de  r.Astronomie  et  un  des  avantages  les  plus  sensibles  qui 
•résultent  de  eette  Si'ienee.  l'areelte  raison  il  est  néeessaire  de  ealeuler 
ces  inégalités  avec  une  précision  et  une  étendue  (|ui  ne  lais.sent  rien  à dé- 
sirer; je  vais  remplir  une  partie  de  cet  objet  dans  la  Section  présente, 
qui  est  uniquement  destinée  à la  rccbercbe  des  inégalités  dépendantes 
de  la  distance  ou  commutation  entre  Jii|iiter  et  Saturne. 

1 . Soient,  comme  dans  la  Section  précédente,/)  l’angle  du  mouvement 
moyen  de  Saturne,  r .sa  distance  moyenne,  p l’angje  contemporain  du 
mouvement  moyen  de  Jupiter,  r'  .sa  distance  moyenne,  et  soit  de  plus  T la 
masse  de  Saturne  exprimée  eu  parties  de  celle  du  Soleil;  ou  aura  poul- 
ies inégalités  de  la  longitude  de  Jupiter  dues  à l’action  de  Saturne,  et  in- 
dépendantes des  excentricités  et  des  inclinai.sons,  une  formule  semblable 
a celle  du  n"  1 do  la  même  Section,  en  cbangeant  .seulement  dans  celle-ci 
tes  lettres  p,  r',  T'  en  p,  r,  T,  et  vice  rersâ;  ce  qui  est  évident,  puisque 
dans  le  cas  présent  ce  sont  les  lettres  all'ectées  d'un  trait  (|ui  appartien- 
nent à la  Planète  troublée,  taudis  que  celles  sans  trait  se  rapportent  h la 
Planète  perturbatrice. 

54. 


Digitized  by  Google 


i-28  THKORIE  DES  VARIATIONS  PÉRIODIQUES 

Oi  ou  sail  (|ue  les  fonctions  fr,  r*],  [r,  r'],....  demeurent  les  mêmes  en 

y elianf;e:int  r enr’  et  r'  en  r,  puisque  le  radical  {/•’  — arr' eos«-»-r'’)  *, 
d'où  elles  dérivent,  ne  subit  aucune  altération  par  ce  ehan^cment;  ainsi 
la  formule  des  inégalités  dont  il  s’agit  sera  de  cette  forme 


-r| 

1 ' , 

3 + "’  ,-t,  ,0 

n‘( 

.-/!■)’  l'”  ' 

3 4-  4 «' 

f 1 



anii  — 4«’)  rfr' 

an'vi  — 4«’l 

- T 1 

3 -1-  qn' 

3n(i  — qn’)  dr' 

3«’  1 — gn’l 

-fl 

3 4 i6n‘ 

' 1 

frti  1 — i6rt*)  dr' 

4n'li  — ilin’l 

3 -t-  an  O-  «’  r ’ 


r'[r,  r'],  j sin3(/>'  — /<) 
c'[r,  r'],  I sin4(;»'—  p) 


ilp  / r'  \ ’ 

„,.,ant  . 

Quant  aux  inégalités  du  rayon  vecteur,  un  peut  les  négliger,  comme 
on  l’a  fait  pour  Saturne  et  par  les  mêmes  raisons. 

2.  Les  valeurs  des  fonctions  [r,  r’J,  fr,  r'J,,  [r,  r'^,,...  sont  les  mêmes 
ici  que  dans  la  Sertion  précédente. 

A l’égard  des  dilférenccs 

gerdans  les  formules  du  n“  3 de  la  même  Section  ren  r'  et  r en  r,  en 

observant  que  les  fonctions  (r,  r ),  (r,  r') demeurent  au.ssi  les  mêmes 

dans  ces  changements.  De  sorte  qu’on  aura 


Jr- 


dr'  ~ 


— [c.  r'I  — r'*  — r=(  r,  r'), 
= — [r,  r'|,  - ( r"  - r'  I ( r.  r' 


.Ainsi,  en  faisant,  comme  dans  le  n“  i de  la  S<*ction  citée,  a = i- , et 

r 
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l'oiiservanl  lt*s  mêmes  valeurs  des  (|uaiilités  (o),  (i),  (a) oii  aura 

dans  le  ras  présenl 

r'[r,  r']  j[(i  4-  ï’)(«)  — 3(0], 
r’[r, r’),=:j[4î(o)  — (14- ï>)(i)], 
r'[r,r'],-.  i(i  a *')(»•)]. 

r'[r,  r'],  = î[|ï(7.)  — J(i  4-  ï’)(3)]. 

îr'=  = — r'[r,  r']  4-  »(i  — i’)  loi, 

ar'’-i.^f-l’  = -r'[r’r'].4- 

= — r'[r,  r'].  4-  ïli  — 


Mais,  rumine  on  a déjà  calculé  dans  la  Section  précédenle  les  valeurs 

lies  (|uantités  . 

r[r,  r'],  r[r,  r'],,  r[r,  r'), 

ainsi  que  celles  de 


dr 


,rf[r.  r'  ). 
r'— t-j — L, 
ar 


on  pourra  déduire  immédiatement  de  ces  valeurs  relies  des  quanlilés  ri- 
dessus,  en  faisant 

r'[r,  r')  = ïr[r,  r'), 
r'[r,  r'),=  3 r[r,  r')„ 
r'[r,  f'],=:  3 r[f,  r'j„ 


^ /■’’  = — 2 r'  [ r,  r'  1 — 3 X » r’ 

r'I,  - 3 X ,, 

dr  '■  ' dr 

I;  - 3X  K 
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Tflirs  sonl  les  VHiciirs  (ju’il  faudra  sul>slitiRT  dans  la  formulr  géné- 
ralf  du  luiiiKu-o  ppért'dpnl;  et  eetle  formule  servira,  en  général,  pour 
une  Planète  (|uelconque,  en  tant  (lu'elle  sera  dérangée  par  une  Planète 
Mipérieure  T,  en  prenant  r'  pour  la  distance  moyenne  de  la  Planète  trou- 
blée et  /-pour  celle  de  la  Planète  perturbatrice. 

:l.  De  cette  manière  on  trouvera 

r'[r,  r']  ^o,5<)4277 
r'[r,  r'],  =;  o,33Ra{5 
e'[e.r'].- 0,1  {0377 

r'],  o,o!^oSi  i 
r‘ jj  =r  0,01  ^17»» 
r'[r,  r']^-  o,cjo7(>>(> 

. r'  [ r,  r*  ].  r-  o,<ïo3t>»7 
r' [ r'],  Tz 

rnsititi' 


(i  i\  r']  , _ 

7r*— “ 0,7  10957 
ar  ‘ 

lop.  y,  38i»67(i<>, 

— o,88i3«)7 

<),c).j5i7  i5. 

=-  o,854Î<>i9 
ar 

i),8i  73oK<|, 

,,(/  e,  e'I,  ,,  . 

ilr 

<),8H5oo8(), 

,<l  r.  . , 

7 r * — —r—. — — J 

• ai‘  • * 

»),47<')877(», 

= 0,18781»!) 

f/i- 

i).7 1 183<)(), 

ar 

8,»)K488(k). 

*«(î* 

‘>5^9*  5 1 5, 
8,4^87004, 

8.i8i25'.»7, 
7,8871  i5ij, 
7,'V)i8o47, 
7.31 
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=o,o5<ii6;  log.  8,74'>l*^44* 

Tir’’'— -J  ^---  — o,o3ifi35  8,5ooit>36, 

ar 


i.  Or,  n étanl  ici  (-f^al  ii 


(III  Initivu 


« =.  o,5()74*î^. 


cl  la  liii'iDulc  (Ig  n"  I deviendra  par  ces  suhstitulion.s 

— T[-i-  1,34704  sin(|>'  — />) — 3,3ii(o4sina(/»'  — /I) 

— o,»773i  sin3(y>'  _y>)  — 0,06379  si  n 4?/»'  — P'> 

— o,ui()l>8  sin5(y>'  — yi)  — 0,00704  sin6(yi'  — y») 

— 0,00*76  siii7ly>'  — yi)  — 0,001  i6siii8(y;'  — y<)  — . . .]. 


5.  Dans  la  première  Section  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  m- 
niiiions  séculaires,  je  suis  entré  dans  une  discussion  assez  étendue  sur  les 
valeurs  des  masses  des  Planètes,  et  j’ai  trouvé  pour  la  masse  de  Saturne 
une  valeur  moindre  que  celle  qu'on  avait  adoptée  jusi|u’iei  d'après  New- 
Ion.  Cette  valeur  est  'l‘‘  335g^i  de  sorte  qu’en  l'employant  ici  pour  T, 
après  l’avoir  multipliée  par  aoli2G4,S,  nombre  de  .st-eondes  de  l’are  ég;al 
au  rayon,  on  aura  Gi4”. pour  la  valeur  de  T en  secondes,  qu’il  fau- 
dra subsliltier  dans  la  formule  précédmite. 

On  aura  ainsi,  en  dénotant  toujours  par  I)  In  lieu  moyen  de  Saturne 
et  par  Z-“  celui  de  Jupiter, 

Correction  de  la  longitude  de  Jupiter  due  à l'action  de  Saturne 
et  dépendante  de  ta  distance  de  Jupiter  <l  Saturne 

— 8*'.  73*  sin  ( r — I)  ) -t- 71.3', 847  si" 2"  — ’>  ) 

-+- 17  ,o3*sin3  r - b)  -t-  3',9i8sin4(r-  b) 

-I-  i',*o<)sin5(ï' — b(-i-  o",43*siii6(îr— b) 

■+■  o",  itiysin  7(1' — b ) -♦-  o",o7i  siii8(2r — b)-t- 


THÉORIE  DES  VARIATIONS  PÉRIODIQUES 

6.  O'ile  formule  esl,  eoniine  on  voil,  analogue  à celle  que  nous  avons 
irouvée  pour  Saturne,  cl  peut  de  nu'ine  être  représentée  par  une  seule 
Taille,  dont  l’argument  sera  la  distance  ou  angle  au  Soleil  entre  ces  deux 
Planètes. 

Klle  est  pareillement  nulle  -dans  leurs  conjonctions  et  oppositions; 
dans  les  quadratures  elle  .sera  de  724.  et  dans  les  octants  elle 

montera  à i;iG',69i  ou  — aSo",  1T9,  et  cette  dernière  valeur  .sera  très- 
près  du  maximum.  D’où  l’on  voit  (|ue  l’éijuation  de  Jupiter  est  presi|ue 
huit  fois  plus  grande  que  celle  de  Saturne,  quoiipie  la  masse  de  Saturne 
qui  la  produit  ne  soit  qu’environ  le  tiers  de  celle  de  Jupiter  qui  produit 
l’équation  de  Saturne;  ce  qui  vient  de  ce  que  l’action  d’une  Planète  per- 
turhatriee  est  encore  plus  augmentée  par  la  lenteur  île  son  mouvement 
que  par  la  grandeur  de  sa  mas.se. 

Dans  la  seconde  Pièce  déjà  citée,  sur  les  irrrgularitès  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  l’équation  dont  il  s’agit  n’est  calculée  que  jusqu’au  quatrième 
terme,  et  les  coedicients  s'accordent  à très-peu  près  avec  ceux  de  la  for- 
mule précédente,  en  ayant  égard  à la  dilféreiice  de  la  masse  de  Saturne, 

qui  y est  supposée,  d’après  .Newton,  de  <le  sorte  qu'ils  s’y  trouvent 

augmentés  tous  dans  la  raison  de  ’J5.à8  à T021  ou  de  1,1117  à i.  (à*t 
accord  peut  servir  de  confirmation  à la  bonté  de  nos  calculs,  et  augmen- 
ter encore  la  ronfiance  qu’on  y doit  avoir.  ,\u  reste  notre  formule, _rou- 
tenant  deux  fois  plus  de  termes,  'est  aussi  à cet  égard  plus  exacte  et 
montre  en  même  temps  combien  la  série  est  convergente. 

7.  I.es  inégalités,  i|ui  altèrent  le  mouvement  de  Jupiter  autour  du  So- 
leil, doivent  allecter  au.s.si  les  retours  des  .satellites  de  cette  Planète  à 
leurs  conjoiictions  et  les  intervalles  des  éclip.ses;  et  il  n’est  pas  difficile 
de  voir  que  chaque  équation  du  mouvement  de  Jupiter  produira  une 
équation  semhlable  pour  le  temps  des  éclip.ses  de  chacun  de  ses  satel- 
lites, et  dont  la  c|unntité  en  temps  sera  à la  quantité  de  l'équation  de 
Jupiter  en  are  comme  le  temps  de  la  rév(dutiut)  sytioilique  du  .satellite 
sera  à l’arc  de  T60  degrés. 
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Oi-,  |)our  le  premier  saU'Ilili",  la  durée  de  la  révtdulioo  :<yii<)di(|ue,  ou 
de  ses  reloues  aux  eonjouelions  avee  Jupiter,  esl  de  i' 18*' 
ou  I “)ar)i .5'. 9^8.  Divisant  ee  nomlire  par  1 ajytiooo,  uoiulire  <le  seeondes 
ilu  rende  entier,  ou  aura  le  nombre  0,1 1799,  par  lequel  il  faudra  multi- 
plier les  équations  de  Jupiter  en  st'eondes  de  degrés,  pour  avoir  les  éi|ua- 
lions  eorrespondanles  du  premier  satellite  en  seeondes  de  temps,  .\ppli- 
quant  dune  relie  réduetion  à la  eorrerliou  de  la  longitude  de  Jupiter 
donnée  ri-dessus  (,'i),  ou  aura 

Conrclion  du  li-inps  f/e»  Mîfisrs  du  premier  $ulellite  de  Jupiter, 
dt-pendunte  de  lu  distance  de  cette  Planiste  A ,Saturne 

— siii  ï." — b ) -e  ? l'.oî^  sin?(  ï"—  *)  ’ 

-f- a'.oio sin £■  — b ) -e  o‘,,jG?.  sin4  ï.’— b) 

-f-  <>’,  141  siii  '>(  î"  — b ) -♦-  o'.oSi  siiiti'  V — b t 
-f- O’, oaosio;  2"  — b -e  *o*,oo8sin8  î"  — b). 

Four  le  seeond  satellite,  la  durée  de  la  révfdution  synodii|ue  est  île 
di  I S'’ I 7.49,  ou  lie  io707'l*,  7/19,  et  ee  nombre  divisé  par  1396000 

donne  le  nombre  o,ald(i<)  (,  par  lequel  il  faudra  multiplier  les  ruellieieuls 
de  la  rorrerlion  de  Jupiter  pour  avoir  relie  du  seeond  satellite  en  temps. 
Doue 

l 'urrection  du  temps  des  éclipses  du  second  satellite,  dépendante 
de  lu  distance  de  Jupiter  à Saturne 

— 1 9’.  txi'l  sio  ( £'  — b -f-  j8’,  3fKi  sin  5-  ( i'  — b j 

-*•  sin  3 V — b)-i-  ii’.ipH  sin  {(  2" — b) 

•s  o*,î8t)  sio5(  î' — b I -f-  O*,  lo»  siii(>(  £■ — b) 

4 o',o4osiii7l  2' — b ) 4 o*,oi  7 siiiH!  iT  — b . 

Four  le  troisième  .satellite,  la  durée  de  la  révolution  synudique  esl  de 
7*3'' 868,  ou  de  6i9i7Ô*,868,  et  ee  nombre  divisé  par  1 ai)6ooo 

V.  W 
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iloiinc  If  iiunihrf  «./j777(’>t  par  Ifqufl  il  faudra  miilliplifr  la  corrfflion 
df  Jupiter  pour  avoir  eclle  du  troisième  salellile.  Ainsi  l’on  aura 

Corn-i  linn  flu  lumps  des  frlipses  du  troisième  satellite,  dépemiaiile 
de  In  distanre  de  Jupiter  à Saturne. 

— siii  ï" — ?)  1 4-€)-‘,  {yo  sltlK  T — ()  ' 

-+-  »M  A:  siiiî(  £■-  '))•<-  i‘.«73!slii4(r- l>i 
-t-  o‘,577'in5  F— o*.  T.07  sintilï"  — | 

+ II*, iiRi  sin 7( 2' — o‘,<>34 sinH( î” — 

Kiiiin,  pour  le  (piatriénie  salellile.  la  durée  de  la  révolution  synodiipie 
elaiil  de  16’iH'' >'"7*,o<)a,  ou  dc  i447Ôo7',o()2,  ou  aura,  en  divisant  ee 
nomhre  par  laçytiooo,  le  iiomhre  1,11690,  par  lequel  la  eorreelion  de 
Jupiter  <levra  être  multipliée  pour  olitenir  eelle  des  éelipses  du  quatrième 
satellite.  Doni’ 

('onvetion  du  temps  des  éclipses  du  quatrième  satellite,  dépendante 
de  In  distance  de  Jupiter  A Saturne 

— i}i*,4o4  sin  ( 2'  — ^ ) -)-»»7’,67H  sini{ÏT  — 1)  i 
s-  i<)*,o*3  sin3(  2’—  6 i -t-  4“'  ^7^  sin4(2'  — b 

^ i’,35osiit5  r-6)+  o-,483sin6'.r- 1).) 

t-  o‘,  i8«)sin  7 1 2"  — •)  ) + O*, C180  sinH(  2" — l>  . 

Au  resle  ees  dilféi-eutes  eorreetions  étant  simplemenl  proportionnelles 
a eelle  de  la  lonptuile  de  Jupiter,  lorsqu'un  aura  réduit  eelle-ei  en  Talde, 
on  n'aura  plus  qu'à  uiultipli<‘r  tous  les  nombres  de  la  Talde  par  les  miil- 
lipliealeurs  donnés  poureonstruire  les  Tables  des  eorreetions  des  éclipsés. 

S.  Parmi  les  Tables  des  satellites  de  Jupiter  dressées  par  feu  M.  AVar-, 
fîeutin,  on  en  trouve  pour  chaque  satellite  une  qui  a pour  litre  : Somme 
des  èijiiittions  dépenilaiites  de  l'iictiori  de  Saturne  sur  Jupiter,  et  <)ui  i‘sl 
proprement  e<miposée  de  dilférentes  Tables,  fondées  sur  diverses  équa- 
tions de  Jupiter  produites  pai'  Saturne.  M.  île  Lalande  a donné  dans  la 


Digitized  by  Google 


IIES-MOUVEMENTS  DES  IM.XNÉrES. 


vas 

('oniiahsaiiee  des  mmivements  célestes  pour  1rs  Tailles  de  ces  é(|iia- 
lioiis  |iuur  Jupiter,  et  je  me  suis  assuré  <|ue  celles  des  satellites  eu  dépeii- 
deiil  uiiiqueuient.  M.  de  l.alaiide  ilil  (|u’elles  sont  de  l'eu  M.  Maver,  qui 
les  avait  déduites  de  la  Théorie;  mais  il  lie  donne  point  les  rorninles  d'où 
elles  résultent,  et  je  ne  sache  pas  que  le  travail  de  Mayer  sur  celte  ma- 
tière ait  jamais  été  publié. 

(Cependant,  comme  il  ii’est  pas  diilicile  de  retrouver  ces  l'ormules 
d’après  les  Tables  mêmes,  les  voici 

tqiiiilions  de  Mayer  pour  ta  correction  de  ta  longitude  de  Jupiter 
dur  <i  l'action  de  Saturne. 

— Ua'siii  ï." — b -e  7?.J'’siim  £■ — h .+  I i'siii  a ï"— t)l 
-t- 1 {a-siii [a(  ï"— Il ) — anom.  iiioy.  ïT] 

4-  47"sin['J  T—  b , — aiioin.  iiioy.  l'] 

-+-  -Vli  sinlï' — •>  — aooiii.  mov.  h» 

♦ i(o'siii ja I ÎT— •) ) — onoiii.  nioy.  t)]. 

ü.  Il  est  visible  que  les  trois  premières  équations  dépendantes  sim- 
plement de  la  distance  de  Jupiter  à Saturne  répondent  à celles  que  nous 
venons  de  calculer  dans  cette  Section,  et  en  particulier  aux  trois  pre- 
miers termes  de  la  formule  trouvée  dans  le  n“5.  .Aussi  le  euenicieni  de 
siiifï^—  h]  est,  aux  dixièmes  de  seconde  près,  le  même  dans  cette  for- 
mule et  dans  la  précédente;  mais  le  coeiricient  du  sinaf  h • est  dans 
notre  formule  moindre  d’un  dixième  que  dans  celle  de  Mayer,  et  le  coef- 
ficient du  sinT(ZT—  ïi  ) est  au  contraire  plus  grand  dans  celle-là  que 
dans  celle-ci  d'eiivirun  un  cinquième.  Or,  comme  le  rapport  des  coelli- 
l'ients  est  indé|>endaiit  de  la  niasse  de  Saturne  et  ii’esl  donné  que  par  les 
rapports  des  distances  et  des  temps  périodiques  de  Saturne  et  de  Jupiter, 
ainsi  qu’on  le  voit  par  la  formule  générale  du  n"  I,  il  s’ensuit  (|ue  les 
éi|uations  de  Mayer  ne  sont  pas  exactement  conformes  à la  Théorie  de  la 
gravitation;  puisque  d’un  côté  les  distutices  et  les  temps  périodiques  des 
Planètes  ne  sont  susceptibles  d'aucutie  eorrection  qui  pui.sse  avoir  un  elfet 
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sensible  sur  les  eoelTirients  dont  il  s’a};il,  el  que  de  l’aulre  on  peul  eonip- 
ler  enlièremeni  sur  l’exactilude  de  nos  calculs,  laquelle  se  trouve  d'ail- 
leurs conlirmée  par  l’accord  de  nos  résultals  avec  ceux  de  la  Pièce  cilée 
de  17S2. 

(lependanl  le  );rand  inérile  de  l'Auleurct  la  précision  sirtgulière  qui 
distingue  tous  ses  Ouvrages  ne  permettent  pas  <le  douter  de  In  justesse 
de  ses  calculs  sur  les  inégalités  de  Jupiter;  on  peut  donc  présumer  qu’il 
en  aura  us<*  à l’égard  de  ces  inégalités  comme  il  l’a  fait  pour  les  inégalités 
de  la  Lune,  et  qu’après  avoir  déterminé  les  eoelTicients  par  la  Théorie,  il 
aura  clierché  à les  corriger  d’après  les  tdiservations;  mais  les  équations 
trouvées  de  la  sorte  ne  peuvent  être  regardées  que  comme  des  équations 
empiriques,  du  moins  en  tant  qu’elles  s’écartent  <le  celles  qui  résiilleni 
lie  la  Théorie,  et  si  ces  équations  peuvent  rapprocher  les  Tables  des  ob- 
servations pendant  un  certain  espace  de  temps,  on  doit  toujours  craindre 
qu’elles  ne  les  en  éloignent  dans  la  suite  de  plus  en  plus,  comme  il  arrive 
déjà  aux  équations  empiriques  que  feu  M.  Lambert  avait  données  pour 
détruire  les  erreurs  des  Tables  de  llallev  dans  les  ojipositions  de  Saturne 
et  de  Jupiter.  • 

Nous  croyons  donc  qu’il  est  beaucoup  plus  sur  de  s’en  tenir  unique- 
ment à la  Théorie,  du  moins  pour  les  équations  que  celle-ci  peut  fournir, 
et  qu’il  conviendrait  par  conséquent  d’employer  dans  les  Tables  des  sa- 
tellites les  corrections  que  nous  venons  de  donner,  à la  place  de  celles 
<|ui  résultent  de  la  Table  de  Mayer  pour  les  inégalités  de  Jupiter  dépen- 
dantes de  sa  di.stance  à Saturne. 

Quant  aux  autres  Tables  de  .Mayer  qui  dépendent  à la  fois  de  la  distance 
de  Jupiter  à Saturne  et  des  anomalies  de  ces  deux  Planètes,  nous  nous 
réservons  de  les  apprécier  lorsque  nous  aurons  calculé  la  partie  des  iné- 
galités de  Jupiter  qui  dépend  des  excentricités.. 
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SECTION  TROISIEME 

Oi  L 0!S  DONNE  l.E»  VARIATIONS  PËHIODIOCES  DU  EOIIVEBENT  DE  *ARS,  DÉPENDANTES 
DR  SES  DISTANTES  II ÉLIOCRNTRIDURS  ADR  AUTRES  PLANÈTES. 

Après  avoir  (l(■tt■rIlliné  1rs  variations  de  Jiipitor  et  lU*  Saturiii',  nous 
allons  cnirrprrnilrr  le  rairni  île  relies  îles  antres  Planètes.  Ce  ealeul  ne 
sera  pas  plus  iliiririle,  mais  heniirnnp  plus  long;  car  il  faudra  y avoir 
égard  pour  rlia(|iie  Planète  a l'artion  de  toutes  les  autres.  En  ell'et  les  or- 
bites de  Mars,  de  la  Terre,  de  Vénus  et  de  .Mercure  sont  as.se/  [iroelies  les 
unes  des  autres  pour  qu’elles  puissent  être  sensiblement  dérangées  par 
ratirartion  niutnelle  de  res  Planètes:  et  en  ménie  temps  elles  doivent 
l’élre  aussi  par  l’artion  de  Jupiter  et  de  Saturne,  dont  réloignemeni  se 
trouve  compensé  par  la  grandeur  des  masses.  Oite  Section  contiendra 
les  variations  périodiques  de  .Mars  dues  aux  actions  de  Saturne.  Jupiter, 
la  Terre,  Vénus  et  .Mercure,  et  dépendantes  simplement  de  sa  distance 
héliocentrique  ii  chacune  de  ces  Planètes. 

I.  — ('aïeul  <les  variât iorix  de  lAié.r  dues  à l'aetioti  de  Saturne. 

I . La  formule  générale  des  inégalités  de  la  longitude  de  .Mars,  prove- 
nantes de  l’action  de  Saturne,  sera  la  même  que  celle  que  nous  avons 
donnée  dans  le  n"  1 déjà  Section  précédente  pour  les  inégalités  de  Ju- 
piter dues  à la  même  action,  en  y changeant  simplement  les  quantités 
relatives  à Jupiter  en  quantités  analogues  pour  .Mars. 

.\yant  désigné  jusqu’ici  par  T,  r,  p la  mas.se,  la  distance  moyenne  et 
l’angle  ilu  mouvement  moyen  de  Saturne,  et  par  T'.  r,p  les  mêmes  tiuan- 
tités  pourJupiter,  nous  désignerons  pareillement  parT’Ia  masse  de  Mars, 
par  r“sa  distance  moyenne  et  par/»'  l’angle  de  son  mouvement  moyen  dû 
à cette  distance  supposée  constante. 

El,  en  général,  les  mêmes  lettres  niar(|uées  de  trois,  de  «|uatre,  de  ciiu) 
traits  se  rapporteront  suece.s.sivemcnt  à la  Terre,  à Vénus,  à .Mercure,  ainsi 
(jue  nous  en  avons  usé  dans  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  eariations 
séculaires. 
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Il  ii’v  aura  doiir  (|u‘à  changer  dans  la  formule  citée  r’  et //  en  / " et 
cl  roii  aura,  pour  les  inégalités  de  la  longitude  de  Mars  dépeiidaiites  de 
sa  distance  à Saturne,  la  formule  suivante 


— T — - ir ' 

1 « ( I — n-  or 


1 -♦  n*  , 

. . — r 

«*il  — «*j 


r,  r 


3 » a«  -H/i*  r'* 
«’(*  — 


/>! 


•lir'Z” 

dr" 


3-^4"’ 

an’li  — ^i’) 


r'[r,  r"].  — pi 


-T 


— T 


! ]j . 

3n(i  — <)n')  dr"  în'i.i— 9«’)  ’ 

' ». 'f[r.  r"l.  3a-i6n’  ,, 

jn  I— i6n')  dr"  4'»’t' ^ 


sin3(p'_—  i>) 


sin4(p'-p) 


dans  laquelle 


.f  — (?)• 


2.  On  fera  maintenant  z et,  prenant  pour  M et  .N  les  valeurs 

corre.spondanles  données  dans  le  n“  4 de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie 
des  rarintions  séculaires,  on  aura  comme  dans  le  n”  i de  la  première 
S»>ction 


(1)=. 


14)  — 5 (•  l)  5 
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»•!  (If  là.  par  les  formules  du  11“  2 de  la  Serlion  prérédeiile. 

• r”  [r,  r']  = i[,  I -t- î')  (o)  — î(i  ], 

r"[r, — (I  ■ i>) , 1 |. 
r'Ir.r"),-  î[f2ii)-  ;-i  '■  i’Ui:  j. 
/•'[r.r'],  ;o  • 3'  (îi]. 

'•"[r.r"](  — î[i*[3)—  ;-(i  -I-  z‘  4l]. 

ar*  • ~ — r”[r.  r"]-t-z  1 — 2‘  ( <>), 

■J r"  — = — r" [r,  r"],  -+-  ï ( I — zO  ' I . 

a r-  - - r*  [ r.  r"  ],  -(-  Z 1 1 - Z'  ü . 

t?r'  - = -- r"(r,  r"], Z 1 ~ z') 

tr"  = -r”[r.  zii  — z>'  (4  . 


Ainsi  il  ii'y  aura  qu’à  ealeuler  ces  diHcrentes  valeurs  el  les  siilisliliier 
ensiiile  dans  la  formule  du  numéro  préoedenl. 


S.  On  a 
taires. 


d’aliord,  par  l’endroit  cité  de  la  Théorie  des  eoritiliofis  séni- 
z=o,  i5i)7i5,  M i,oo*i387.  N o.o^ijfKca; 


el  ces  valeurs  donnent 


I o)  = 1 ,059765 

( I j Sïi  0,So3«)44 

. a ) 0, 1 00083 

(3)  o,oi86o3 

(4)  = o,(M)3a.i8 


lOg.  0,0T57tK(5. 
9,701  3ii)7, 
9.000 368t|, 
K,a(xj58'î<ï, 
7,50758(10, 
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» 

«‘iisiiilc 


r'[r,  r"\  r=o,if>o748 

log.  (),7ü(>i4^7» 

r"[/’,  r"],  — o,o'ï')757 

8,4iotk)33, 

r"[/',  r'’],  = o,i»o3o8i) 

r'  [ r,  r'  J,  = o,ooo4 1 ■> 

H,t»i47 187, 

y r"*  — = U,tlo4  lt)^> 

lug.  7,6î^27Î?o, 

=0,o5i521 

tir 

H,72o33i^, 

7.r"*  — o,oi?4^( 

8,tK^)5i  4», 

7.  r**  = o,cx)a4*^4 

7,3t)5o8i(>» 

i.  .M»iiilt'ii»nt,  |iiiis(|u<‘ 


011  irouvera 

n = o.()At)iHi  ; 

i-l  la  roniuili'  (iu  II*'  1 (Icvicmlra  par  ces  sulisliliitions 

— T[o,o’ 187S  siii  l>"—p — 0.007137  sin7{/<" — p — 0,000376 siii 3 />'' — p 

ilans  laqurlle  il  lie  s'agira  plus  i|U(‘  de  sulislitiier  pour  T sa  valeur  eu  se- 
rondes  177,0.  comme  dans  le  11“  7 de  la  première  Section. 

5.  UésignanI  donc  les  lieux  muvens  de  Saturne  et  de  Mars  par  les  ca- 
raclère.s  de  ces  iManèles.  ainsi  que  nous  en  userons  toujours  dans  la  suite 
par  rapport  aux  antres  Planètes,  on  aura 


(’orredion  </r  la  tonÿi  tuile  de  Van  due  ù l'art  ion  de  üaturne  et  défirndantr 
uniquement  de  lu  dittanre  de  Vues  ô Saturne, 

— i",  3437  siii(  cf  — 6 o",  4445  sini(  cf  6 1 -t- o”,o23i  siii3  cf  — 
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On  voit  qiio  rettp  corm-lioii,  lorsqu'elle  est  la  plus  grande,  ee  qui 
n’arrive  que  prés  des  quadratures,  ne  va  qu'un  peu  au  delà  d’une  se- 
eonde;  ee  qui  étant  Tort  au-dessous  de  l’inei'rlitude  qui  peut  rester  dans 
les  lieux  de  Mars  déduits  des  observations,  il  .s’ensuit  qu’elle  peut  être 
absolument  négligée:  mais  il  était  néeessaire  de  la  caleuler  pour  pouvoir 
.s’assurer  de  sa  quantité,  et,  comme  personne  n’avait  jus(]u'iei  rempli  eel 
objet,  j’ai  eru  devoir,  pour  ne  rien  laisser  à désirer  dans  la  Théorie  de 
l'attraetion  des  Planètes,  donner  aussi  la  rorniule  numérique  île  la  eor- 
reetion  dont  il  s'agit. 

11.  — Culvul  dex  'onriationx  dv  Mars  dat-s  à l'art  ion 
dr  Jupiter. 

ti.  Pour  appliquer  à l’aelion  de  Jupiter  les  rorniules  données  dans  les 
deux  premiers  numéros  pour  l'artion  de  Saturne,  il  n’v  aura  qu’à  ebanger 
dans  ces  rorniules  les  ijuantités  r,  p,  T en  r',  p,  T,  puisque  ees  deux 
Planètes  sont  l’une  et  l’autre  supérieures  par  rapport  à Mars. 

r*" 

Faisant  doue  • — y et  prenant  pour  M et  N les  valeurs  eorrespondanles 

du  n“  i de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires,  on 
aura  ici 

Z =:  M — I .o'ji  r>74,  N = O,  i44iJ9^> 

et  de  là,  par  les  Ibrmules  du  n”  '2  ei-dessus,  on  trouvera 


(O  1 

lüj$.  0,0877130, 

, 1 ; = 

0,01 7 1419, 

l’,*  = O,  .1^6780 

9,57110878, 

v ’i)  =r  0,1318717 

9,1079455, 

4)  = 0,043773 

8,83 1 i6t)7. 

^5^  = o,oi(»33o 

8,7179867, 

<i  =>  0,014987 

8,1755698, 

\ . 56 
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ensuite 

l ”[r',  )■"]-  0,3;)<j570 

r'tr'.r'), -0,088745 

8,€(48i444. 

r"'[r\  r"]»—  o,oi(>56t^ 

8,?a)i  5777, 

r'[r\  r"],=  0,004778 

7,87^2282, 

r'‘[r',  0,001200 

7,«i7<j3ii7. 

- 

r"\r\  r'].—  o,ooo23t) 

(Î.377ti«i8, 

eniiii 

•}  f > —^-5— i = 0,027810 

ar 

iog.  8,444^^1^* 

,r-Æ'''!-r'L’  8.^55 

ar 

«>,2784220, 

= o,o8i33i> 

8,^1024)88. 

- 

■J  ^llr.±,r  .1*  — o,o2f)V>i 
rfr 

8,47071^* . 

■J  r*' = o,oioï55 
ar 

8,oiof>3^7, 

^ r * ^ ■ *-  0,004 1 349 

7,8i848»'1o, 

7.  Or,  n étant  romme  dans  le  n"  4 égal  à 


on  aura 


S 

I - 

ft  = 0,84143^* 


‘rt,  l'atHaul  res  substitutions  dans  la  l'onnule  du  1 après  y avoir  rlian^é 
r, />,  T en  r\p\  T',  il  viendra 


— P*)—  0,070377  sina{/>*’ — ^)—o, 008104  s[u'\[p*'—^p' 

- ü,oooH83  sin4\p*'“ p*} — o,oooi4'î  sin  !>  p'  -* 


Digitized  by  Google 


DES  MOUVEMENTS  DES  PLANÈTES. 


(til  il  lie  faillira  plus  que  substituer  la  valeur  de  T' en  .seeondes  6i4".i75(>, 
|•ll^1lne  nous  l’avons  vu  dans  le  n“  5 de  la  sceonde  Section . 

8.  De  sorte  qu’on  aura 

Cotredion  ilr  la  lonffiluilt;  t!f  Mars  ilur  rt  l'action  i/e  Japiler  et  (léprndanlc 
uniquement  de  la  distance  de  Mars  A Jupiter 

— sin  { cf  — Î'I  -I-  1 3", 6033  sio2(cf  — V ) 

-e  1".  i7i)8siu  3(  cf  — £■)  4-  o'  , 1707  sin.}id' — E") 

-t-  o' ,oï75siii5  d — 

Cette  eorreetion,  quoique  beauroiip  plus  sensible  que  celle  qui  vieni 
•le  l’action  de  Saturne,  est  encore  assez  petite,  puisque  dans  les  i|uadra- 
Dires  où  elle  est  à peu  près  à son  niaxiinum  elle  ne  monte  qu’à  26";  ce- 
pendant, comme  les  Tables  de  Flalley  dans  les  oppositions  de  .Mars  au 
Soleil  s’écartent  rarement  des  observations  an  delà  d’une  deini-minute, 
011  pourrait  peut-être  par  le  moyen  de  la  correction  précédente  diminuer 
encore  l'erreur  de  ces  Tables  et  ajouter  à rexactilude  des  éléments  sur 
le.squels  elles  sont  fondées.  .Mais  cet  objet  demande  qu’on  ail  égard  aussi 
aux  corrertions  qui  dépendent  en  même  temps  de  la  commutation  des 
deux  Planètes  et  de  leurs  anomalies,  et  dont  nous  doniieroiis  le  calcul 
dans  la  suite. 

9.  .M.  de  Lalande  avait  déjà  calculé  les  inégalités  du  mouvement  de 
Mars  dues  à Jupiter,  dans  le  volume  de  l’.Académie  de  F’aris  pour  1761: 
mais  je  n’ai  pas  cru  que  son  travail  dût  me  dispenser  de  les  déterminer 
de  nouveau  par  mes  formules,  soit  parce  que  celles-ci  sont  dillérentes  de 
celles  qu’il  a employées  d'après  la  méthode  de  Clairaul,  soit  parce  que 
je  ne  pouvais  pas  répondre  de  ses  calculs  comme  je  crois  pouvoir  le  faire 
des  miens.  D'ailleurs  il  n’a  calculé  que  les  deux  premiers  termes  pro- 
portionnels au  sinus  de  la  distance  simple  et  double  de  Mars  à Saturne; 
et  l’on  pouvait  désirer  de  voir  ce  que  donneraient  les  aut«‘s  termes  de  la 
.série,  ne  fût-ce  que  pour  s’a.ssiirer  qu’on  n’a  aucune  erreur  sensible  à 
craindre  de  leur  omission. 

56. 
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Li'8  l(■l■ln<■s  (|uf  M.  (le  Lnlanilf  a trouvés  sont 

— »5”,  74  siii(  d"  --  £■  ) -♦- 1 i I sin a ( cf  — Z.” 

«loni  les  l■ocllk■ients  (lillérent  dr  ceux  de  notre  l'ormule  d’environ  une  se- 
eonde  en  plus  ou  en  moins.  Cette  diirérenee  est  très-petite  en  elle-inéine; 
eependant,  roinine  nos  caleuls  sont  fondés  sur  les  mêmes  éléments,  elle 
aurait  dû  être  sinon  tout  à fait  nulle,  du  moins  lieaueoup  moindre;  mais 
je  n’ai  pas  erii  qu’il  valût  la  peine  d’en  rliereher  la  raison  dans  les  pro- 
eédés  du  ealeul  de  M.  de  Lalande. 

^ III.  — ('aïeul  des  variotloux^de  Mars  ducs  à l'arfiou 
de  la  Terre. 


10.  t^mine  l’orbite  de  .Mars  est  au-dessus  de  eelle  de  la  Terre,  il  fau- 
dra employer  dans  ee  ealeul  des  forinules  analogues  à eelles  que  nous 
avons  données  dans  la  première  Section  pour  les  inégalités  de  Saturne 
dues  à Jupiter,  a-t  (pie  nous  avons  vu  être  généndes  pour  toute  Plani-te 
troublée  par  une  Planète  inférieure  par  rapport  à elle. 

(diangeanl  doue  dans  ees  formules  les  lettres  r,  p,  T qui  se  rapportent 
à Saturne  en  r",  p",  T"  pour  .Mars,  et  les  lettres  r’,  p , T’  qui  répondent 
à Jupiter  en  r",  /?”,  T”  pour  la  Terre,  on  aura  pour  les  inégalités  de  la 
longitude  de  Mars  dépendantes  île  sa  distance  à la  Terre 


I 3-l-'rn -4-n>  r"' 

— I -■xr''  , r'' ['  ; sin  p — 

n I— n’  ilr  n’  i— n'j  ' n’i  i — n'i  r ' ' 


—T'  — -y  r" 

4/I-;  I — 


Jr" 

J[ 

3 -e  9»’ 

~dl“ 

3n’(i  — 9»’) 

'/[ 

r",r'], 

1 H-  itin* 

f/r"  ^ 

4«'u  — itin’i 

, fiT) 


Il  étant  égal  il  ' ~ - (75)  • 
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1 1 . Soit  inaintenHiit  H qu'on  prenne  pour  M et  .N  les  vsileiirs 

eorrespondanle.s  parmi  celles  du  u"  -i  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie 
rilée,  on  déterminera  d’abord  les  valeurs  des  quantités  oj,  (i,,  ' al.... 
par  les  mêmes  formules  que  ci-dessus  (2);  mais  ensuite  il  faudra  faire, 
eoiume  dans  le  u"  V de  la  Section  première. 

r'[r",  r"]  = u -t-  a')lo)  — »(i .. 
r'Ir",  r”],=:48  (o)  — (i-f-ï>)('  . 
r'[r*.r'],=  }a(i)-|ti-r-j')(ï  , 

r'[r*,r"].— ?a(3)-i(i  + J*')  (4), 


ar‘‘  = — e'tr'.r"],—  (I  — î>)  1 1. 

a i "’  = — r'  [r'.  r'],  — ( I — î‘  ; t a , 

= - r'(r',r*],-ti-  J*)t3  . 
a.  --  = - c*[r”.  r*].-  (i  - a’H4  . 


12.  On  inira  donc  iJ<*  cette  manière 


et  de  là 


M = i,iioc)Gi,  N = o/io9H^4î 


Z = o,t>5r>3o  1 , 

(«)  =: 

, I ) = 5,727^63 
(al  = 4.404740 

(3)  = 3,a56463 

t4)  = 2,35^345 


log.  o«535o63i), 
0,7580002, 
0,(3434)9.03, 
o,5i974t'». 
€>,3714895, 
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(5i  = 1,6735411  log. 

, 0.2236382, 

1,1^8716 

0,0714129, 

(7)  = 0,8*5384 

9,9166560, 

t8 1 = 0,577671 

9,7616805, 

1^1  = 

<),6io4877. 

(lo)  = o,‘*9575ï 

9,470976*, 

(in  = o,327i|iK> 

9,3577443, 

(]2  zso,i9b3<^ 

9,2935o3i), 

f"[r",r']  = 1, 145540 

log.  0,0590103, 

r"  [#•''.  0,804 5üî 

9,()o5526(), 

/■*]»—  o,4o55i:» 

9,6080037, 

r*'[r*.  r"']i= 

9,351*348, 

r"[r',  r"']4  = o, lîtyHÎMj 

9,1 134706, 

r"[/-',r']:=  0,077018 

8,8865936, 

r"[r".  r*l.=  o,o46388 

8,(i664ot>7, 

r*[r",  0,028177 

8,4498881, 

r”[r",  = 0,0171*7 

8,*33(i88i, 

r“  [r",  0,010271) 

8,01 19568, 

r'[r' , # ““  o,oo5«h»^> 

'H'illll  3,.m, 701)8 

tir" 

log.  o,4<)<m)55o. 

</[r',  r'I,  , 

ar 

o,6otg)87t>. 

, (/[r",  r"j, 

*r  * — — = — *,<)i*>)i)| 

0.  j6433«)7, 

„ ti  r",  #•"'1,  .. 

■’/’  * ~= — T-5 — — 2,07831.5 

<lr  * 

0.3177109, 
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-/[c-.r-l.  _ 
dr" 

“ i,488t)ii) 

log.  o,f(kkÿi)7i|, 

de" 

— '.o?M7<7 

0,01  ?-7 1 78, 

rf[r',  r"). 
rfr- 

— Oi7 1 74‘><* 

9,8557614, 

d[r\ 

rfr' 

— 0,  |i>8o47 

5(8^  j. 

de' 

— «,4459:7 

i),53i)o|7i. 

de" 

- 0.24344;) 

i),.'J8(î  |i>8o, 

d[e",  r"l„ 
</r' 

— 0.17.^267 

13.  Or,  n étant  égal  à i ( 10  et  1 1 , on  aura 

j’ 

n — * — 0,8808  n; 

et  la  Ibrinule  du  11°  10  deviendra  par  ces  siihstitutions 

— T"(  4- 1 sin (/>'—■  /*•)  — 1, 54:152  3 siii 2 (;>"-■  p*) 

— 0,2924*5 siii3(^" — — o,ot)3o4o  siii4(/>' — f/"  ' — . . 

où  il  faudra  encore  substituer  la  valeur  de  T",  niasse  de  la  Terre,  et  -ré- 
duire les  eoeirieienls  en  secondes. 

14.  .Nous  l'erons,  coinine  dans  lu  Théorie  lies  eariutions  sériitaiies 
'deuxième  Partie,  n»14), 

^ ~ 30536 V ' 

ce  nombre,  multiplié  par  celui  des  secondes  de  l'arc  égal  au  rayon,  ilonne 
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o",  jG'p'iy  pour  la  valrur  de  T’  en  secondes  qu’il  faudra  substituer  dans 

la  lorimile  précédente.  .Vinsi  l’on  aura 

Corrrclion  f/e  la  longitude  de  Mars  due  à l’action  de  la  Terre  et  dépendante 
uniquement  de  la  distance  de  Mars  à la  Terie 

— (i",3o4H  sin  cf—6  -e  o",87ao  sinaicf— il  t 
-e  <>',  i65i  sinîlcf—  ô ) o",o525sin4(  cf—  ô ) -t- . . 

où  l'on  se  souviendra  <|uc  le  lieu  moyen  Ô «le  la  Terre  est  à i8o  degrt's 
de  cL'Iui  «lu  Soleil. 

Cette  correction  ne  monte,  comme  on  voit,  qu’à  environ  G”  tians  les 
quadratures  de  .Mars  et  de  la  Terre,  où  elle  est  à Irc.s-peu  près  la  plus 
grande;  elle  est  donc  peu  importante  dans  l’état  actuel  de  r.Vstronomie, 
mais  elle  peut  le  devenir  davantage  lorsque  la  précision  des  observations, 
qui  parait  augmenter  de  jour  en  jour,  mettra  en  étal  de  tenir  compte  des 
secondes  «lans  les  lieux  des  Flanéles. 

15.  ,\l.  d«-  Lalande  ayant  aussi  calculé  l’effet  de  l’attraction  de  la  Terre 
sur  .Mars  ilans  les  Mémoires  de  l’Académie  des  Sciences  de  Paris,  année 
i7Gi,a  trouvé  pour  la  partie  dépendante  de  la  ilislance  ou  commutation 
de  Mars  à la  Terre  les  termes 

— i3",î  sinî  cf— ô — i",ç)sin5i(  cf— ôL 

«lont  les  coefficients  sont  plus  «|ue  doubles  de  ceux  i|ue  nous  venons  de 
trouver  pour  les  termes  semblables. 

(À'tle  différence  vient  uniquement  de  ce  que  ,M.  de  Lalande  a employé 
pour  le  rapport  de  la  mas.se  de  la  Terre  h la  ma.sse  du  Soleil  celui  i|ue 
•Newton  avait  donné  d'après  la  parallaxe  du  Soleil  supposée  de  io"{: 
mais  cette  parallaxe  ayant  été  rabaissée  à 8"  J par  les  observations  des 
derni«!rs  pa.ssages  de  Vénus,  le  rapport  dont  il  s’agit  a dii  être  diminué 
dans  la  raisoii.des  cubes  des  parallaxes;  ce  rapport  étant  suivant  Newton 
de  I à itajaBa,  et  suivant  nos  déterminations  de  i à ’iGSTGi,  il  s’en- 
suit «|Ue  les  coefficients  de  la  formule  de  M.  de  Lalande  doivent  être 
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(liininués  tian.s  le  rapport  de  365.%i  a 169283,  ou  <lr  2,1 583  ii  1;  ce 
qui  Ip.s  réiluira  it  — 6",  16  et  o",88,  lesquels  s’aeeordenl  à très-peu  près 
avec  ceux  de  notre  rnrmule. 

M.  de  Lalande  rapporte  dans  le  iiiême  endroit  (page  288;  une  Ibrimile 
que  feu  M.  Mayer  lui  avait  eoiniiiuiiiquée  pour  le  même  objet,  et  dans 
la(|uelle  les  termes  dépendants  de  la  distance  de  .Mars  à la  Terre  sont 

— 10', c)  sinf  cf  — 6 ) -t-  i",6sin2f  cf—  6 ) -t-  o",3  sin3(cr—  Ô ). 

Les  lieux  de  Mars  et  de  la  Terre  sont,  suivant  les  suppo.sitiuns  île  Mayer, 
des  lieux  vrais;  mais,  en  exprimant  res  lieux  par  les  lieux  moyens,  il  ne 
peut  résulter  aucune  dill'érence  dans  les  termes  indépendants  des  exren- 
trirités. 

Ku  eomparaut  cette  forinule  avec  la  nôtre,  on  trouve  i|ue  pour  que  les 
premiers  termes  deviennent  les  mêmes,  il  faut  diminuer  celui  de  la  for- 
mule de  .Mayer  dans  la  raison  de  1.721)  à i:  diminuant  ensuite  dans  la 
mémi-  proportion  les  coelfieients  des  deux  autres  termes  de  celle-ci,  ils 
deviennent  o",<)3,  o",i7,  lesquels  s'accordent  à peu  près  avec  ceux  des 
termes  correspondants  de  notre  formule:  d’où  l'on  peut  conclure  (|ue 
Mayer  avait  employé  pour  la  mas.se  de  la  Terre  une  valeur  plus  grande 
que  celle  que  nous  avons  atloptée  dans  la  même  raison  de  i à 1.729.  et 
par  conséquent  une  parallaxe  <lu  Soleil  plus  grande  que  8“  J dans  la  rai- 
■son  de  I à 1,2;  ce  qui  donne  environ  10".  J’ai  cru  ce  détail  néee.ssaire, 
moins  pour  la  justilieatiun  de  mes  calculs,  que  pour  la  satisfaction  des 
.Vstronoines  qui  voudront  faire  usage  de  la  eorivetion  dont  il  s'agit  dans 
la  Théorie  de  Mars. 

J)  I\  . — Calcul  des  variations  d(‘  Mars  dues  a ructiou 
de  l 'ênus. 

IG.  Le  calcul  dépend  des  mêmes  formules  (|ue  celui  (|ue  nous  venons 
de  donner  pour  l'action  de  la  Terre,  puisque  Vénus  est  aussi  inférieure  à 
Mars.  SiMilemenl  il  faudra  changer  dans  ces  formules  ' n"'  10  et  1 1 j les 
V.  5- 


Digitized  by  Google 


ISO  THÉORIE  DES  VARIATIONS 

PÉRIODIQUES 

Ictlivs  r*,  p’,  T",  i|ui  se  rapporteni  à la 
Vénus  (1). 

Terre,  en  r" , fé",  T‘'  pour 

PaisHiil  donc  : = et  preiiunl  pour  M et  N les  valeurs  eorrespon- 

tiaiiles  dans  la  Tahie  «lu  n"  i (deuxième  Partie  de  la  Théorie  des  varia-  , 

Uons  séculaires],  on  aura  d’ahnrd 

Z =:  0,4747^^»  ^ — if057i8?. 

N = o,*5o47i. 

et  de  là  par  les  rurnuiles  du  n“  2 ei-dessus 

(»)=  1,76178*  lü({. 

0,9459^*^» 

( 1 ) = A. 3044^4 

0,56*5737, 

( 9.  ) = I,39(Mi4'I 

0,1225573, 

( 3)  rt 

(),8rM)o^38, 

< 4)  = 0,389775 

9.58294^», 

5)=  U,  i()i)()<j5 

9,3003672,  *— 

•;6)  = o,io4B<)9 

y,ü*074*4. 

7 ! rs  o,o5t)35*) 

8,7734866, 

8)  = o.«43y75 

8,(>43*o58, 

ensuite  par  les  Corinules  du  n"  1 1 

r"  [r',  r")  = i.ot>48<S)  lüfî.  0,0*7*705, 

r"[r',  r'*],  = 0,5*1607 

9,717343*1,  . 

r'(r",  r"(,  _ 0,187701 

9,2734656, 

r"(r“,r”],  = 0,07(65* 

8,87*y*44. 

r"  [r",  r'*]t  — o,u3io  ji) 

H, 4920437, 

r"[r",  r'*],  = o,oi5i<)* 

8,I2o3oi I , 

r"(r",  0,00.555* 

7.7i44»7». 

• 
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>51 


eiitiii 


‘ dr" 

dr"  - 
dr’  ~ 


dr" 
dr’ 


- *.4*y54!» 

- i,»i4<)«'4 

- o,»>34»V)H 


dr 

dr" 


- O, 

— o,o8(»Hn;) 


log.  0,38557.5-, 
• 0,3<ï3fMMI|, 

0,08454  iij, 

1),8o757.(>0, 

ÿ,5l57<)77, 

4>,775oo<i8, 

8,ii3854'(7, 


17.  I, 'expression  de  n élani  eoiiirne  dans  le  paragraphe  prérédeni 

dl 

I — , 

î’ 


on  aura  iei 


n — ~ 7,057310 J 

et,  ces  suhstilutions  faites  dans  la  formule  du  n"  10  appliquéi*  au  ras 
présent,  on  aura  relle-ei 


— ï'’[o,3H8<)iosin(p''  — P")  — 0,048776 sin7(/>'  — p")  — . . 


Prenons  pour  T”,  masse  de  Vénus,  la  valeur  adoptée  dans  la 

Throrie  des  variations  séculaires;  ee  nombre,  multiplié  par  celui  des  se- 
condes de  l'are  égal  an  rayon,  donnera  en  secondes 

T-  = o",73<,H«). 

57. 
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Ainsi  en  suh.stitiiHiit  fPtte  valeur,  el  dénotant  toujours  les  lieux  moyens 
de  Mars  el  de  Vénus  par  les  earaetères  de  ees  l’Ianèteîs,  on  aura 

Correction  de  la  longitude  j/e  Man  due  à l'action  de  f 'énus,  et  dépendante 
uniquement  de  la  ilistance  de  Mars  rl  f'énus 

- o",a8'6siii(cf  — 9 ) + o",o342  sina(  cf—  9 ) -I- . . . . 

On  voit  que  eette  eorreeiion  est  insensible,  el  que,  pour  qu’elle  pût 
mouler  à une  seconde,  il  faudrait  que  la  masse  de  Vénus  fût  plus  que 
triple  de  celle  que  nous  avons  adoptée,  ce  qui  ne  se  peut;  ainsi  l’on 
pourra  toujours  né{;liger  celte  eorreeiion  en  toute  sûreté. 

^ V . — Calcul  (les  varùtlions  de  M<us  dues  à l’aetiou 
de  Mercure. 

18.  Nous  pourrions  à la  rigueur  nous  dispenser  de  calculer  ces  varia- 
tions; car  Mercure  étant  plus  éloigné  de  Mars  (|ue  Vénus,  et  ayant  en 
même  temps  une  masse  moindre  que  celle  l’IaniUe,  on  en  peut  d'abord 
conclure  que  l'eUet  de  son  action  sur  .Mars  sera  nécessairement  encore 
moindre  que  celui  de  l'actioii  de  Vénus,  cpie  nous  avons  vu  être  insen- 
sible. Nous  donnerons  cependant  encore  ce  calcul,  ne  l'ùtH’e  que  pour 
ne  laisser  aucun  vide  dans  la  Théorie  des  perturbations  des  Planètes 
principales. 

On  y suivra  le  même  procédé  que  dans  le  calcul  précédent,  mais  en 
prenant,  à la  place  des  quantités  r",  jC,  P'  relatives  à Vénus,  les  quan- 
tités r',  p',  T'  qui  répondent  à Mercure. 

f,W 

.Vinsi  l’on  fera  z = el  l'on  aura 

r 

2=0,3540^4,  M r=  1,016303,  N = O, t3!M(i)4. 
d’où  l’on  tirera 

(o)  = 1,161367 
; I ) = o,8t>38Hn 
(3)  = 0,2730<)H 


log.  o,o64;(3'3'. 
9,()364S34, 

11,4^47254, 
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ensuite 


( 3)  = 

(4)  = 0,00^3340 


r"[r*',  r*]  = 1, «16747 
/•’'],  = o,at>o46i 
r'[r*',  r*],  = 0,049762 
r*],  = o,oio533 
r'  [r',  r^],  = 0,002286 


log.  8,i)o52(i(^, 
8,3<>B2ii5, 


log.  0,0072129, 
9,4157422, 
8,61)68923, 
8,0225428, 
7,3^)0238, 


enfin 

ar"*  = — 2,  io3ot‘>3 

tfr" 

3 r'>  = - 1 ,.i(»583 

dr 

2r*** = — o,3o42<)8 
3^'  ) — — 0,085746 

= — 0,024125 


log.  0,3228523, 
0,0288080, 
9,4632()()i, 
8,93321 3t), 
8,3824673. 


19.  Or,  n étant  égal  ai  — ™»  on  aura 

5* 

;i  = — 6,801)280  ; 

et  ees  substitutions  donneront  la  t'ormufe 

— T* [0,247740  siii  P*)  — 0,02227851112  — I»* 

I.a  masse  T’'  de  Mercure  a été  déterminée  dans  la  Théorie  des  variations 
séculaires  de  — ^ 14,  seconde  Partiel;  en  la  multinlianl  par 

2025010  ' ' ^ 
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ao()2fi4",8  pour  la  réduire  en  secuiidcs,  on  aura 

T'r:;  o",  r 01818, 

valeur  qu’il  laudrn  sulislituer  dans  la  l'oriuule  préeédente.  On  aura  ainsi 

Corrrvtion  de  Ut  lotiffliide  de  Mars  dur  à l’action  de  Mercure,  et  dépendante 
simplement  de  la  distance  de  Mars  à Mercure 

— o'.oaSï  sin(  cf  — 5 ) ■+■  o",ooï3  slnoi(  cf — ï ) -i- 

20.  Je  dois  muarquer,  au  reste,  que  les  valeurs  des  quantités  .M  et  N, 
(|ue  j’ai  employées  ci-dessus  ( 18),  ne  sont  pas  tout  à fait  les  mêmes  qui 
.se  trouvent  dans  la  Taille  du  n“  4 de  la  .seconde  Partie  de  la  Théorie  des 
caria  lions  séculaires  ; mais  aussi  sont-elles  plus  exactes  que  celles-là.  Les 
valeurs  des  quantités  M,  N,  P,  Q de  celte  Talile  sont  les  seules  que  je  n’ai 
pas  calculées  moi-méme,  et  dont  par  conséquent  je  ne  suis  pas  respon- 
sable à la  ri|;ueur;  ayant  voulu  en  dernier  lieu  m’assurer  aussi  de  leur 
exactitude,  j'ai  trouvé  qu’il  s’était  plis.sé  une  légère  méprisé  dans  le  cal- 
cul de  celles  dont  il  s’agit,  et  qu’au  lieu  de  ,M  = i .oitîâÔJ,  M=o,  1 a.â9-i7, 
il  fallait  faire 

M i,oi6ao7,  N = o,i75€)iii. 

G*  changement  dans  les  valeurs  de  M et  N en  produit  un  aussi  dans 
celles  de  P et  Q qui  eu  dépendent;  et,  au  lieu  de  P = o,o5'i4  > 1 . 
Q =o,oi(j5a3,  il  faudra  faire 

— u,n'î4H(M,  Q — 0,01728?. 

.Ainsi  les  valeurs  des  quantités  ( a,  5),  (.à,  a)  qui  sont  proportionnelles 
à P devront  être  augmentées  dans  la  raison  de  534ÔI  à .34^(38,  et  celles 
de  [2,  5j,  [.î,  aj  qui  .sont  proportionnelles  à Q devront  l’être  aussi  dans 
la  raison  de  iG.îa3  à 17282. 

Il  faudra  donc  réformer  ainsi  la  partie  correspondante  de  la  Table  citée 
dans  la  Théorie  des  rariations  séculnires  ’ 

(•)  Pa;!(>  219  A'  ce  lotume. 
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Pour  Z — — o,a54«54t 

M — 1,016703, 

P — o,o548J)8, 
(a,  5)=  0,0391  73T' 
8,4649745, 

( 5,  2 ) = o,o57878T' 
8,76351 1 5, 


N — 0,13.5994, 
ÿ — 0,01 738a, 

[3,  5]  -=  o,oo<)i89T' 
7,1)632491, 

[5,  2)  =-  o,oi823oT" 
H,26o78t)i. 


Par  conséquent  il  faudra  corriger  comme  il  .suit  le.s  valeurs  de  (2,  5), 
fa. 5], (5, 2),  [5, 2]  dans  la  Ta  Idc  du  11“  16  f)  : 


(3,  5)  =r  o", 0187m' 
8,2701)734, 
(5,  2)  — o",o4o<im” 
8,6088577. 


[2,  5]  = o'.ooSgm' 
7, 761)2480, 
[5, 3]  — o", 0128m' 
8, 1 07 1 32.3. 


-Mais,  comme  ces  corrections  ne  tombent  que  sur  les  dernières  iléci- 
males  des  valeurs  dont  il  s'agit,  elles  ne  sauraient  avoir  une  iniluence 
.sensible  sur  les  résultats  que  nous  avons  déduit.s  pour  les  vui'iations  sé- 
culaires; d’autant  que  les  dernières  décimales  demeurent  toujours  plus 
ou  moins  incertaines,  et  que  les  deux  premières  sont  plus  que  sutll.sanles 
pour  la  détermination  de  ces  variations.  Il  n’y  aura  donc  rien  à changer 
à cet  égard,  et  j’aurais  même  pu  me  dispenser  de  donner  l'errata  précé- 
dent, si  je  ne  croyais  que  la  précision  la  plus  scrupuleuse  est  iiqlispen- 
sable  dans  ces  .sortes  de  calculs. 


SKCTIO.N  QLATRIÉMK 

oc  LOS  DOSSE  LES  VLEILTIOSS  PÉEIOIMQUES  DU  «OCVEMKST  DE  LA  TEEHE 
DÉEE.SDA.VTES  DE  SA  DISTANCE  AUX  AVTEES  rLlNETES. 

Parmi  les  inégalités  dont  la  recherche  est  l’objet  dn  travail  qui  nous 
occupe,  il  n’y  en  a pas  de  plus  importantes  à connaître  que  celles  du 


l*)  Psi;is  2J8  et  33g  ilo  t»  volume. 


W(i  THÉOltlE  DES  VAIUATIONS  PÉRIODIQUES 

mouvvmi'iil  (l(>  la  Terre:  car  elles  afTeetenl  éfialement  le  mouvement  ap- 
parent (lu  Soleil,  et  l'on  sait  que  la  (lélerinination  de  ce  mouvement  est 
eoiiime  la  hase  de  toutes  les  autres  df-terininalioiis  astronomiques.  Aussi 
les  Astronomes  s’y  sont-ils  tous  apprn|U(‘S  partieulièrement,  et  ils  sont 
déjà  venus  à l^out  de  donner  aux  Tables  du  Soleil  une  précision  bien  su- 
périeure à celle  des  Tables  des  autres  Planètes;  mais  pour  pouvoir  les 
perl'eelionner  encore,  il  est  nécessaire  d’avoir  une  Théorie  exacte  et  com- 
plète de  tous  les  déranjçemeiils  <|ue  la  Terre  |ieut  éprouver  de  la  part  des 
Planètes.  .Nous  allons  donner,  en  suivant  notre  plan,  la  partie  de  cette 
Théorie  qui  concerne  les  variations  périodiques,  dépendantes  uni(|U(>- 
ineni  des  distances  ou  commutations  entre  la  Terre  et  les  autres  Planètes 
principales. 


§ I.  — Calcul  des  variât ious  de  lu  Terre  dues  à l’artiou 
de  Saturne. 


1.  Il  est  visible  que  la  formule  de  ces  variations  sera  la  même  (|ue 
celle  des  variations  de  .Mars  dues  h la  même  action  de  Saturne,  en  ne  fai- 
sant (ju’y  substituer  à la  place  des  quantités  relatives  à .Mars,  les  quan- 
tités analogues  pour  la  Terre;  ce  qui  revient  à marquer  simplement  di* 
trois  traits  les  lettres  marquées  de  deux  dans  la  formule  du  n“  1 de  la 
Section  précédente. 

.Ainsi  b‘s  variations  qu’il  s’agit  de  calculer  seront  contenues  dans  la 
formule  suivante 


I ..d  r, /■  I,  3 -(- n'  3-4- ?.n -*- n‘ r ■ | . , . 

— I — — r ar*-  _ -4-  --  - .-r  [r.r'l. -, - sin(«  — »i 

[«(i  — n’i  ar  n‘  t — n'.  '■  ^ n\i  — n'i  r’  ) ' ' 

I ». 'ffr,  r"l,  3-4-4”’  .r  .T  1 ■ » 

— r ar'*  -W-i--  -t-  — : —r-r  r [r,  r“l,  sina  o“—  p) 

[a/l  I — 4«4)  rfr  a/l’  1 — 4//’  ^ 'J  r n 


— T 


! T -I-  r r'[r.  r' U sin  3 (;»--//) 

^«[1  — IJ«*,  tir  ' J rit 

.„|  I •,  <■»''*  Il  3 -f- |4»«'  - I • / *4 

— I 7 r -H  7-7- 77-7  T* , r,  r"U  sm4.P  — P) 

I .{/IM  — tir  J I ^ ^ 
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liiins  lu(|uclli' 


r'élMiil  lii  ilistanco  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil,  et  r relie  de  Salurne 
an  Soleil. 


2.  On  l'era  z et,  prenant  pour  .M  et  N les  valeurs  rorrespon- 

dantes  données  dans  le  n*  i de  la  seeonde  Partie  de  la  Théorie  des  rtiriii- 
lions  séailaires,  on  déterminera  les  valeurs  des  (juanlités 


«■'[r,  I 


r.r- 


, dlr,  r" 

r " -■■t'T 

ar 


<!r’ 


rommr  iluns  le  n"  2 de  la  Seeûun  préeédenle,  en  rliangeant  simplement  r" 
en  r*  dans  les  formules  de  ee  numéro. 

Un  aura  dune  d*al)ord 


2 = o,i(>4^^U  M = i*o«?!74y*  N =r  0, 05^338, 


et  lie  là  on  trouvera 

(0)  ^ 1, 02^1 5% 

(1)  = o,32io44 

( 7)  0,o4l()^^ 

( 3 } =:  0,004397 

ensuite 

r^[r,  r"]  — o, loOiii 
r“[r,  r*],  = 0,01  io33 
r*[r,  r"],=  0,000870 
r*[r,  r"],  = o,u(k><m)i 


lo^.  0,010788a, 
c),5o85644f 
8,8777370, 
7,d}3i565, 


log.  9,oarf)4t>5, 
8,0477070, 

6,93<4*  18. 
5,95«)Hc)I7, 

58 
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en  11  II 


2r**  — = 0,001 1H6 

ar 

log.  7,o(i<i('Hv8<>. 

y.  r * — ^ = o,oaaot49 

8.347.3105, 

r/[r,  r"],  , 

•xr  * ~ *^***®3  |79 

7,5Ji4Ci<k). 

3 r*'  o,ooo365 

ar 

3.  Or,  ri  éUiil  éf{al  à i — s*,  ou  aura 

n =:  o,i|lkM>63, 

H par  rc»  siilistilulions  la  lormiile  du  ii“  1 deviendra 

— T[o,oo7i5i  — pi — 0,001807  sin»ty>* — /<  — 0,0000(17  sinî(/»“—  p) — ...j . 

Menant  donr  pour  T sa  valeur  en  secondes  G 1*, 4 17(1  (n"  i.  Section 
précédente),  on  aura  enfin 

Carrrrlion  tte  h longiluJf  lie  ta  Terre  ou  du  .Soleil,  due  A Taviion  de  .Salurne 
et  dépendante  uniquement  de  In  distance  de  la  Terre  A .Saturne 

— o",  43i|ï  sim  ô — !>  -I- <>",i  1 10  sina(  ô — ()  ) -1- o'',oo.ji  siii3  6— G -1-..., 

le  lieu  moyen  Ô de  la  Terre  étant,  comme  l'on  sait,  à 180  dej;rés  de 
celui  du  Soleil. 

t.  Les  inégalités  du  mouvement  du  Soleil  dues  à l’action  des  Planètes 
principales  .sur  la  Terre  ont  été  rairniées  d'aliord  par  feu  M.  Kiiler  dans 
la  Pièce  qui  a remporté  le  Prix  de  l'.Vcadémie  des  Sciences  de  Paris 
pour  175G.  Il  n'y  a que  la  partie  de  ce  calcul  qui  concerne  les  inégalités 
de  la  longitude,  qu’on  pnis.se  regarder  comme  exacte,  celle  qui  concerne 
les  variations  des  aphélies  et  des  excentricités  étant  fondée  sur  une  ana- 
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l\se  insiilTisanle,  «'Oinnir  on  peut  s’c*n  convaincre  par  noire  Théorie  des 
l'aria  fions  séculaires. 

Pour  les  inégalités  qui  dépendeni  de  Saturne,  on  ne  trouve  dans  cette 
Pii’ce  que  le  terme  — ô — ï>):  et  contme  la  masse  de  Saturne  j 

est  suppo.sée  de  tandis  que  nous  l'avons  réduite  à ü fau<lra, 

pour  comparer  ce  terme  au  terme  correspondant  — o",  .^^92  sin(  Ô — 'b  J 
de  notre  lormule,  diminuer  le  eoellirient  ^ dans  le  rapport  de  3358  à 

3<i2I  ou  de  I à 1,1 1 17,  ce  (|ui  le  réduira  à o',4fi98.  lequel  ilillére  très- 
peu  de  celui  que  nou.s  avons  trouvé. 

•Vu  reste  on  voit,  par  les  autres  termes  que  nous  avons  encore  calculés, 
qu’en  elTet  ce  premier  terme,  quelque  peu  considérable  qu’il  soit,  est 
néanmoins  le  seul  dont  l’ell'et  puisse-  être  sen.sible. 

Jij  II.  — ( ‘aïeul  fies  variations  de  la  Terre  due.s  a I net  ion 
de  Jui>iler. 

5.  Ce  calcul  est  entièrement  semblable  à celui  que  nous  venons  d'expo- 
ser, et  dépend  des  mêmes  formules,  en  changeant  seulement  les  lettres 
T,  r,  p,  relatives  à Saturne,  en  T',  r‘,  p'  pour  Jupiter. 

On  fera  donc  z = ^1  et  l’on  aura  (n"  i.  «'conde  Partie  des  \'ariations 
r 

séculaires] 

i =.  0,19227  ' ■ M =;  1 ,001)261,  N = o,«9568i>, 
d’où  l’on  tirera 

, Il  J =.  1,088236  lof!.  0,0367229, 

I ) =:  u,6li)o5<) 

(21  = 0, 148080 
( 3)  =3  o,o33o8f 
4 I 0,0067856 
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8,5195786, 
7,83 1 5883, 
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rnsiiile 


r'[r', 

= n,  ic)4o8(> 

log.  g,287€ji)38. 

r*[r' 

,r-], 

= o,o374;>3 

8,573t(49^i 

r-[r' 

;= 

7,733(>.{a3, 

r-[r-, 

,r-]. 

,r--  o,oo<»8'j  1 

6,i)3<)8iM)  1 , 

■^'1. 

= o,(>oo7r»'» 

<î,4''337«»H, 

fiitiii 

II'”' =r  o,ik>74i5  log.  7,H7«i’.>87, 


8,887a4'jg, 

-J  — 0 07.00.33 

ar^ 

8,3017547. 

■yr"'  = 0,005^55 

tir 

7,720557g. 

r*]* 

7 r * - m o»ooo()i)i 

0.  Maintenant 
< r i|iii  donnera 


« = o,<)i  5<k)-3  ; 


et  la  Inrinule  des  inégalités  de  la  Terre  «Inès  à Jupiter  deviendra 

— T'[-e  o,t>3(i4>)7  sin  (pT — p' \ — o,oiTî<ï4  siii  ï:  /»” — p'  \ 

— 0.0008'x)  sin  ’i’.p' — ' — 0,0001  ^6  sin  {(/»” — /<’  — . . . ]. 


Il  ne  s’agira  donc  plus  que  d’y  substituer  pour  T sa  valeur  en  seemnles 
ii)T".  377  » ^S<>etion  préeédenle,  n"7 ee  rpii  donnera 


( ’nrirriion  île  la  longiluile  île  la  ferre  ou  ilu  Soleil,  iliie  li  l'aclion  île  Jupiter 
et  ilfpenilanle  timplemeni  île  la  ilislaure  ilr  la  ferre  li  Jupiter 

— 7",o54o  sin  ô — 2T 1 + a",  58-»i)  sin  a 6 — ï”  ) 

O i(>4a  sin  3 ô — £■)  -(-  o'.oa {3  siii4(  ô — 2-“  ) -•- 


Digitized  by  Google 


DES  MOUVEMENTS  DES  PI.  AN  ETES. 


ilif 

7.  Diin.s  la  Pièce  oitée  (4)  les  inégalilés  de  la  luiigiliide  du  Soleil  dues 
il  l'aelion  de  Ju|iiler  sunl  représentées  par  ces  deux  ternies 

— -".olisin  ô — ï."  -e  sinslô"— ZT  , 

lesquels  s'aeeordeiil  ass<“z  liieii  avec  les  deux  premiers  tenues  de  la  l'or- 
mule  précédente,  la  valeur  de  la  masse  de  Jupiter  étant  d’ailleurs  la  même 

de  iiart  et  d’autre,  c'est-ii-dire  — 

' "’D; 

Os  mêmes  inégalités  ont  de  plus  été  calculées  par  (ilairaiil  dans  les 
Mémoires  de  d’ Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  i75.'4;  et  elles  y sont 
exprimées  par  les  termes 

— 7",  I siniô  — £■  ) -I-  i",7  sium ô — T\ 

qui  .s'accordent  aussi  à très-peu  près  avec  les  deux  premiers  de  notre  l'or- 
mule,  quoiqu'un  peu  moins  que  ceux  d’Euler. 

\ l'égard  des  autres  termes  de  cette  formule,  on  voit  (|u’ils  ne  sont 
presque  d’aucune  considération,  niais  il  était  nécessaire  de  les  connaître 
pour  être  assuré  de  leur  peu  de  valeur. 


III.  — Calcul  des  vai-iations  de  la  Terre  dues  à l’action 
de  Marx. 


8.  On  emploiera  encore  pour  ce  calcul  les  mêmes  formules  que  dans 
le  § I,  en  cliangeant  seulement  les  quantités  r.  p,  T,  relatives  à Saliirm', 
en  r",  p“,  T"  pour  .Mars;  on  pourra  même  le  siniplilier  lieauconp,  en  dé- 
duisant immédiatement  les  valeurs  des  (|uantilés 


r'[r',r'l,  r'[r',  r'] 

de  celles  de 

r’[e',r"],  r'] 


rfi” 


d{r\  /-l 
dr"  ' 


déjà  données  dans  le  § III  de  la  Section  troisième  pour  l’action  de  la  rerre 
sur  Mars;  nous  avons  donné  les  formules  néce.ssaires  pour  eela  dans  le 
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TIlkOiUE  DES  VAKI  AXIONS  PÉKIODIQDKS 
II"  -2  (Ifi  la  Section  deuxième;  il  sullira  pour  les  appliquer  lui  cas  préseiii 
d'v  eliaiiRci'  r en  r"  et  r'  en  r". 


Faisant  donc  z — o,65(j3oi , un  aura 


r“ 

=.0,751819 

log.  g.8761134. 

r*  [ r" , r*],  — o,  5a7<(95 

9,7226300, 

/"[r",  r'*'),—  o,:ï(j6i38 

r"[r'. /•”],— 0.147346 

9.1  (>83379, 

r'*[r*’,  r*],  — o,o85'P!';i!6 

8.*)3o5737, 

r‘*'[r",  o,o5o547 

8.7o3tiy>7. 

r‘'[r*', o,o3o443 

8.4B35o,18. 

et  ensuite 

ar 

I<'8-  g.7ï34483. 

^ r*],  ^ , 

9 r * ——>—5 — ~ ~ 1,0120-^0 
Or 

0,2073758, 

0,i3iJ729(>, 

f/Ir'.r'lj  ^ 

■>.  /■  ' — ‘ - — 1 .060,107 

tir 

0,0291023, 

•7  r'^î  “ o,7<>3tioi 

dr" 

<),8i^|(k>22, 

9.75<)4374. 

I r’=  = o.4oy944 

9,6127245, 

!).  Or 

«t 

et  de  là  on  aura  pour  les  inégalités  dues  à Mars. 

— T"[-i-  3,88i"3sIii  ([>"—  i>‘>  -i-  îi,i7oi<>osiii».(^*— /»'} 

— i,<j55aB4  — o.4aolK'7  sin4(fi"— />'r— . . .]■ 
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La  valeur  de  T”  masse  de  Mars,  telle  que  nous  l’avons  déterminée  dans 
la  Théorie  des  variations  séculaires,  est  de  en  parties  de  eellé  du 

Soleil,  lùi  la  multipliant  par  l'are  égal  au  rayon  pour  la  réduire  en  se- 
eotides,  elle  devient  o",  1 1 1731:  e’est  la  valeur  i|u’il  faut  substituer  dans 
la  formule  préeédentc.  On  aura  dune 

Correction  de  la  longitude  de  ta  Terre  ou  du  Soleil,  due  l'action  de  Mars 
et  dépendante  simplement  de  la  distance  de  la  Terre  à Mais 

- o',  5337  sin  ( ô - cf)  - 3*,  487.7  sin  a(  * - cT) 

+ o",7i5i  sln3(ô  — cf)  + o",o47o  siii4(ô  — cf  ) -t- . . . . 

10.  Dans  la  même  Piéee  déjà  eitée  (i:,  on  trouve  pour  les  inégalités 
de  la  longitude  du  Soleil  dues  à l'aetiuii  de  Mars  ces  deux  termes 

— o',4o3  sin(  ô — cf)  — 3",73i  sina(ô  — cf  j 

mais  la  masse  de  Mars  v est  supposée  de  . ' Kin  augmentant  doue 

les  eoelPieients  (>',4o3  et  3",a3i  dans  le  rapport  de  i84tio8a  à aoooono, 
ils  deviendront  o",.437  et  3",5<k>,  lesquels  s'accordent,  comme  on  voit, 
à très-peu  près  avec  les  deux  premiers  de  notre  formule. 

.V  l'égard  des  autres  termes  de  cette  formule,  on  voit  qu’ils  peuvent 
être  entièrement  négligés,  ne  pouvant  jamais  monter  i|u’à  des  décimales 
de  seeonile. 


<4  IV’.  — ('aïeul  des  varialiaus  de  la  Terre  dues  à Tartiuu 
de  l'éuits. 


1 1 . La  formule  de  ees  variations  sera  encore  la  même  tpie  celle  dn  § I 
en  y eliangeant  seulement  les  quantités  T.  r,  p,  relatives  à Saturne,  en 
T'*,  r'^.p"  pour  Vénus.  .Mais  Vénus  étant  inférieure  à la  Terre,  il  faudra, 
pour  la  détermination  des  valeurs  de 


•••’  rfr*  >lr- 
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TIIEOIIIK  DES  V\lll\TIONS  PÉRIODIQUES 
riit()l<iyt‘r  (les  f'unmilvs  stMiihliilili’s  à cclle.s  du  § III  de  I»  Seetioii  preee- 
ileiile,  en  y eliHiigeunI  respcclivenient  r"  en  r"  et  r"  en  r",  pour  rappor- 
ter il  la  Terre  et  à Vénus  ee  i|ui  dans  eet  endroit  est  relatif  à Mai’s  et  à la 
ferre. 

r** 

Faisant  doue  î ^ et  prenant  les  valeurs  eorrespoiidantes  de  .M 
et  N dans  le  n"  i de  la  seconde  Partie  des  Variations  séculaires,  on  aura 


d’oii  l'on  tire 


ensuite 


s o,”î,3î3o,  M = i,i35"63,  N — o,33tiiiti: 


Cl  J -r  4.i)pl>0.t6 

log.  0,6986764, 

•>'947'.n)I*5" 

(2)^7,387485 

«,8684it**6. 

f 3y  = 5,()56443 

“•7749*^7“c 

1 4)  — 4'"»)397 

0,677(^654, 

(5)  3,t>75t»i4> 

• o,56533o5. 

6 2,844299 

0,4539753, 

(7)  — 2,i<)oi88 

0.340481 3, 

, 8 > = 1 ,685o:{6 

0.22Ûtil  18, 

(9)  = 1,3027(10 

0,  1 148644, 

10)  =s  1 ,oai4"^ 

0,00()7765, 

(1 1 1 = 0, 834^60 

9,9161 16(), 

(i5t) 

9,84501 55, 

r"[r”, /•'•]  = i.ipaijtii 

log.  o.o-etraRi, 

r”],  =-  o,()4m)1)^ 

9,974o485. 

r*[r*,  = 0,57714^ 

9,7219787, 

r "[r~,r”),  ^ 0.322858 

9,5o()oi  1 5, 

r"'[r'’,  r'*'],  o,7uG774 

9.3 143386. 

r'[r  ",  r'’]i=ro,i34»)o8 

9,1300378, 
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iti.î 


r"[r",  r”),: 
r'[r',r'*],= 
r'[r-.  r”].- 

— n,o5<)8<^ 
0,0401 19 

log.  8,4)570073, 
8,777'Î8(»5, 

K,6o335o5, 

i/r- 

=£  - 3,575045 

log.  0,553281 5, 

dr 

= 5,17188(1 

0,7 1 3(i4H<), 

dr 

= — 4.«4!>r«' 

0,60734)61 , 

= — 3, 165854 

0,500074)0, 

— — »,45iC37 

n,3H4j|56i , 

dr- 

= — 1,887431 

0, 2758(188, 

= - 1,445683 

0,1(100731 , 

dr* 

II 

1 

9 

o,o43o328, 

dr- 

= - o,84353i| 

9,9261051, 

12.  I,a  valeur  de  n est  iei  éjtale  à i V’  ee  <|iii  donne 

z' 

n = — 0,6355^1 . 


Par  ees  .siihstilutiuns  la  l'onnule  des  inégalités  dues  à Vénus  deviendrai 

— T"’[  H-  i),83otHi<)  siiif^  — />'*)  — 1 i,i(iHïi)K  siii»(|i"—  p") 

— i,Ï797i6siiiî(/>"  — — o,4i8ic).S  sin4(/»"  — /»" 

— ii,i6i)o7Ü sin5(y»"  — p")  — o,o7<c».->i(siii6i p“~ p"  1 — 
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TIlEOltlE  IIES  VAIUATIONS  l'EUIOUlUlJ  ES 


A un 

Kl  iiu*Uanl  pour  T",  inassu  île  Vùiius,  sa  valeur  en  serumies  o",  73989, 
roiiiiiie  dans  le  11“  17  de  la  Seelion  préeédente,  il  viendra 

• Corivrlion  de  la  longitude  de  ht  Terre  ou  du  Soleil  due  ii  Tai  lion  de  / émis 
et  dépendante  unii/uement  de  la  diilanie  de  la  Terre  A Ténus 

— 7*,îti(iS  si»l  ô — 9 ) + 8'.a()34  sili*  Ô — 9 
H-  i",o7o8siii3!  ô — 9 ) -+-  o",  ïo<v4  sin4  ô — 9 1 
-e  o",  iî5i  siii5(  ô — 9 J + o',o58(>siiit>  ô — 9 -f- . . . . 

13.  Les  iiie(;alités  du  iiiouveinent  du  Soleil  produites  par  rartion  de 
Venus  sur  la  Terre  ont  déjà  été  ealeulées  plusieurs  lois;  nous  allons  rap- 
porter iei  les  résultats  de  ees  dill'éreuts  ealculs,  pour  les  euin parer  à eeux 
du  nôtre. 

On  trouve  d'aliord  dans  la  Pièee  déjà  eitée  ' la  formule 

— 5', 75  sinf  ô — 9 ) -I-  t)",o7.  sina  ô — 9 . 

Mais  la  masse  de  Vénus  y est  supposi-e  de  ‘“ii  parties  île  relie  du 

Soleil,  au  lieu  que  nous  l'avons  faite  de  — J — -•  Il  faudra  doue  aucnien- 

î7»777 

1er  les  eoellieients  5", 70  et  6'*,02  dans  la  raison  de  ees  deux  valeurs, 
pour  pouvoir  eomparer  la  formule  préeédente  à la  nôtre.  Par  là  ils  de- 
viennent 8", 348  et  8",74i,  lesquels  sont,  eumnie  011  voit,  assez  dilfé- 
renls  de  eeux  des  deux  premiers  termes  de  notre  formule  pour  qu'on  m- 
puis.se  attribuer  eetle  dillérenee  qu’à  quelque  erreur  dans  les  ealculs.  Or 
j'ai  mis  dans  le  mien  a.s.sez  de  soin  et  de  précision  pour  pouvoir  répondre 
de  son  exactitude. 

(à;s  mêmes  iné);alilés  ont  ensuite  été  ealeulées  |)ar  Clairaut  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Taris  pour  1754.  H y donne  la 
formule 

— io"sin(  ô — 9 ) -t- 1 1",  5 sinal  ô — 9 ) 

-+-  l'./j  sin  3(  ô — 9 ) -e  o”,4  siti.4  ô — 9, 

en  siinposant  la  masse  de  Vénus  de  — ^ — de  eidle  ilii  Soleil.  Il  faudra 
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donc  dimiiiiicr  les  cooflicicnts  de  r«>tU*  foriniile  dans  le  rapport  des  nom- 
hres  278777  à it)8<)()i,  pour  pouvoir  la  comparer  avec  la  nôtre,  et  elle 
deviendra  alors 

— 7',  14  situ  ô — 9)  + 8",ïi  sin»  ô — 9) 

l'.on siii3( ô — 9 ) + o','»t)sin4( ô — 9 J, 

laquelle  s’aeeorde.  à (|uelques  centièmes  de  seconde  près,  avec  celle  <pie 
nous  avons  trouvée;  de  sorte  que  cet  accord  peut  servir  de  conlirmation 
à rexactitnde  de  tuute.s  les  deux. 

.Vu  reste  Clairaut  n’avait  adopté  pour  la  masse  de  Vénus  la  valeur  rap- 
portée que  pour  simplifier  sa  lormule  en  réduisant  le  coellicient  du  pre- 
mier U>rme  à 10",  et  atin  d’en  faciliter  par  là  la  comparaison  avec  les  oli- 
servatiuns.  l.'aldié  de  la  (faille  remarqua  liientôt  que  la  Table  construite 
sur  la  formule  de  Clairaut  donnait  des  résultats  triqi  forts,  et  en  substitua 
dans  ses  Tables  du  Soleil  une  autre  qui  peut  se  réduire  k cette  formule 

— 8”, 7 siii(ô  — 9 ) •+■  p", 5 5io2(  ô — 9 
■+■  !”,•>  sin3(  ô — 9 ) -e  o",3  siti4(  Ô — 9 , 

laquelle  ne  ditfère  de  celle  de  Clairaut  (|u’cn  ee  cpie  tous  les  coellicieiits 

sont  diminués  dans  le  rapport  de  100  à 83. 

Maver  a cons<'rvé  la  même  Table  dans  son  Recueil  des  Tables  solaires. 

mais  en  réduisant  encore  les  valeurs  des  équations  aux  deux  cim|uièmes: 

car  la  pins  grande  équation,  qui  dans  la  Table  de  la  tkdlle  est  de  i.V'. 

n’est  plus  que  de  G"  dans  eelle  de  Mayer. 

Ainsi,  suivant  la  (iaille,  la  ma.s.se  de  Vénus  serait  de  > et  suivant 

a4’t>7* 

Mayer  elle  ne  s»‘rait  (|ue  de  Cidle  (pie  nous  avons  adopté)*  )*si 

entre  ces  deux-ci,  mais  beaucoup  plus  près  ib*  la  première  ipie  de  la  si*- 
conde;  et  l’on  peut  voir,  dans  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  varia- 
tions séculaires,  comment  nous  avons  été  conduits  à cette  détermination. 
<pii  a d’ailleurs  l’avantage  de  donner  des  résultats  conformes  aux  obser- 
vations relativement  à un  des  principaux  points  de  la  Théorie  du  S)ileil. 
le  mouvement  de  son  apogiW*. 


rilÉOlUK  DKS  VAKIVTIONS  PÉKIOIMOÜES 
14.  Depuis,  IVu  .M.  Iùil(‘r  :i  donné  dans  les  Commentaires  de  l'élers- 
hourg  deux  .Mémoires  dont  le  l)ut  est  de  montrer  l'insnlTisanee  de  la  mé- 
thode des  séries  «laiis  la  détermination  des  perturbations  de  la  Terre  cau- 
sées [)ar  l’action  de  Vénus,  et  rinexactitude  «les  Tables  que  la  f.aille  et 
Mayer  en  ont  données  d'n|>rès  les  t'orinnles  que  tdairaut  avait  trouvées 
par  celte  mélbode.  (Voyez  le  tome  XVI  des  Sovi  Commentarii  et  la  pre- 
mière Partie  des  .le/«  pour  177^.)  L’.Anlenr  y calcule  les  perturbations 
dont  il  s'a((it  par  la  mélbode  des  qnatlralnres,  ou  sommations  aritbmé- 
liques,  et  il  parvient  à une  Table  toute  diHérenle  de  celles  dont  nous 
venons  de  parler,  non-seulement  pour  la  valeur  des  équations,  mais  aussi 
par  rapport  à leur  man  be.  Il  importait  non-seulement  â l'.AsIronomie, 
mais  à l'.Analyse  même,  de  découvrir  la  caii.se  d’une  si  grande  dill'érence 
entre  les  ré.sullals  des  deux  mélbodes,  suiioul  parce  (]ue  la  méthode  des 
séries  i-sl  comme  la  ba.se  de  toutes  les  reeberebes  sur  le  système  du 
monde,  et  que  si  l'on  était  iddigé  d’abandonner  celle  mélbode,  on  serait 
loreé  aussi  de  renoncer  à toute  Théorie  générale  sur  l’eirel  de  l’attraction 
mutuelle  <les  Plani'Ies. 

Ileurensement  on  a r^•connu  (pie  celte  dillérence  ne  venait  que  de  la 
manière  d’appli(pier  la  mélbode  des  quadratures  à la  qu(‘stion  dont  il 
.s’agit,  et  lén  .M.  Lexell  a fait  voir  dans  la  seconde  Partie  des  .-lct«  de 
Peleishoiirg  pour  i77<)  (pi’en  faisant  entrer  dans  le  calcul  toutes  les  cir- 
conslances  nécc'ssaires,  il  résultait  de  celle  mélbode  une  Table  des  per- 
turbations de  la  Terre  as.sez  conforme  à celle  cpie  donnent  les  formules 
déduites  de  l’autre  méthode. 

Knfm  .M.  Kuss  a ealculé  de  nouveau  ces  perturbations  par  la  metbode 
des  sériés  dans  la  première  Partie  des  Actes  pour  1780,  et  il  est  arrivé  à 
des  résultats  <pii  s!acrordenl  avec  ceux  de  M.  Lexell,  ainsi  (pi 'avec  la 
Table  de  l'abbe  de  la  Caille  déduite  de  la  formiife  de  Clairaul. 

La  conformité  (pie  nous  avons  trouvée  enlia*  celle-ci  et  la  mitre  peut 
servir  de  eonlirmalion  à ces  coucliisions,  et  à a.ssurer  davantage  la  légi- 
timité de  la  mélbode  des  séries,  sur  bupielle  toute  la  Théorie  des  varia- 
tions du  inmivemeiil  des  Plani'Ies  est  fondée. 
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tij  — CuUul  <U’.i  variations  dr  la  Terre  durs  à T art  ion 
de  Mercure. 

15.  (À*  (.'aïeul  (Ic'peml  des  im'-iiies  rormules  i|ue  celui  du  |)aia}(i'a|die 
preeedenl,  eu  y ehaugeanl  seuleiilelll  les  ((uautités  T",  r”.  /»■',  relatives 
à Venus,  dans  les  (piantités  T',  r',  p"  relatives  à Mercure. 

On  l'era  donc  s=  et  l’on  aura  par  le  ii“  i de  la  .seconde  t’arlie  des 
Wo  ia lions  srcidaires 

3 = <»,î87ii»o,  \|  =,  i,o37H'»H,  N 

I)«*  la  on  lir*?  le»  vîileurs  .suivantes 

io  .11  if435<)iu  log.  o,i57i3oi« 
f I }=:  1,576071  **»'ît757Î>7, 

( 7.  J = *>*747^^"  11,67 

(3)  = o,i343io 

(4>t-o,i44c43  (>.1611973, 

ensuite  • 

r’[r*,  r')  = i,o4o()9i  IoK-  0.017  j}7'» 

r’ [r",  r*],  = 0,4 11137  9,(»i 3<ÿH(4* 

/ * [r*',  r’]i  =r  o,iaoi  77  *6071)8017, 

r*[  r*,  r'],  ~ o.o38685  8,581)777,1. 

r*  [ r r"  ],  r=  0,0 1 3 1 6ti  8,11 1))  |t»3. 


ii\  f'"  r* ^ — 

-!#'«  “ = — •»,  ‘6i7j.{  ' Inj;.  o.3‘t.){j37, 

-I /•*!  ~ -,  i,'5iojo  o,?|3»»)1m», 

r*r**  ” — 0.7557H7  9,878 
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THEORIE  DES  VVRIATIONS  PERIODlOliES 
— o,373ioo  lop.  ((.‘hmjSS^u, 

7 r"  ' R>  J<>o  c).  1 3471**5, 


II».  I.;i  valeur  de  n est  cxprhncp  iri,  romiiit-  dans  le  paragraphe  pre- 
eedeiil.  par  1 — V’  de  siirle  i|u’on  aura 

.1 

n — — 3,1 5^075. 

Kl  de  là  on  aura  pour  les  illégalités  dues  à Meirure  la  l'orinule 

— T'  [o,37l>4o4  siinT»*  — f)'  i — o,o«i<(7li»i  siin  'p"  — 

Ku  siihstituaul  pour  T’,  masse  de  Merenre,  sa  valeur  en  seeondes 
o”.  101818,  eomine  dans  le  n"  !!•  de  la  Seelioo  préeédenle,  on  aura 

('tinvcOun  tir  ta  loiif^ilutlr  tir  Itt  fert'r  ou  ilu  .Soleil,  tlttr  ù l'action  tie  Mrrciitr 
et  dépendante  de  la  distance  de  la  ferre  A..Hercnrr 

— o',o383sin  ô — î «",0010 sin*  ô — ? -t- . . . . 

Ou  voit  que  eelle  eorreelion  eM  iiiseiisihle;  aussi  ne  l'ai-je  ealeuh*e 
que  parce  qu’elle  ne  l’avait  pas  encore  été,  et  pour  ne  laisser  aucun  vide 
ilans  la  Théorie  dont  il  s’agil. 


SECTION  CINQl  lÉ.MK 

01  L ON  IiONM;  |,K!>  \\hl%TIONs  PÉ  R 1 OU  I Vl*  Bi*  UT  MOl\R.ur:>T  0^.  \BM^ 
UÈPENDANTE»  UE  î^A  UISTANCE  Al\  AITRES  PLANETES. 

La  Théorie  de  Vénus  est  une  des  plus  iniporlaules  apri's  eelle  de  la 
Terre.  Car  celte  Planète  paraissant  très-souvent  et  avec  heauroup  d'éclat, 
elle  peut  être  d’un  grand  usage  pour  v eoniparer  la  Lune  dans  l’obser- 
vation des  longitudes  en  mer.  D’ailleurs  la  célébrité  de  ses  derniers 
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|ia.ssagr.s  sur  le  disque  du  Soleil,  et  les  reeherrlies  iiondireuses  que  les 
ubservations  de  ees  p.issages  ont  oeeasionnéc.s  reliiliveiueut  à 1»  dèler- 
miualiuii  de  la  parallaxe  du  Soleil,  uni  augiiieiilé  eneure  riiitérêl  que 
eelte  parlie  de  l’Aslrouomie  peut  inspirer  par  elle-niéine.  Klles  ont  siir- 
lout  fait  suiihailer  de  eonnaiire  parraitenieni  les  inégalités  du  inoiive- 
ineni  de  Vénus,  pour  être  en  état  de  mettre  dans  la  détermination  dont 
il  s’agit  toute  la  préeisioii  dont  elle  peut  être  suseeplihie.  C’est  doue  une 
reclierelie  très-néeessaire  aux  progrès  de  r.AsIronoinie  que  eelle  des  dé- 
rangements que  eette  Planète  peut  «prouver  de  la  part  des  autres  Pla- 
nètes en  vertu  de  Jcur  attraction  mutuelle;  et  les  .Astronomes  ne  pour- 
ront (|ue  me  savoir  gré  du  travail  dont  je  vais  exposer  les  résultats  dans 
cette  Seetion. 

ÿ I.  — Cali'til  des  variations  île  feniis  dues  à l’action 
de  Saturne. 


I.  .Nous  pouvons  emprunter  des  Sections  précédentes  les  Cormules 
nécessaires  pouree  calcul.  .Ainsi,  en  eiiaiigeanl  seulement,  dans  eelle  du 
n"  1 de  la  Section  quatrième,  les  quantités  relatives  à la  Terre, 

dans  les  quantités  analogues  r",  p" , relatives  ii  Vénus,  un  aura  pour  les 
variations  dont  il  s’agit  la  lormule  generale 


...l  I (/[r.c'l,  .A-en’  , , iA-tn  + ie  r‘"  \ , 

- ' I ^ ôn.-n-,  " t'-’ '•  3'- 

— tj  —7-, T r )'  H ? ^ r'’[r,  r'*],  1 siiia(p‘'— /Il 

lïn;i  — 4«’)  lit"  an’H  — 4«)  ' J r r 

■ r-lr.r-].|.si„3(,i--/,| 

|3«'i  — <)/<*)  dr*'  1—9/1^)  ^ ^ " 

...I  * ^’*l4  ^ f 1 I r 


dans  laquelle 
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r*’ claiit  la  distaiii’i’  moveiHlP  de  Vénus  au  Solril,  et  r relie  de  Saturne 
au  Soleil. 


2.  Pour  la  dèlerinination  des  i|uantilés 


r'’[r,  r"]„  r”[r,  r 


dr-  ’ 


.,„d[r.j"], 

rfr" 


on  aura  les  mêmes  lormules  que  dans  le  n"  2 de  la  Seetion  troisième,  en 
eliaiigeant  r”  en  r". 

Faisant  doue  z — on  aura  par  la  Table  du  n“  4 de  la  .seconde  Partie 
des  Varialioiu  séculaires 


• 

Z = o,(>75H?«,  M = 1,001 

437,  N = o,o37««3. 

et  de  là  on 

trouvera 

( o)  = i,oi3o5it> 

log.  o,oo563i6. 

( 1 ) = o,5i!>g934 

9,3616037, 

(%)  0,02189.4^ 

8,338«>i«i4. 

(3)  = 0,0027794 

7,4439510, 

ensuite 

r**[r,  r'*]  =50,075999.“^ 

log.  8,88«4*>9<>. 

r**[r,  r’*],  = 0,005761 

7,7«o4952. 

r‘'[r,  r”],  = 0,000327 

6,5i 38292, 

enfin 

il*  r r*'l 

a r ■”  = 0,000  j3<| 

log.  6,6491676, 

r”l,  - 

J r'”  — ^-T *■  = 0,01 1 579 

dr'*  * 

8,0634084* 

— lî  =o,ooi3iu 

rfr»*  ^ 

7,1201460, 
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3.  Or 

> 

rt  = I — i’  = o,()79ia3î 

ainsi  la  tVinmile  i-i-tirssus  deviendra  par  ee»  suhslilutions 

— T [o, 003074  sln'/»"  — [>)  — 0,000648  sin  »(/>■'  — 

De  sorte  (|u'en  y iiietlaiil  pourT  sa  valeur  en  seeondes  6r,/|i7(i,  011 
aura 

('omet ion  lie  In  longitude  de  I ému  due  à l'action  de  Saturne  et  dépendante 
de  la  distance  liéliocentrique  de  ces  Planètes 

- o',  1888  sin(  <?  - 6 ) -4- o',o3<|8  sin  »(  9 — l)  ) . 

Celte  correction  étant  lorl  au-de.ssous  d’une  seconde  peut  être  néfjli- 
gée  dans  tous  les  cas;  mais  il  était  nécessaire  de  s'assurer  par  le  calcul 
i|u’elle  pouvait  toujours  l’être,  ce  que* personne  n’avait  encore  lait. 

J4  II.  — Calcitl  (les  variai  ions  de  l énns  dues  à l’arlioit 
de  Jtiiûler. 

i.  Pour  ce  calcul  il  n’y  a (|u’à  cliailger  dans  la  rormule  du  n"  I les 
quantités  r,  p et  T,  relatives  à Saturne,  en  r',p,  T'  pour  Jupiter. 

Faisant  donc  s = — > on  aura  par  la  Table  citée 

2 = 0,  i3()o*H,  M = i,oo4B4i«  N = 0,061)3^0, 
el  (le  là  on  Irouvera 


(o)=  1,044870 

log.  0,OM)o6?.3, 

( 1 ) =:  o,43a8oi 

( a)  = o,o75io<> 

8,8750746, 

(3)  = 0,01 3641 

8,  lui  7814* 

(4)  = o,oo6o3a6 

7,7805045, 

V . (to 
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fiisuilf 


r'*J  — o,i3<)756 
r''[r\  r*'],  ~ o,oii^84 
r**),  = o,oo2o3ti 
r'*(r',  r'*],  =r  o,owjn‘ît3 

log. 

9,i453tV)7, 

8,».8<i»«97, 

7,3o78<>o5, 

8,^476703, 

ï/[r',r^*]  g, 

ar'** — o,ooï(75o 
(/r-  ' 

log. 

7,43i)33»7, 

^177.7  — «•*>3<)744 

8,5çî7o85o, 

ar‘* 

7,9144331, 

f/fr'.  r”]i  . 

*■  =0, 001301 

de-' 

7,1764906, 

a 

5.  La  valeur  île  n étant  toujours  expriinée  par  i — 2*,  elle  sera  dans 
le  cas  présent 

n =:  o,<v{Hi35, 


et  la  lornuile  des  inégalités  dues  à Jupiter  deviendra 

— T'Io.oi'Kiti^  sin'^"  — p')  — 0.004474  slna(/»'’  — f/) 

— 0,001  ioosin3;/i”  — />')  — •••]• 

.Mettant  doue  pour  T' sa  valeur  en  seeondes  »r|!4*,  377,'),  il  viendra 


Corrfction  ilr  lu  longlliiile  île  f 'Aniis  due  d l'action  de  Jupiter  et  dfpeiidiiHie 
de  la  ditlance  héliocentrique  de  ces  Planètes 

— ?’,»|iai  sin(9  — o',8t>.47  sin»(  P — £"  ) -e  o',ïn6siii3(  9 — î"  -t- 

« 

On  voit  i|u’il  n’y  a ijiie  le  premier  terme,  qui  dépt'inl  de  la  distance 
.simple  de  Vénus  il  Jupiter,  qui  puisse  être  sensilde;  encore,  étant  au- 
dessous  de  '4  seeondes,  il  pourra  être  négligé  tant  que  l’exactitude  des 
uhservations  ne  pourra  pas  atteindre  à la  précision  des  secondes. 
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III.  — Calrul  des  variations  de  l'rnns  ducs  à l'art  ion 
di‘  Mars. 


6.  On  changera  dans  la  menu*  fornuile  du  n"  1 le.s  quanlités  r,  p,  T. 
relatives  à Saturne,  dans  les  quantités  r”,  p",  T"  relatives  ii  Mars,  et  l'on 
suivra  du  reste  le  même  procédé  dans  le  calcul. 

Mais  on  pourra  abréger  ce  calcul  en  partant  des  quantités  que  nous 
avons  <léjà  calculées  dans  le  S IV  de  la  Section  troisième  pour  raclion  de 
Vénus  sur  .Mars,  et  employant  les  formules  données  dans  le  n“  “2  de  la 
Section  deuxième,  comme  nous  en  avons  usé  dans  le  § III  de  la  Section 
précédente. 

. .Ainsi,  faisant 

• i ~ 0. 1 

r"  • ' 


un  aura 


r”[r',  r”J  — o,5o5{88 

log.  c).7o37iob, 

(■‘•[r",  r‘’)i  r=  o,î47t’>ii( 

r"[r',  /•"],  = o,oH<)nit> 

r‘’[r",  r‘'],=  o,u3ïï4>Ç) 

8,â4;)3647, 

r"[r“,  r'*],=  o,oi473<) 

8.16K484.., 

r"  [ r',  r"],  = o,oo(j2(>î 

"•T9<>74'4. 

ensuite 


.r- 

tir" 

log.  4),  1 53 1703, 

r'*1, 

tir" 

t),778o'>(v7. 

tir" 

= o.34»8r»3i 

(),6uo46'7  I , 

= o,^3o|  i(| 

4),3i’i5*5iH3, 

dr''' 

r=  ia(N>'7.3 

, #/[  r",  r'*], 

TJ!  L 

dr" 

= o,o(j7i7i 

8,b27?oiî», 

(iu. 
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7.  I,a  valt'ur  de  n élanl  encore  exprimée  par  i — z‘,  elle  sera  ici 

« — o.rt'igiS, 

ei  la  rm-imile  des  inéj'alités  dues  à Mars  deviendra 

— T"[o,7i5io4  sintp’”  —/»')  — o,<vî853{  sina(/»''  — 

De  sorte  (|il’en  y snlisliluanl  pour  T",  masse  de  Mars,  sa  valeur  en  se- 
eomles  <>",  1 1 l's,  on  aura 

(,'orrrction  île  la  longilutle  île  fénus  due  A l’action  de  Mars  et  dépendante 
de  ta  distance  héliocentrique  de  ces  Planètes 

— o*,o;;)i)Sio  9 — cf  ) 4- o',  luCto  siiiï  9 — (fl-h..  ^ 

(à>lle  correction  no  montant  pas  même  à une  s<>cot)de,  oti  poRrra  tou- 
jours la  regarder  comme  nulle. 

Ji  IV.  — Cnlntl  tU‘S  varia! ions  dr  l'rutts  durs  à l'action 
de  ta  Terre. 

8.  On  suivra  encore  dans  ce  calcul  le  même  procédé  et  les  mêmes  lor- 
mules  t)ue  dans  relui  du  paragraphe  précédent,  en  cliangeatit  seulement 
les  (|uantités  r".  p“ , T",  relatives  à Mars,  en  r",  />",  T',  et  faisant  usage 
des  valeurs  déjà  calculées  dans  le  J IV  de  la  Section  précédente  pour 
l'action  de  Vénus  sur  la  Terre,  d’après  les  formules  données  dans  le  n"  2 
di‘  la  Section  deuxième. 

On  aura  doue 

s = —■  = 
r ‘ 

et  de  là  ou  trouvera 


r’*]  = «,8Ü7<ï«4 

r‘’'(r",r’'].  = 0,681373 

»l,S33385o, 

= o,3Hi?i)K 

IJ,  5819.64:*, 

r'*)j  = o, ■3:33^33 

14.36H34HO, 
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log.  9,1736751, 

8,9893743, 

^'*]4=  o,o64"ti5 

H,8ii3438, 

r'*[r*,  /•*’]» r=  o,o43!ia3 

8,6367227, 

/"'[r",  r‘*],  = 0,029019 

8,4626867, 

ar" 

log.  9,934564 1 , 

2 =2,378234 

o,376?f>ij6» 

2r'»-i£„  Îi_2,it5(,493 

o,33575(>7. 

, d\ r*.  r'*l»  ^ 

— 1 8ao"do 
rfr”  * ' 

o,4»6o243^« 

1,475006 

0,1(187938, 

rffr*,  r"]-.  ^ 

2;"*»  — L_ L.  ~ i^iroobn 

</r'*  ' 

0,0889.088, 

f/r”  ' 

f/[r*,  r‘'l, 

21-'”  ' *■  =Op/'*«>*7 

9,8524;)65, 

i/îr',  r"l,  -, 

2r'**  — ; *-=0,552110 

9,7420328, 

9.  Or 


n = I — i’  =:  0,39491  - ; 


düiH’,  en  laisiint  ces  tliirérciUes  subsittniiuns,  la  rormule  des  variations 
dues  à la  Terre  deviendra 

— T'[-+-  9,ooii3»)(i  sin  /i"  — /»") -»-i9.  >7ooo4  siii  ? p"  — p“: 

— 1 1,594334  sin3{^"  — f^)—  1 ,1397139  sin  4 (/<"  — pT) 

— o,55ii)>45 siii5(/>'‘ — /(* I - o,î3i933sin6;p"  — ...]. 


Digitized  by  Google 


478 


THÉORIE  DES  VARIATIONS  PÉRIODIQUES 

Ainsi,  en  mcltanl  pour  T",  masse  de  la  Terre,  sa  valeur  en  secondes 
o",  ">().iîi,  on  aura 

Corrfdion  île  tu  longitude  de  /'énus  due  à l 'action  de  la  Terre  et  dépendante 
de  la  diitance  héliocentrique  de  ces  Planètes 

— 4”i5ai7  sin(9  — ô ) — io',:io3osin»(Ç  — ô 

■4-  fi", 53<)9sin3(  9 — 6 | o-  o'  ,95a5ain4(9  — ô) 

4 o'’,3i  lAsiiiS  9 — 6)  4-  O*,  i3o8  sin(l(  9 — ô . 


10.  M.  de  Lalande  était  jusqu'à  présent  le  seul  qui  eût  clicrelié  à dé- 
terminer les  iné(;alités  périodi(|ues  de  Vénus;  encore  s’élail-il  contenté 
de  calculer  celles  qui  ilependeni  de  l’action  de  la  Terre,  comme  les  plus 
sensibles,  à cause  de  la  proximité  des  orhiles  de  ees  deux  Planètes. 

Son  calcul  M*  trouve  parmi  les  Mémoires  de  T Académie  des  Sciences  de 
Paris  pour  17G0,  et  il  donne  pour  résultat  ces  tlcux  leemes 


— 9",6sin(  9 — Ô | — a7",osina(  9 — ô ), 


qui  répondent,  comme  ou  voit,  aux  deux  premiers  termes  de  la  formule 
que  nous  venons  de  trouver,  mais  avec  des  coclîicients  prescpie  deux  fois 
plus  grands. 

Otte  dilférence  dans  les  eoeflirients  vient  de  celle  ilans  les  valeurs 
adoptées  pour  la  ma.s.se  de  la  Terre.  ,M.  de  Lalande  s’en  est  tenu  à la  va- 
leur donnée  par  Newton,  laquelle  est  de  eo  parties  de  la  masse 


du  Soleil,  au  lieu  que  nous  l’avons  réduite  à d’après  les  détermi- 

nations les  plus  exactes  des  parallaxes  du  Soleil  et  de  la  Lune.  (Voyez  le 
11"  6 de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires.)  Il  faudra 
donc,  pour  comparer  les  ileux  premiers  termes  de  notre  formule  à ceux 
que  -M.  de  Lalande  a trouvés,  augmenter  les  coeiricients  de  ceux-là  dans 
le  rapport  de  169283  à 3t).ô36i,  ce  qui  les  réduira  à eeu.x-ci 


— - 9",75c)siii(9  — ô — n"ia37  sina'  9 — ô 


qui  s'accordent,  comme  ou  voit,  aux  dixièmes  de  .seconde  près,  avec  ceux 
de  la  formule  de  .M.  de  Lalande. 
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.Mai»,  ouli’c  le»  deux  terme»  dont  il  s’agit,  notre  formule  en  eonlieni 
encore  un  dont  le  coedicient  est  a.»,»ez  considérable  pour  ne  pouvoir  pas 
être  négligé,  comme  ,M.  de  Lalande  l’a  (ait.  C’est  le  terme 

6',  53<)i)  sln  3(  9 — 6 ), 

i|ui  doit  intluer  d'autant  plus  dan»  la  valeur  de  la  formule,  qu'il  est  de 
signe  contraire  aux  deux  premiers.  Ainsi  la  Table,  que  .M.  de  Lalande  a 
donnée  dans  les  Mémoires  cités  et  dans  la  Connaissance  des  Temps  de  1 76a 
pour  les  inégalités  de  Vénus  dues  à l'action  de  la  Terre,  doit  être  l'ecal- 
ciilée  d'après  la  formule  que  nous  venons  de  trouver. 


}^'  V.  — Calcul  des  variations  de  Céans  dues  à l'action 
de  Merenre. 


1 1 . La  formule  du  n“  1 servira  encore  pour  Mercure,  en  y cbangeani 
.seulement  les  quantités  r,  p,  T en  r',  p'.  T'  ; mais,  comme  cette  Planète 
est  inférieure  k Vénus,  il  faudra  déterminer  le»  valeui's  des  quantités 


r’ j„ . . . , »r'' 


li,  r' 


dr 


dr" 


X..., 


par  des  tunnules  analogues  à celles  du  § III  de  lu  Section  troisième»  après 
V avoir  changé  les  (|Uanlités  r”  en  et  r*'  en  r’,  pour  I*^  rapporter  au 
cas  présent. 

On  fera  donc  z = et  Ton  aura  d*abord  par  ta  Table  du  n"  i di*  la 
seconde  Partie  des  Variations  séculaires 


2 =:  o,’î35l<>4,  M = i,07>y8<>, 


N r o»9.57(vif5; 


<1*011  Ton  trouvera 


(o)  = 2, 107096 

( I ) =r  3,035496 

(2)  =:  1,950567 


log,  o,373t»H44» 
Ü,4B2Î.297, 
0,?4g>|t>U9, 


VW>  THÉORIE  DES  VARIATIONS  PÉRIODIQUES 


. { 3)  — i,iç)i4o“ 

log*  0,0764244V 

(4i  = ">'‘>87"4 

9,8504648, 

(5)  = o,4i38i- 

9.6ittoo83, 

(6)  = o,x39o42 

9.37H4742, 

Plisuile 

r"[r'\  r’]  i ,i>t«><)«i 

log.  o,d358()22, 

r**[r'’,  r*],  = o,6o57o5 

y,78»ï6i5, 

r'*[r",  r*)ï—  o,24^>58i) 

y,3<(i<)73i. 

r'’[r”,  0,110-67 

0-o444“t7. 

r' ]* tzz  o,u52(»H4 

8,7167062, 

. piitiii 

,r-Æ2;:l  = _a.«iy7o5 

iug.  o,4t32.So3, 

0,4427674. 

»r">  - 1.63851 4 

ar*^ 

0,2|44^^« 

ir"*  " = — o.çyîilîlk) 

9,i)83o257, 

w = 0.557815 

or"  ' 

9.7464yoi, 

12.  La  valeur  de  0 sera  ici 

n~,-±  = - 

1 ,5'"»4?8H: 

Pi  la  rorimilp  «les  int-galilés  dues  à Mercure  deviendra 

— T'[o,  1 3d64a  sin(y>*  — p"  i — o.orüî^SS  sin  i(/i'  — p")  — 
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Sul).stiliianl  (lourT’,  mii.sse  de  Mereure,  sa  valeur  en  seeondes  o",  loiH, 
on  aura  doue 

Correction  de  ta  longitude  de  /'fnut  due  <1  l'action  de  Mercure  et  dépendante 
de  lu  distance  hiliocentrique  entre  ces  Clnnétes 

— o",oi3g  siii(  9 — ? ) -*-  o”,o«r>8siiia(9  — 

Connue  eelle  eorrection  e.sl  (oujours  au-dessous  d'uii  dixième  de  s«‘- 
ronde,  elle  |ieul  cire  ré|)Ulée  nulle  dans  tous  les  eas. 


SECTIO.N  SIXIÈME 

uC  LOS  DUSSE  LES  VAEIATIOS8  PÉHIODIOL'ES  Dt'  MOL'VEMEST  DE  MEECIDE. 

DÉKESDASTES  DE  .SES  DIStASCES  II  t LIOCE  STEI  Ut  ES  AUX  AI'THES  ELASlitES. 

Mereure,  |iar  sa  petiles.se  et  par  sa  proximité  du  Soleil,  est  de  toutes 
les  Planètes  prineipales  eelle  i]ui  attire  le  moins  notre  allention.  Mais  les 
Astronomes,  oeeupés  à examiner  toutes  les  parties  du  grand  édiliee  du 
Svstème  du  monde,  et  pour  qui  tout  phénomène  céleste  est  également 
précieux,  mettent  la  Théorie  de  Mereure  sur  la  même  ligne  que  celle 
des  autres  Planètes,  et  y attachent  même  d’autant  plus  d'importance 
(|u’elle  pré.sente  plus  de  dilficultés.  La  rareté  des  ohservalions  de  cette 
Planète,  qui  ne  peuvent  être  faites  que  dans  ses  passages  sur  le  Soleil,  et 
surtout  rinsullisance  de  celles  que  les  anciens  nous  ont  transmises,  ont 
retenu  jusi|u'ici  la  Théorie  de  .Mercure  dans  nn  état  d'imperfection  que 
l’ohservation  du  dernier  passage  n'a  que  trop  conlirnié.  Cette  Théorie 
demande  donc  encore  les  recherches  des  Astronomes,  et  relies  qui  font 
l'objet  de  cette  Section  pourront  y être  utiles,  eu  offrant  le  calcul  des 
principales  inégalités  périodiipies  dues  à la  gravitation  universelle. 

§ 1.  — ('alfttl  des  variations  de  Mereure  dues  à Sain  rue. 

I.  Mereure  étant  comme  Vénus  inférieur  à Saturne,  on  aura  pour  les 
variations  cherchées  une  formule  seinhiahie  à celle  du  § I de  la  Section 
précédente,  en  y changeant  seulement  les  quantités  r",  relatives  à 
V.  6i 
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Vénus,  dans  les  quantités  analogues  relalives  à Mereure.  Cette  l'or- 

niule  sera  donc 


— ; 2 /•' 

/ni— 

J'  , 

dr’  n'(i 

r*l, 

'«■r  TT  J 

t 

■^-*-4"’  r.fr  r-1  1 

sin3(|»’—  ft) 

a/i(i  — 4»* 

dr" 

3«'(i-4«’)'^  J'J 

1 

sin  3(|»’—  // 

3/111  — 9/1*1 

dr'' 

1 

3 H-  i6n‘  , T 

siiij!/»'  — p) 

j «1, 1 — i6rt*| 

rfr'  ^ 

dans  laquelle 


r'  étant  la  distance  inuyenne  de  Mercure  au  Soleil,  et  r celle  de  Saturne 
au  Sideil. 


2.  On  déterminera  toujours  les  (juanlités 


r'[r,  r']„  r’[r,  r')„. . ?r’ 


par  des  formules  semlilaliles  à celles  du  n"2  de  la  Section  troisième,  en 
y changeant  r"  en  r'. 

Ainsi,  en  faisant  ^ = y»  on  aura  d’ahord  par  la  Tahie  du  n"  i de  la 
s«H'onde  Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires 


Z — o.ojo'l^tl,  M 1 ,noo.{ II,  N =:  o,oaoa84, 
de  là  on  trouvera 


I O ) :_  1 .0037 1 4 
I ) =:  0, 132106 
3 j — 0,006253 
( 3 1 = 0,003357 


log.  o,ooi6oç)i.)< 
i),o867364, 

7,35353i6, 
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rnsuilo 


enfin 


r*[r,  r’]  = 
r’[r,  r’],  = 0,001647 
r’[r,  r^],=  o,oooo4<) 


„ </[r,  r 
tir 


rfr' 


= 0,000167 
= o,oo32i)cj 

= o,oooao4 


log.  8.(H»644f^”* 
7,1167936, 
5,6931  i4o> 

lug.  6,22:)t4^^' 
7,5183862, 
6,3«4'7*t 


3.  Or 

n =:  I — ï'  = o,«)9i8a7  ; 

ilonr,  fai.sant  ces  suhi^litulions  dans  la  foniiulf  précédenli!.  elle  deviendra 

— T[o,ooo(>25siii(/»*  ~ p)  — o.oooo<)4sin*(/»*  — p)  — . . 

de  sorte  qu'en  meltanl  pour!  sa  valeur  en  secondes  {>i",/,i76,  on  aura 

Coim  lion  df  la  longitudr  dr  Mercure  due  A l'action  de  Saturne  et  dépendante 
de  ta  distfuice  héliorentrique  de  cet  Planétei 

— o", o384  sin ( ï — 6 ) 4-  o', oo58  siii a(  ? — 6 ) 4- ... . 


^ II.  . — Cnlriil  des  Atarialioiis  de  Merettre  dites  à Jttpiter. 

i.  On  clianpera  dans  la  formule  du  n"  1 les  quantités  r,  p,  T,  rela- 
tives à Saturne,  dans  les  quantités  r',  p , T'  relatives  à Jupiter,  et  l'on 
suivra  du  reste  le  même  proeédé. 

Kaisaiit  donc  s = pr»  on  aura  par  la  Table  cifêe  ' 

« = 0,0744*8,  M = i,ooi385,  N = 0,0.37188. 

61, 
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H dp  là  on  trouvera 


{<>)—  1,012573 

(1  ) r=  0,225621 
{2)  — 0,020C)4^ 

(3)  0,00l3l5 


!og.  0,0054263, 

9,3533794, 
8,321 1426, 
7,1  ï8t)5H8, 


ensuite 

r'  [r',  r']  = 

0,074531 

log.  8,8723395, 

r’[r'.  r*]i  ~ 

o,oo55Si 

7,7443831, 

o,ooo3i 1 

(■>,4922547, 

eiitiii 

dr* 

o,ooo4t5 

log,  6,6171,434, 

..-.■üijp: 

0,01 1148 

8,0171970, 

rf[r'.  r'], 
cfr’" 

•zj.  0,001240 

7,0933516, 

5.  \aï  valeur  de  n étant 

« = I — 0,«)7f)tk)5, 

on  trouvera  pour  la  fonimle  des  variations  dont  il  s’agit 

— T'[o,(io2i^j4  — P*)  — o,oootii3  sin  ' — . . . 1. 

Kn  mettant  pour  T',  niasse  <le  Jupiter,  sa  valeur  en  siM'ontles  ^77^, 
on  aura  enfin 

Con'eciion  de  /«  longitude,  de  Mercure  due  à Vuction  de  Jupiter  et  dépendante 
de  la  diitance  héliocentrique  de  ces  l^lanètes 

— o",5<i9€>  sinl  5 — ï')  H-  o'.  \ 184  sina(  ï — 5T  ) -h 
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Js|  III.  — Calcul  des  ■variations  de  Mercure  dues  à Mars. 


6.  On  emploiera  toujours  Ic.s  mêmes  formules  que  dans  le  J I,  en  y 
ehaii(;eant  .simplement  r,  p,  T en  r",  p",  7",  pour  sultsliluer  aux  (pianlitês 
relatives  à Saturne  les  quanlités  analogues  relatives  à Mars;  et,  comme 
les  valeurs  de 


r’(r',r’],  r'(r\r'] » 


rfr  «r 


ont  déjà  élè  calculées  dans  le  § V de  la  Section  troisième,  on  en  pourni 
déduire  immédiatement  celles  de 


r’[r',r’1,  r'(r',  r')„ . . . 


rfr'  ’ rfr' 


par  les  formules  données  dans  le  n"  â de  la  Section  deuxième. 
.Ainsi  fai.sani 


o,?54oS4, 


on  aura  d'ahord 

0,0661 7 I 
0,01 


r'jr'.r'],^ 
r'[r“,  r'],= 


log.  9.4 1 a I îtà). 
8,Sst>6ti8?, 
H.ioiStSA, 


ensuite 


ar'  * 

log.  8,»47î.Ac94, 

.,..434395. 

^ — o,o570»4 

8.7161037, 
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7.  Or 

» 

n = I — = 0,871947: 

iloiu',  fiiiiiaiil  ces  ilifl'i-rriites  sulislitutions  dans  la  formule  générale,  elle 
deviendra 

— T'  [o.o8i6(}3  sin(/>'  — ,■»”)  — o.oBgjîS  sinafp*  ~ p’)  — ■ • • 

par  eonséquent,  en  niellant  pour  T',  masse  de  Mars,  sa  valeur  en  se- 
eondes  o“,  1117,  il  viendra  pour  la 

Corrrdion  de  ht  longiluilr  de  Mercure  due  à l'action  de  Mart  et  dépendante 
de  la  distance  héliocentrique  de  cet  Planètet 

— o'.oopi  sin(  5 — cf  ) -r-  o",oo44  sinaf  ? — cf  ) . 

l\  . — ('(lirai  des  variai  ions  de  Mcrrtirc  dues  à la  Terre.  • 

8.  Ce  ealeiil  dépend  encore  des  mêmes  formules  que  celui  du  para- 
graphe précédent,  en  changeant  seulement  les  quantités  r",  p" , 'r  en  r", 
/?",  T",  et  faisant  usage  des  valeurs  déjà  calculées  dans  le  | V de  la  Sec- 
tion quatrième. 

On  fera  donc,  comme  dans  cet  endroit, 

Z = ^ z=  0,387 100, 
r ' 

et  l'on  aura 

r*[r",  r']  ; o,4o29t>8  log.  9,1!o5»7ü3, 

r’[r',  r'],  = o,i59i5i  9,2oi8o<)li, 

r’[r”,  r’],=  o,o4t!5iH  8,667624‘>, 

r*  [r*,  r’],=  o,oi5o5a  8,1776006, 

ensuite 

ar'- = o,<i(i95H5  log.  8,84a5i5(i, 

If'*  = 0,359515  9,5557291, 
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— o.if)i)5i8  log.  y,3oooo38, 

»r"  — = o,(«>i8C8  8,3775773, 


9.  Mais 

/I  = I — S*  = 0,759157  ; 

donc,  l'aisant  ces  substitutions  dans  la  fonnule  des  variations  de  Mercure, 
elle  deviendra 

— T'[o,ixpi34  sinip’  — />”)  — 0,834 j33sini(/>''  — ^)  — . . .j. 

D'où,  en  mettant  pour  T",  masse  de  la  Terre,  sa  valeur  en  seenndes 
o",56/|5,49,  on  aura 

Correction  de  la  longitude  de  Mercure  due  <>  l'action  de  la  Terre  et  dépendante 
de  la  dittance  héliocentrique  de  Mercure  à la  Terre 

— o",o5ao siti ( 5 — ô)  o",47i  I sin*(  ? — ô ) -t- 

tj  V.  — Caifiil  des  variations  de  Mercure  dues  à l’art  ion 
de  f 'étuis. 

10.  Les  formules  (|u’on  a employées  jusqu’ici  serviront  encore  pour 
ce  calcul,  puisque  Mercure  est  épalemeni  inférieur  à Vénus.  On  eliangera 
donc  simplement,  dans  la  formule  du  § 1.  les  <|uantités  r,  p.  T en  r”,  p^', 
T",  et  l'on  partira  des  valeurs  déjà  calculées  dans  le  § V de  la  Section 
einquièmi*.  pour  avoir  celles  de 

r’ir”,  r’J,  r'jc',  r'] 

eoinme  on  en  a usé  ei-dessus. 

On  fera  ainsi 

ï = ^ =:  0, 535184. 


MW  THÉOUIE  DES  VAIU  ATIONS  l*ÉH  lOlUQUES 

l'I  l'on  IronvfM-a  d’aliord 


r'[r‘*,  r']  =- 

o,58i?i3i 

log.  9,7<>4349o, 

r'[r", / '],= 

0,33^4 1 5?. 

(),5i  07483, 

r'[r'*,  r'],  - 

o,t3ir|<î5 

<),I7o45«)(), 

«•'[r-.r-]. 

8,773.8c)(>5, 

r*[ r'*, 

0,077873 

8,4451931», 

d\r",  r'] 
•xr"  , — ' 

dr' 

— 0,773454 

• 

log.  9,349i8Ht>, 

</[r",  rO, 
" </r' 

— - o,835o7<j 

9,9717778, 

dr' 

0,6|7()44 

‘(•7**74®'*y> 

= o,3<)(^»()5 

;»'5977t»;^i> 

— o,î4a77t> 

9,'t85i<)5o, 

II.  Or 

I 

n — I — î ’ . . o,6<>85oï  ; 

dnnr  la  furinulc  di'ü  variations  dont  il  s'aj^it  drvinndra 

— . T"(  -t-  1,339355  sinf/»’  — P")  — a,7o6lk)t)sin!i(|>’  — p”) 

— o,j37Ç)oi  siii3(/>'  — p")  — 

De  .sorlr  (ju’on  sub.sliluanl  pour  T",  masse  de  Vénus,  sa  valeur  en  se- 
eondes  on  aura 

! 

Cunrclion  de  la  longitude  de  Mercure  due  à l'action  de  y faut  et  dépendante 
de  la  dittance  héliocenirique  entre  cet  Planètes 

— o*',i)()iusin(  5 — 9)  2",oo2(>sina(  5 — 9)  o",  i^tki  sin3(  ? — 9 ) -t- . . . . 
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12.  I,<*s  iiK'giililés  (le  Mi'rcure  (loin  nous  venons  de  donner  le  eulenl 
.sont,  euninie  l’cui  voit,  trop  petites  pour  (|u'on  y puisse  avoir  ('■gard  dans 
l'état  d’impert'eelion  où  les  Tailles  de  eetle  Plalli'te  se  trouvent  eiieore. 
Mais  ce  calcul  était  nécessaire  pour  s’assurer  de  la  véritalde  valeur  de  ces 
inégalités,  et  il  sert  d'ailleurs  il. compléter  la  Théorie  (|ue  nous  nous 
sommes  engagé  de  donner  sur  les  variations  périodiipies  des  Planètes 
dépendantes  unii|uement  de  leurs  distances  liéliocentrii|ues. 


Onns  plusii*iir<  üo  Mviimirv  «{iii  pn'ri’de.  l,^i;rdn^e  laisse  f*ntn*voir  le  projet  «pi  il 

a\Aîl  fitrmé  nimpiéter  sion  tra\ail  |>ar  le  calcul  iW  iné;;aliti'*!i  iW  Hanêteii.  ipii 

(l^’•]^efu^(•nl  e\ct‘nlricilés  et  dess  indinaiiionÿ.  L illuÿln*  ,\iileur  n a pas  donné  suite  à ce  projet, 
et  il  en  fait  coinprt'ndn*  la  raison  dan.s  la  secomk^  desilouv  Notes  nuivanle>  ipi'il  a (lubliét*»  dans 
le  RiM’iH’il  lie  l'Académie  de  Ih’rlin.  et  ((ue  nous  croyons  i!c*\oir  n*pnMliiin»  ici. 

( \’>fr  f(r  rti»iUruf . ) 


AVKKTtSSKMENT  DE  ,M  DE  LAGRANtiE  SCR  IN  MÉMOtHE 
DE  M.  DC  VAL  LE  Rüt. 


( yntn'ran.r  Mristnirr^  tte  !'  tcttdêmir  myatf  Srirnrr^  rt  Rrtlr^-l^tlirs 
de  ann^e  1787.) 


Ce  Mémoire  doit  l'iro  resardé  comme  un  Sitpplémeiu  à ceux  ipie  j’ai  donnés 
(■Il  [78?  cl  1784,  el  (|ui  ronlienneiu  l'application  de  la  f/i^orie  des  variations 
sériilaires  et  périotliijiies  aux  anciennes  Planètes  principales.  J'avais  entrepris 
depuis  d'étendre  cette  application  à la  nouvelle  Plaiiele  découverte  par  M.  Il(‘r- 
schel;  mais,  pcnduiil  (|ue  je  m’occupais  de  ce  travail,  M.  du  Val  le  Koi  me  lit 
l’honneur  de  m'eiivojtu'  relui  qu’il  venait  de  faire  sur  le  même  objet;  et  je  vis 
avec  plaisir  qiK’  son  Ouvrage  remplissait  le  hut  que  je  m’étais  propo.sé  et  ren- 
dait le  tnien  inutile.  C’(‘St  par  relie  raison  que  je  piends  la  liherlé  de  le  pré- 
senter à I'  Académie;  je  désire  (|u’clle  le  trouve  assez  intéressant  pour  mériter 
d'avoir  place  dans  le  Recueil  qu'elle  puliiie. 


f» 
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4»0  IIIÉnltlE  r>KS  VARIATIONS  PÉRIODIQUES,  ETC. 
AVEKTISSKMEM  SUR  UN  SPCOM)  MÉMOIRE  DE  M DU  VAL  LE  ROI. 


{yniHTtnu  <ir  myalr  tie.%  .Vr/€'/«r*  et 

Berbn^  années  179a  et  1793.) 


Dans  la  |M'4*miiMe  l^artie  de  la  Théorie  de%  vari/itions  périodiques  des  Tfa- 
Hètes,  IniprliîiiV  dans  le  volume  de  1783,  je  me  suis  ronlcnté  de  donner  le  d«s 
veloppeiuem  tlt‘  nu*î>  formules  générales  pour  les  variations  indépendantes  des 
cxcenirirliés  et  des  inrlinaisons;  et  dans  la  seconde  Partie,  imprimée  dans  le 
volume  de  178.!,  j'enai  fuit  rnpplication  au\  six  anciennes  Planètes  principales. 
La  dcrouveri4‘  d'une  septième  Planète  exigeait  une  .Vddliiun  à ce  travail,  ainsi 
i|u'à  celui  sur  le»  é‘qiiations  séculaires.  Ot  objet  se  trouve  rempli  dans  le  Mé« 
moire  de  M.  «lu  \al  le  Iloi  imprimé  dans  le  volume  de  1787.  Dans  le  suivant, 
^ le  m«}me  AiiPmii-  «loimo  d'abord  un  dévclopp«?mcnt  complet  de  mes  formules 
pour  les  vaiiaiions  pérUxliques.  et  il  en  fait  ensuite  l'application  à la  notuelle 
Planète;  de  som*  que  ce  Mémoire  contient  en  même  temps  une  Addition  àstui 
pnunicr  Mém«)ire  et  un  Supplément  à mon  Mémoire  d«î  178};  c'est  à ce  double 
titre  que  je  l’offre  à V tradémie,  et  que  je  désire  qu’il  puisse  aussi  avoir  place 
«lans  son  Recii«ul. 
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SI  U l,A  MVMi-KE  ItE  REETIFIEII 


LEA 

MÉTHODES  ORDINAIRES  D’APPROXIMATION 

POUR  l.'lKTÜr.RATIOR 

IIES  ÉyiîATlONS  niî  MOrVEMI'AT  niiS  PUNÈTES. 


( de  V Académie  inyale  des  Sciences  et  Be/lex^Leuret 

de  HerUny  année  1783.) 


I.a  (léimniiiaüoii  du  inouvt-nienl  dos  IManôtos  ost  nüii-souloiiioiit  lo 
Problème  le  plus  grand  par  son  objet,  inaiseiiouro  relui  auquel  le  rairui 
s'applique  avee  le  plus  de  sureès;  parre  que  les  Planètes  sont  si  éloignées 
les  unes  des  autres  qu’on  peut  faire  abstraetion  de  leurs  (pialilés  physi- 
ques, et  ne  les  regarder  que  comme  des  points  (jui  s'attirent  dans  la  simple 
raison  du  rarré  inverse  de  la  distance. 

Newton,  auteur  de  ce  Problème,  l’a  résolu  cumplétemeut  pour  le  cas 
où  l’on  ne  considère  que  l’attraction  de  deux  Planètes;  il  a trouvé  qu’elles 
décrivent  alors  l’une  autour  de  l’autre  une  ellipse  dont  les  aires  sont  pro- 
portionnelles au  temps.  I.a  mas.se  du  Soleil  est  si  grande  relativement  à 
celle  des  Planètes  principales,  que  l’attraction  mutuelle  de  relles-ri  ne 
peut  avoir  qu’un  elfet  très-petit  en  comparaison  de  celui  de  l'action  du 
Soleil,  .\ussi  le  mouvement  de  ces  Planètes  autour  du  Soleil  est-il  sensi- 
blement le  même  que  si  elles  n’éprouvaient  (pie  l’attracliou  de  cet  astre. 
Mais  la  comparaison  des  ob.servalions  anciennes  avec  les  modernes,  et 
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suiTout  la  |H•épision  qu'on  a inisi"  «lans  les  dernières  ont  fait  apercevoir 
dans  ce  iiiouvenient  des  inégalités  qu'il  est  naturel  de  rapporter  aux  at- 
tractions particulières  des  Planètes;  et  la  détermination  de  ces  inégalités 
est  devenue  dans  ces  derniers  temps  l'olqct  principal  des  reclierclies  des 
riéomiTres. 

Si  le  Prolilème  de  deux  corps  qui  s'attirent  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance  est  susceptible  d'une  solution  rigoureuse,  celui  de  trois 
corps  cpii  s'attirent  de  la  même  manière  s'y  refuse  entièrement.  Mais  les 
orbites  des  Planètes  sont  non-seulement  à très-peu  près  ellipti(|ues,  elles 
ap|)rocbcnt  encore  beaucoup  de  la  ligure  cireiilairo;  et  celte  circonstance 
fournit  le  moyen  de  les  calculer  par  approximation;  car  la  supposition 
de  l'orbite  circulaire  et  du  mouvement  uniforme  donne  les  premiers 
termes  des  séries,  et  les  suivants  se  déduisent  successivement  les  uns  des 
autres,  en  employant  à chaque  correction  les  valeurs  trouvées  par  les 
corrections  précédentes. 

Opendant  il  se  rencontre,  dans  l'application  de  celte  méthode  aux 
Planètes,  une  dillirulté  qui  peut  en  rendre  l'usage  inexact;  c'est  qu'elle 
introduit  dans  l'expression  du  rayon  vecteur  de  l'orbite  des  termes  qui 
ne  renferment  pas  .seulement  des  sinus  ou  cosinus  de  l'angle  parcouru, 
ou  de  l'angle  proportionnel  au  temps,  mais  encore  des  puissances  entières 
de  res  angles.  Or,  si  ces  termes  devaient  entrer  dans  la  valeur  du  rayon 
Vecteur,  il  s'ensuivrait  que  rayon  .serait  susceptible  d'augmenter  è 
l'inlini,  ce  qui  étant  contraire  aux  observations  jetterait  des  doutes  sur 
la  Théorie  de  la  gravitation.  D'ailleurs  le  même  inconvénient  a lieu  dans 
des  cas  plus  simples  que  celui  do  l'orbite  des  Planètes,  et  dans  lesquels 
on  peut  démontrer  rigoureusement  «pie  la  valeur  de  la  quantité  cherchée 
est  res.serré‘e  entre  des  limites.  Celte  expression  du  rayon  vecteur  est 
donc  fautive  en  général,  et  ne  pourrait  .servir  tout  au  plus  que  pour  un 
temps  plus  ou  moins  long,  au  bout  duquel  les  termes  qui  renferment  des 
arcs  de  cercle  seraient  encore  assez  petits  pour  que  la  série  ne  cessât  pas 
d'élre  convergente. 

La  dilliculté  dont  il  s'agit  se  présente  aussi  dans  la  Théorie  de  la  Lune; 
mais  les  Géomètres,  qui  ont  travaillé  les  premiers  après  Newton  à celle 
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Tliéorif,  rcconiuirciil  tl'aLord  qu’elle  ne  venail  (|ue  du  uiuiiveuieiit  de 
l'apogée  de  celle  l’ianète,  et  parvini'ent  facilement,  d’après  celle  consi- 
ilératiuii,  à se  débarrasser  des  arcs  de  cercle  par  le  sr-coursdc'  la  métliode 
des  eoelticienl.s  indéterminés. 

Dans  la  Théorie  des  Planètes  |>rinripales,  les  ares  de  cercle  du  rayon 
vecteur  dérivent  eiieore  de  la  même  cause,  c’est-à-dire  des  mouvements 
de  l<‘ui-s  aphélies;  mais  ces  mouvements  n’étant  pas  uniformes,  comme 
celui  de  l’apogée  de  la  Lune,  sont  hien  plus  diiliciles  à déterminer,  sur- 
tout parce  qu'ils  su  trouvent  comhinés  avec  la  variation  des  exceulricilés, 
et  qu’il  y a entre  tous  ces  éléments  une  dépendance  mutuelle  qui  em- 
pêche qu’on  ne  puisse  les  calculer  séparément  pour  chaque  Planète.  Feu 
,M.  Euler,  dans  la  Pièce  de  1 7/18  sur  la  Théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne,  a 
regardé  les  arcs  de  cercle  (|u’il  avait  trouvés  dans  le  rayon  de  l’orhile  de 
Saturne  cumule  dus  à une  équation  st'culaire;  dans  celle  de  i7Ôa  sur  le 
même  sujet,  mais  qui  n’a  paru  qu’en  i7(i<),  ayant  eu  égard  à la  fois  aux 
mouvements  des  aphélies  de  Saturne  et  de  Jupiter,  il  n’a  plus  rencontre 
d’arcs  de  cercle,  mais  l’analyse  par  laquelle  il  eherclie  à déterminer  ces 
mouvements  est  néanmoins  incomplète  et  insunisante. 

Lorsque  je  travaillais  en  1760  à la  Théorie  des  satellites  de  Jupiter,  je 
fu.s  arrêté  par  la  même  dillicnllé;  et  j'iiuaginai,  pour  la  résoudre,  une 
méthode  particulière  d’intégrer  par  approximation  les  équations  dill'e- 
reiltielles,  laquelle  me  donna  directement  les  rayons  vecteurs  des  orhiles 
sans  arcs  de  cercle.  Je  découvris  ainsi  les  vraies  lois  du  mouvement  des 
aphélies  et  des  variations  des  excentricités,  pour  uii  noinhre  (|ue|('onque 
de  Planètes  qui  agis.seiil  les  unes  .sur  les  autres;  et  je  trouvai  île  la  même 
manière  celles  du  mouvement  des  nieuds  et  des  variations  des  incli- 
inûsous.  J’en  fis  ensuite  l’application  à Jupiter  et  à Saturne.  Enlin  je 
cherchai  à déterminer  directement  les  variations  de  ces  éléments;  et  j’ai 
rempli  cet  objet  dans  toute  son  étendue  dans  la  Théorie  des  rariations 
séculaires  des  éléments  des  Planètes,  que  je  viens  de  donner. 

Dépendant,  comme  la  méthode  ordinaire  d’approximalion  a l’avantage 
de  la  .simplicité  et  de  la  facilité  du  calcul  dans  la  recherche  des  inégalités 
périodiques  des  Planètes,  il  était  à désirer  qu’on  pût  la  délivrer  de  l’in- 
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roiivéïiieiil  de  doiiiUT  des  arcs  de  cercle  dans  les  inlégrales  qui  ne  doivent 
|mint  en  avoir,  ou  du  moins  qu'on  trouvât  ntoveii  de  rliasser  les  termes 
qui  contiendraient  ces  ares,  et  de  les  faire  servira  la  defermination  des 
Variations  séculaires  des  éléments  de  rorlùle. 

M.  de  Laplaee  s’est  occupé  de  cet  objet,  et  il  a donné  dans  les  Mémoires 
fie  l'Académie  des  Sciences  de  i‘uris  une  niéüiode  ingénieuse  pour  faire 
disparaître,  par  la  variation  des  constantes  arbitraires,  les  arcs  de  cercle 
ipii  paraissait  dans  les  intégrales  approchées  des  équations  dilféren- 
tielles,  et  qui  ne  se  trouvent  point  dans  ces  équations.  Mais  cette  nié- 
tbode  est  fondée  sur  une  mélaphysiipie  qui  ne  me  parait  pas  porter  dans 
l'esprit  toute  la  satisfaction  qu'on  pourrait  désirer:  et  elle  se  trouve 
d'ailleurs  eu  défaut  lorsque  dans  l'intégrale  une  des  constantes  arbitraires 
multiplie  l'arc  sous  les  signes  de  sinus,  de  cosinns  ou  d’exponentielles; 
ce  qui  est  le  cas  des  é(|uations  du  mouvement  des  Planètes,  considérées 
dans  toute  leur  généralité. 

J'ai  reconnu  néaunioiiis  (|u’on  |muvait  toujours  éliminer  rigoureusi-' 
ment  les  arcs  de  cercle  des  équations  dont  il  s’agit,  en  faisant  varier  les 
constantes  arbitraires  suivant  les  principes  que  j'ai  employés  dans  la 
Théorie  des  inlégrales iMirtieidiéreis ; et,  comme  la  méthode  que  j’ai  trouvée 
pour  ce  Probbuiic  peut  .s’étendre  à d'autres  (piestions  du  même  genre  et 
servir,  en  général,  à l’avancement  de  l'.-Vnaly.se,  j’ai  cru  devoir  la  déve- 
lopper il  part  et  indépendamment  de  son  application  aux  orbites  des  Pla- 
iiiMes.  (i’est  à quoi  est  destiné  ce  Mémoire. 

I . Soit  pro|iosée  une  équation  dilferentielle  d'un  onlre  (|uelconque  n 
entre  deux  variables  vet  .r.  dans  laquelle  la  variable  x,  dont  la  dilléreiice 
est  constante,  n'enirc  point  sous  une  forme  algébrique;  et  snpposojis 
que  son  intégrale  complète  suit 

V=  \ -t- \ X -t  Zj' V.r‘ -1- . . .,  • 

N,  N . étant  des  fonctions  de  x en  sinus,  cosinus  et  exponentielles, 
et  de  n constantes  arbitraires  ri,  h,  c,...;  en  sorte  que  les  dilférences  de 
ces  fondions. relativement  à x ne  contiennent  jamais  celte  variable  .sous 
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iiiu*  rorinc  algclti'iiiup.  soit  irailloiirs  i|ii<'  ('(•ttc  iiiD-gralo  soit  ri^oureiis<-. 
ou  S)'iiU‘im'iit  ii|t|»rofliff,  pourvu  qiif  dans  it  dcntiiT  cas  clic  satisfasse 
à rc(|uation  diircrcnlicllc,  sans  <|u’il  soit  necessaire  de  réduire  en  série 
ses  functioiis  transcendantes. 

Ditl'ércntiant  successiveinent  n fois  cette  intégrale,  on  aura 


,lr 

,l.r  ~ 

»/)■ 

(it^\  ii\ 

-t-  2/.\  4 

, <b\  , ti/. 

</x* 

\ tix*  ^ ^ Tfx 

\ rfx'  + ' Sr  ’ 

6V 


Et  ces  valeurs  de  t,  satisferont  à ré-i|uation  dilfércnticlle, 

i|Ui'lles  que  .soient  d'ailleurs  celles  des  éonstantes  arbitraires  a,  h,  c 


2.  Or,  coinine  celle  équation  ne  cunlieni  point  x sous  une  forme  al- 
gébriipie,  il  faudra  i|ue  dans  la  substitution  des  valeurs  précédentes,  les 
termes  qui  sr-  IrouveronI  multipliés  parles  differentes  puissances  de  a- 
disparaissent  dVnx-mémes;  donc  aussi  les  premiers  ternies  lie  ces  va- 
leurs, lesipiels  ne  sont  point  multipliés  par  x et  ne  contiennent  point  .r 
sous  une  forme  algébrique,  devront  satisfaire  seuls  à la  même  équation. 

Donc  elle  si'ra  satisfaite  par  ces  valeurs 

r = X. 

ilr  </\  , 

f/M  </'\  d\ 

r/x'  ^ * rfx  ''  * '■ 


Et  comme  les  quantités  a,  b,c,...  qui  entrent  dansées  valeurs  demeurent 
indéterminées,  elles  pourront  y être  supposées  conslanles  ou  variables  à 
.volonté.  En  les  suppo.sant  constantes,  les  valeurs  dont  il  s’agit  ne  peuvent 

subsister  ensemble,  pui.sque  celle  de  -j-  n’est  point  la  dillérentielle  de 

celle  de  y,  et  ainsi  des  autres;  mais  en  remlanl  les  mêmes  <|uantités  a, 
V.  ti3 
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l>,  c,...  variables,  on  peut  satisfaire  .à  ces  conditions;  cl  il  ne  s'agira  que 
<le  faire  en  sorte  (|ue  la  dillemitielle  de  la  valeur  dejc,  en  y faisant  lout 

varier,  soit  égale  à la  valeur  de  '^dx,  que  la  dilferentiellc  de  la  valeur 

de  en  faisant  tout  varier,  soit  égale  à la  valeur  de  dx,  et  ainsi  de 

suite  jusqu'à  la  jliirérenlielle  de  <|»'  devra  être  égale  à la  valeur 

de^//Æ-;  ce  qui  donnera  n équations  de  condition,  qui  st^rviront  par 

conséquent  à déterminer  les  n arbitraires  «,  h,  c,...  devenues  variables. 
.\lors^=X  sera  également  l'intégrale  de  l'équation  dill'érentielle  |)ro- 
po.sée. 


3.  Les  équations  de  condition  seront  donc 


, i/X  , d\  , d\ 
dy  — dx  -y  da  -t-  dh  ■ 
dx  da  dh 


(d'\  d\ 
\ dx'  ^ dx 


d'‘/-  = '.^ilx 
dx  dx' 


, d'\  , d’\ 

dx^'^^drda''^^^  d^h'“’- 


V-  2 Z J flx. 


</\  , f/y  ,, 

• , . , — f/O  “,7“  f/6  • 

fia  ai» 


et  ainsi  de  suite. 

Élfaçant  les  termes  i|ui  se  détruisent  dans  ces  é(|uations,  elles  de- 
viennent 


da 


da  - 


d\ 

7lh 


dh 


: Y dx, 


i d'\  d\\  , i lf\ 

\tlxda  ïlâ } ' “ \dxdb 


d_V 

dh 


et  ainsi  de  suite. 

■i.  Ku  consitlérant  la  forme  des  é(|uations  précédentes  et  leur  dériva- 
tion de  l'intégrale 

.*•=  X -I  Vx Zx’  • Vx'-^.... 
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1)11  vi;rr:i  pour  1rs  Irmivrr  il  sudil  : i“  d’rgalrr  la  diirérrnlielle  dr  l’iii- 
légralc,  prise  en  faisaiit  varier  seulemeiil  les  eonslanles  arliilraires  a. 

b à la  ilifl'érenfielle  de  la  niênie  intégrale,  prise  en  ne  faisant  varier 

(]iie  l'are  de  eerele  a-;  a“  de  dillércnlier  siieeessiveiiieiil  rette  équation 
n — 1 fois  en  faisant  varier x partout  et  regardant  a-,  b,...  comnie  eon- 
stantes;  ü*’  d’etfaeer  partout  les  termes  multipliés  par  l’are  de  eerele  x et 
ses  puissanees. 


Ainsi  l'on  aura  il'abord 

• 

,<i\  t/\  ,a  . 

ié/« 

/f/\ 

)/V 

M . V 

\<ih  * 

üb 

= ( X + aZ  J --  3 Va"  + . . .)<tx. 


ensuite 


f )/’x  ( iF\  M\  1,  | )Z-x  -O  / <F\  ,r/.\ 

\_d.  ,ü  ViZérf,, * ,'S) ’ J \:,UM  ^ Th  ' Kjniih  ' 

/ rf'X  rP\  <a.  \ 

(,ie’  ^ ’ <Zr 


,!h  ■ 


d‘\  ,a. 

tir*  fW  “ tir  tih  ^ tib 


. \ 

tib  ) 


tib 


^ -I-  4 s-  «V  -e . . tU, 


et  ainsi  de  suite  jus)|u’à  la  n — dillérentielle. 

Effarant  «loue  partout  les  termes  multipliés  par  x.  l'intégrale  se  re- 
• duira  à v--=  X:  et  l’on  aura,  pour  la  détermination  des  n ipiantitéso,  /», 
ç,...,  les  équations  du  premier  ordre 


tfSt  , lis  ,, 
tlâ''-^lib-"' 


\tlr. 


</'X 

tlrt/ti 


- V'-  f^7 

titl  j \ilrtlb 


tr<\ 
tib  i 


tUt- 


tir. 


’ rf'x  ./'V  tn\  f fP\  ^ 

,t/r*  lia  tit  tia  ttaj  ’ * tir  tib 


'H 

t/b 


'tP\ 


ta 


-liv')/ 


et  ainsi  de  suite,  le  nombre  de  ees  é(|uations  étant  égal  à l'exposant  di' 
l’ordre  de  ré<|uatioii  dilférentielle. 
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Li)i-s()in‘ cette  équation  n’est  que  liu  preinicr  ordre,  il  sulTini  ilonc  de 
n'iivoir  éf^ard  «laiis  l’intégrale  qu’au  ternie  (|ui  contient  la  |ireniière  |iuis- 
saiice  de  l'arc  a-,  puisque  la  première  équation  de  comlition  ne  dépend 
que  desqiianlités  X et  \:  loi’sqne  l'équation  dilVércntielle  sera  du  second 
ordre,  il  faudra  avoir  égard  de  plus  dans  l'intégrale  au  terme  multiplié 
par  puis<|ue  la  seconde  équation  de  condition  dépend  aussi  de  la  quan- 
tité Z;  et  ainsi  de  suite. 


5.  Selon  M.  de  Laplace  {Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  de  Paris, 
'777'  ^*^7)*  les  équations  de  condition  seraient  simplenient 


d\ 


lia 


du 

d’\ 
d.r  da 

d'\ 

dx'ila 


d\ 

dS 


f/A  V dx. 


da  -I — j — n-  ""  -e  ■ • • — -î-  dx, 
dx  do  dx 

, d'\  ,,  d>\  . 


noue  sa  métiiode  ne  donne  des  résultats  exacts  que  lorsque  ces  équations 
se  trouvent  avoir  lieu  en  meme  temps  c|ue  celles-ci 


(/\  , d\ 

da  -n-  du  -e.  .=r  ■y.t.dx, 
da  do 


I d '-\  dy.  \ , I d‘  \ 

' dx  da  ^ dai  " ^ ^ dx  db 


dh 


df. 

dx 


-»  3V 


dx. 


f).  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  peut  s'a|qdi(|uer  egalement 
a plusieurs  équations  dilTérenlii'Iles  du  même  genre  enliv  plusieurs  va- 

rialdi'S  x,  v,  z Les  valeurs  complètes  de  _v,  fourniront  alors 

chariine  autant  d'équations  de  condition  entre  les  dilferenles  constantes 
arbitraires  rt.  h,c,...  devenues  variables,  qu'il  y aura  d’unités  dans  l’expo- 
sant de  la  |)lus  haute  dilféreuce  de  charune  de  ces  variables  dans  les 
ei|untions  dilférentielles  proposées.  De  sorte  que  le  nombre  des  éipia- 
lions  de  eondition  égalera  toujours  celui  des  quantités  a,  (>,  c 
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Il  est  visilile  aussi  (|ue  ces  équalioiis  seront  toutes  (liHercnlielles  du 
|)remier  ordre;  par  eonsé(|uent  leur  intégration  enirainera  de  nouveau 
un  pareil  nombre  de  constantes  arbitraiia-s,  de  manière  <|ue  les  intégrales 
trouvées  seront  toujours  complètes  après  révanouissement  des  arcs  di' 
cercle  et  la  substitution  des  nouvelles  valeurs  de  a,  b,  c 

Toute  la  dillieulte  consistera  donc  à déterminer  ces  valeurs  par  l’inté- 
gration des  équations  de  condition:  mais  dans  plusieurs  cas,  et  surtout 
lorsqu’on  ne  demande  (|ue  des  intégrales  approchées,  cette  intégration 
dépendra  des  melliodes  connues. 

.Vu  reste,  quoique  de  celte  manii‘re  les  arcs  de  cercle  disparaissent 
d'abord,  ils  pourronl  néanmoins  reparaître  dans  les  nouvelles  valeurs  de 
rt,  h,  c,...;  et  cela  arrivera  même  nécessairement  toutes  les  l'ois  que.  par 
la  nature  des  équatiunsaliU'érentielles,  ces  arcs  devront  .se  trouver  dans 
les  intégrales. 


7.  Kniin,  pour  le  succès  de  rélimination  de.s  arcs  de  cercle,  un  doit 
éviter  le  cas  in'i  l'une  des  constantes  arbitraires  se  trouverait  jointe  à la 
variable  X dans  les  fonctions  algébriques  de  l’intégrale;  cette  l'orme  de 
l'intégrale  est  toujours  possible  puist|iie,  la  variable  x des  fonctions  al- 
gébriques disparais-sant  dans  l'équation  difl'érentielle,  la  constante  qui'y 
.serait  jointe  disparaîtrait  aussi  d'elle-méme:  mais  en  y appli(|uant  la  mé- 
thode que  nous  venons  de  donner,  un  trouverait  une  intégrale  de  la  même 
forme.  Kn  ell'et  soit 

X' -f- V'(x -e  ni i- . 

l’intégrale  trouvée,  « étant  une  des  constantes  arbitraires,  et  les  autres 

b,  c,...  étant  renfermées  dans  les  fonctions  X',  Y' 

Par  la  règle  du  ii”  4,  on  aura  d'abord  l'equatioii 


[ V'-V-  4-. . .]</« 

= I V -I-  l'/.'ix  ■+■  . .]  <!x. 


>l\’  -/V',  .//'  ,,  ,, 

,1b 


ensuite  les  dill’érentielles  de  celles-ci  en  faisant  varier  x seule,  etc. 
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Or  il  csl  visililc  (|u’on  satisfera  à toutes  ces  équations,  en  général , en 
fai  sa  ni 


(ta  (Ix,  tlh  - O,  tic  — O 


ee  (|ui  iloiinera 

« — \ a-  -r,  ei  h,  c,. . . cunslantes: 
el  ees  valeurs  sulistiluées  dans 

^=X'  • Y 'a  1 

ri‘|)roduironl  la  iiiéine  ex|>ression  de  y trouvée  d'alxird. 

H.  Les  équations  dilfércntielles  des  niouveinenls  des  Planètes,  dans  le 
système  de  la  gravitation,  sont  du  genre  de  celles  dont  nous  venons  de 
traiter:  ainsi,  |jar  la  variation  des  constantes  aritilraires  de  leurs  inté- 
grales, on  pourra  faire  disparaître  de  ces  intégrales  les  ares  de  cercle 
que  la  inétiiode  ordinaire  d’approximation  y introduira.  Or  ces  con- 
stantes arbitraires  ne  .sont,  ronime  on  .sait,  ijue  les  éléments  des  orbites 
elliptiques;  par  conséi|uent  un  aura  de  cette  manièn*  la  variation  de  ees 
éléments.  Pour  mettre  dans  ce  ealeul  toute  l'exaetitude  néeessaire.  il 
faudra  faire  varier  à la  fois  toutes  les  constantes  arbitraires  dont  le 
nombre  est  double  de  celui  des  équations  dilfércntielles  primitives, 
puis<|iie  celles-ci  sont  toutes  du  second  ordre;  et  comme  dans  les  expres- 
sions des  coordonnées  par  le  temps,  la  variable  ijui  exprime  le  temps  se 
trouve  multipliée  sous  les  .signes  de  sinus  et  rosinus  par  un  eoellieient 
qui  dépenil  de  la  distatiee  moyenne,  il  faudra  par  euns<>quent  faire  varier 
aussi  ce  eoellieient  en  faisant  varier  la  distance  moyentie;  ee  ti'estquede 
cette  manière  (|ii*on  pourra,  par  reliminatioii  des  ares  de  cercle,  bien 
déterminer  les  variations  séculaires  de  la  distance  moyenne,  et  s’a.ssurei' 
qu'elles  doivent  être  tiulles,  comme  nous  l'avons  trouvé  par  des  prin- 
cipes directs  et  rigoureux.  Nous  nous  bornerons  ici  à appliquer  la  iné- 
ibode  précédente  à (|ueb|nes  autres  équations. 
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9.  Soit  proposé!!  l’équation  did'én'iuiolle 


tl‘r  I </>•' 


— --  -J- . - H-  2i)‘ii  ■(  iv)-=o, 

dx'  y dx'-  i I -4-  ty)  dx’  ^ 

ilans  laquelle  «est  un  eoeiricient  fort  petit. 

Kii  ehereliaiit  à l'ititégrer  par  approximation  suivant  les  niélliodes  or- 
dinaires, on  rejettera  d’ahord  les  termes  alFeetés  de  /.  et  l’on  aura 


d'y 


i i 

r dx' 


dotit  l'intégrale  complète  est 


>■“  rte*'. 


a et  h étant  deux  constantes  arbitraires. 

On  fera  maintenant  * 

»■—  rte*'  4-  />•', 


et,  substituant,  on  aura  après  la  division  par  i une  équation  du  niénie 
ordre  en  y',  pour  laquelle  il  sullira  de  trouver  une  valeur  satisfaisante 
de  cette  variable,  puis<|ue  l’expression  de  y contient  déjà  les  deux  eott- 
stantes  arbitraires  a et  h. 

En  négligeant  de  tiouveau  les  termes  alléctés  de  i on  trouvera 


Faisant  ensuite 


y'  — rt'r**'  — rte***’. 
y'  --  rt’e'*'  — ar*‘x'  -t-  /y''. 


et  opérant  de  la  même  manière,  on  trouvera 

_ * ar^x' 

> =a‘e’*'  — ■>.a'v*'x’  -t- < 

2 

et  ainsi  de  suite. 

On  aura  donc  pour  la  valeur  de  y la  série 
a »-*'  ( )•' i'y"  + . . 

Ia<|uelle  contient,  comme  on  voit,  l’arc  de  cercle  x <|ui  ne  se  trouve 
point  dans  l'équation  diflérentielle. 
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tO.  Pour  11*  l'aire  liisparaitre  s'il  est  possîMe,  on  reinanjucra  (rabord 
(|m*,  rê(juatlon  ditrérenlitdle  n*ê(ant  (jue  du  second  ordre,  il  sullil  d'avoir 
ej^ard,  dans  rintêgrale,  aux  lerines  t|ui  contiemieiil  x el  i Et,  eoinpa- 
ranl  c<dle  qu’on  vient  de  intuver  avec  ta  fonmile  jjènerale  du  n”  I,  on 
aura 

\ =:  nt**  -4-  \ ^ Z — lae*'  — ^ . , 


d’oil  l'oii  tin*  ^3^  (‘<*s  deiN  è(|uations  de  rondjlion  en  a et  /> 

, 4-  #/«  -»  axf^*  4-  3 4-  3/*«*  je'^4-...}(/A  », 

14?*'  4-  4- ...  j A 4-  \ axt^^  4 ^ia'xe^*  4-  4-  . . . btift 

- flc**  4 4-  . . . )4/A  = — aU'rt«*'  a 4 ...  i/x. 

f.a  première  se  réduit  à 

(la  axtlh  — O, 

»»l  ta  seeonde  devient  par  là 

(f/e*'  4-  3 / 4-  3i'//V'*'  4- . . dh  il  i « #r*'4-  3 4- , . ,\dx, 

laquelle  donne  évidemment 

f/A  =■  — i / dx, 

d'uii  l'on  tire,  en  intef(rant, 

A — B — 3/x. 

Substituant  dans  la  première  valeur  de  db,  on  aura 

du  , 

3/Xf/X, 

a 

et  de  là 

a ^ Ae''‘, 

A et  H étant  les  deux  nouvelles  eonslantes  arbitraiies. 
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l/inléf'nilr  sans  arcs  rlc  cercle  sera  «loue 

r-v. 

savoir,  en  incllani  |ninr  a et  l>  les  valeurs  (|u*on  vient  île  trouver, 

Kn  ell'et  l'inlégrale  exacte  île  la  |iro|insée  est 



^ ~ I — I 

On  voit  ilone  i|ne,  si  H a une  valeur  né{,'ative  et  » une  valeur  positive 
< ^)  la  valeur  île  vsera  toujours  positive  et  < ^ ~V\ ’ 

positive,  i|Uoii|ue  la  première  intégrale  avec  îles  arcs  île  cercle  eût  pu 
d'alioril  faire  croiix-  ipie  cette  valeur  ne  serait  point  renfermée  dans  des 
bornes. 

1 1.  I.oi’sijue  réi|uatiun  ilill'érentielle  contient  elle-inéine  des  arcs  de 
cercle,  il  semble  i|ue  l’intégrale  devrait  en  contenir  nécessairement:  il 
V a cependant  des  cas  où  cette  conclusion  serait  fausse;  ainsi  il  est  im- 
portant d’avoir  aussi  un  iinnen  pour  Us  faire  dis|iaraitre  des  intégrales 
de  ces  sortes  d’éi|iiations  dill'érentielles. 

Il  est  évident  que,  si  l’on  a une  équation  diiréfeutielle  d’un  ordre 
quelconque  ii  entre  v et  x,  dans  laquelle  x entre  solis  la  forme  algé- 
brique, on  pourra  toujours  en  déduire  une  équation  de  l’ordre  n -e  i , 
qui  ne  contiendra  aucune  fonction  algébrique  de  x;  car  if  n’v  aura  ipi’à 
éliminer  l’.r  de  ces  fonctions,  par  le  moyen  de  la  proposée  et  de  sa  diffé- 
rentielle. Il  n’y  aura  donc  (|n’â  regarder  cette  équation  de  l’ordre  n -t-  i 
comme  l'équation  donnée,  et  appliquer  à son  intégrale  In  méthode  ex- 
posée. 

Mais,  sans  chercher  cette  nouvelle  équation,  il  siillira  de  considérer 
que,  dans  la  dilfécentielle  de  ré(|uation  pr<qmsée,  les  fonctions  algébri- 
qiips  de  X ne  peuvent  venir  que  des  fonctions  de  la  même  espèce  qui  se 
trouvent  dans  la  proposée;  car  on  suppose  toujours  que  l’intégrale  ne 
V «i 
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fontient  poini  de  fum'tiuiis  IransrcndiiiiU's  dt>  x (|iii  piiissont  <‘ii  donner 
d'algébriques  par  la  diirérenliation  (1);  or,  si  la  proposée  eonlenait  de 
pareilles  fonelions,  elles  devraient  aussi  se  reneonirer  dans  l’intégrale. 
Ainsi,  en  éliminant  l’x  des  fonetions  algéliri<|nes  à l’aide  de  l'équation 
proposée  et  de  sa  dillérentielle,  on  aura  le  même  résultat  ipie  si  dans  res 
fonetions  il  y avait  x -t- A à la  plaee  de  x,  h étant  une  eojistante  qiiel- 
eonque.  D'où  il  s'ensuit  que,  si  dans  l’équation  dilférentielle  donnée  de 
l’ordre  n on  eliange  l'x  des  fonetions  algébriques  en  x h,  on  aura  une 
équation  qui  sera  l’intégrale  e.omplète  de  relie  de  l'ordre  n i sans 
fonctions  algébriques,  h étant  la  constante  arbitraire.  I.a  valeur  com- 
plète de  J,  qui  satisfera  à la  proposée  après  la  substitution  dont  il  s’agit, 
sera  donc  aussi  l'intégrale  tinieet  eompli'te  de  celle  (|ui  n'aurait  contenu 
aucune  fonction  algébrique  de  x,  les  constantes  arbitraires  étant  h.  a, 
h,  c Ainsi  le  Problème  rentre  dans  celui  que  nous  avons  ré.solu. 

Il  est  clair  au  reste  qu’on  aurait  également  l’intégrale  complète  dont 
il  .s'agit  en  substituant  immédiatement  x s-  /i  à la  place  île  x dans  les 
fonctions  algébriques  de  l'intégrale  de  la  proposée:  mais  on  tomberait 
alors  dans  le  cas  dont  nous  avons  parlé  dans  le  n"  7,  et  qu'il  faut  éviter. 

12.  I.ors  donc  que  l'arc  x entrera  dans  l'équation  dillérentielle  de  x 
et  V,  et  (|u’on  voudra  éliminer  cet  arc  de  l'expression  complète  déy',  il 
faudra  commencer  par  substituer  dans  les  fonctions  algébriques  de  x de 
ré(|uation  dilferentielle  x-t-h  au  lieu  de  x,  h étant  une  constante  arbi- 
traire; ensuite  on  en  cliercliera  l’intégrale  à l’ordinaire,  ayant  .soin  de 
faire  en  sorte  que  la  constante  A entre  aussi  dans  les  fonctions  transcen- 
dantes (|iii  multiplient  les  puissances  tle  x;  on  opérera  enlin  sur  cette 
intégrale  par  la  règle  «lu  n“  i,  en  faisant  varier  tonies  les  constantes  ar- 
bitraires A,  a.  A,  c,,..  et  suppo.sant  que  l’équation  dilférentielle  qui  y 
répond  soit  d'un  ordre  plus  élevé  d’une  unité  (|ue  la  pr<qiosée. 

Si  l’on  avait  deux  ou  plusieurs  éijualions  diHérenlielles  en  x,y,  z,..., 
lesquelles  continssent  aussi  l’arc  x sous  la  lorme  algébrique,  on  subsli- 
liierail  pareilleineiil  x-^  A à la  place  de  x dans  les  fondions  algébriques, 
et  l'on  traiterait  les  intégrales  par  la  même  méthode,  en  supposant  seu- 
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li'tiieni  qii'uiR'  de»  <'‘(|ualioiis  dill'cn-nliellps  soit  d’im  ordre  plus  éleve 
d'une  unité  qu’elle  n’csl  sous  la  forme  donnée.  Car  il  est  visilde  qu'on 
pourrait  toujours  éliminer  des  équations  proposées  les  Ibnetions  algé- 
briques de  .r  par  le  moyen  de  la  dill'éreiitielle  d'une  quelconque  de  ces 
équations,  et  que  l'éliiuinalioii  aura  lieu  également,  en  y eliaiigeani  x 
en  X -t-  k. 

(j'tte  métiiode  sera  utile  dans  la  Théorie  des  Planètes  pour  déterminer 
les  variations  de  leurs  éléments  en  ayant  égard  à l'action  d'un  milieu  peu 
résistant. 

13.  Pour  en  montrer  l'nsage  par  un  exemple  trè.s-simple,  soient  les 
deux  équations 

</)■  ils 

-7-  = Il -t- iixu.  — 1 î(.ri  V, 

iix  ilx 


dont  on  .sait  (|iie  le»  intégrales  exactes  et  complète»  sont  de  la  forme 

>■  \ sin  .r  -1-  /t’  -1-  * I,  î =-  A eos'  x -t-  ix’  -!■  x 

Si  on  les  intègre  par  approximation,  en  regardant  i comtne  un  coelfi- 
eient  très-petit,  et  négligeant  d'ahord  les  tertues  alfeclés  de  1,  ott  trou- 
vera que  les  intégrales  conliendrotit  des  puissances  de  x.  Pour  pouvoir 
doni'  faire  disparaître  ces  fonctions  algébriques,  on  eotnmencera  par 
substituer  .T h au  lieu  de  x,  et  faisant,  pour  abréger, 

1 -y-  X ili  = m, 

on  aura  ces  transformées 

rf>-  ils 

i-  — ms  -t-  xixs,  -r-  = — m V -t-  ïixc, 
tlx  nx 


Kii  intégrant  d'abord  eelle»-ei 


il 

ilx 


il. 

ilx 


= ms.  -T-zx~mr, 


on  trouve 


y — «isiiiHix-l-  Arosmx,  z — « cosmx  — i sin  iiix. 

‘M- 
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Kiiisiinl  ensuili' 

* asiiinix  -4-  h rosinx  -t-  iy\  i - a cosinx  — h siiimx  -t  i:'. 

1)11  liimvera,  aux  <|uantili>s  dt*  l’ordre  de  i près, 

t ' — x‘^<i  rttHiiix  — èsinoix,  z'--—x'  «isiii/iu- -i- /<  rns/H.r  ■, 

)‘l  ainsi  de  suite. 

Pour  éliininer  di-  eesexpres.sions  de/  et  z les  ares  j-,  on  fera  varier  les 
trois  eonstanles  a,  h,  h,  en  re|;ar(hint  l'une  îles  deux  éi|uatiuiis  diMV>ren- 
lielles  romnie  du  serond  ordre.  On  aura  doue  d'aliord  pour  l’expression 
de  V,  eoniparée  avec  eelle  du  n”  A, 

\—  osinmr-)  irosnix,  V - o,  / - i iimsmx — èsiiim.r, 

et,  supposant  l’équation  en  v du  seeond  ordre,  on  aura,  par  les  l'orinules 
du  même  numéro,  ees  deux  équations  de  eondition,  dans  lesquelles 
rim  — ■ziM, 

sinn/xda-f  ro>ntx  ith  + lixla  rosmx  h aiuiiix  illi  o, 

m roswxrfu  — m iinmxtJb  — timxia  siii  mx  h rosmx  ilfi 
■>/(  Il  rosinx  — Asinmxj  M — ii(  n cosnix  — h sin/MxW/.r. 

Knsuite  l’expression  de  ; comparée  avec  la  même  roriniile  du  n"  i 
donnera 

\t=rtrosmx  — tisinmx,  \ = o,  /_ — fOisinmxs  brosinx\ 
d’oil  l’on  tire  l’équation  de  condition 

rosmx  lia  — s\i\  nix  iil>  — l’xi,  a sinmx  .+  hrosnix  illi  o. 

(iette  équation  comparée  à la  seconde  des  deux  précédentes  la  ri'diiil  à 
SI  II  rosmx  — h sin»i.r  illi  — •>i<  n rosmx  — A sinm  ri  ilx-, 

savoir 

(M  i/r. 
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Kl  lu  mêinc’  (‘quation  ('tant  ajoutée  à la  première,  ou  relrancli(‘e  uprè> 
les  avoir  mullipli(>es  respectiveineni  par  sin/wx,  rosmx,  ou  récipro(|ue- 
ineiil,  il  viendra  res  deiiXM-i 

da  — lixh  dh  — ti,  db  %ixa  dh  - o. 

Donc,  en  intégrant,  on  aura 

/(  = Il  + X,  U - BsinU'j:' a- 3 , è = Il  rosl/x’  4 |5;, 

II,  II,  ^ étaiil  (les  constantes  arliitrairt's. 

lies  valeurs  étani  sulislituées  dans  l(‘s  expressions  de  y el  z sans  arcs 
de  cercle,  savoir 


■ / a shi[(i  a-  îi/ija  ] a-  h nis((i  a-  ^ i/ijx], 

2 r=  arus[((  + iih)x\  — h siii[(  i a-  x], 

l(‘s  Iransformenl  en  celles-ci 


Il  cos[(i  a- II)jc  a- IX’ — ,3j,  2 ; — B sin[i  I a- 5iill  )x  a- IX' — |5]. 

Il  y a ici  une  constante  arbitraire  de  plus  (|u'il  ne  l'aut;  pour  la  déter- 
miner, il  suHit  de  substituer  ces  valeurs  de_y  el  z dans  une  des  deux 
équations  dillérentielles.  Cette  substitution  donnera 

I -(-  2 1 U a-  ï I X - I a-  2 1 X : 

donc 

Il  - O. 

Par  cons(>quenl  les  vraies  valeurs  seroni 

/ = B cosfx  a-  IX'  — 3),  2 = — B sin  x -e  ix’  — , 


lesquelles  s’accordent  avec  les  intégrales  exacD’s  donnéi's  ci-dcssus,  en 
iaisanl 

, B = A,  ^ = ((O"  — X. 


On  pourrait  être  surpris  que  des  intégrales  simplement  approclu'es  aient 
donné  des  intégrales  rigoureuses  par  rélimination  des  arcs  de  cercle;  la 
raison  en  est  i|u’en  continuant  rapproximalion,  on  n'aurait  trouvé  que 
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<lc.>.  u-i-m<*.s  multiplies  par  j',  ()iii  n’auraient  par  conséquent  rien 

ajouté  aux  résultats  précctleiits  fi). 

li.  Noii-seulemeiit  ou  peut,  (tar  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires, taire  disparaître  l'arc  dans  les  l'unctioiis  algébriques  de  l’inté- 
grale, cuiume  on  vient  de  le  voir;  on  peut  aussi  par  ce  moyen  substituer 
au  même  arc  une  tpiantité  quelconque  à volonté;  pour  cela  il  u’y  a qu’à 
donner  aux  principes  de  la  metbode  précédente  toute  l'étendue  dont  ils 
sont  susceptibles. 

.Soit  une  équation  dill'érentielle  entre  les  variables  y et  x,  dont  l'une  x 
ne  s’y  trouve  point  sons  la  l'orme  algébrique;  et  suit 

U = <>  . 

son  intégrale  eum|dète  et  linie  ou  seulement  d’un  ordre  inférieur  de 
« unités  à celui  de  l’équation  dilférentielle,  en  sorte  que  le  nombre  des 
eonslanles  arbitraires  «,  h,  c,...  soit  aussi  n;  eiilin^ supposons  que  celle 
intégrale  ne  contienne  x que  sous  la  forme  algébrique,  et  sons  celle  de 
sinus,  cosinus  et  exponentielles,  de  manière  <|uc  par  rapport  à ces  fonc- 
tions transcendantes  elle  soit  assujettie  aux  mêmes  conditions  <|ue  la  for- 
innlednn"!. 

On  sait  <pte  l’équation  dilférenlielle  dont  L'  = o est  l’intégrale  com- 
pli‘te  ne  peut  être  antre  cbnse  que  le  rt'‘sullat  de  l’élimination  des  « con- 
slanles  arbitraires  a,  h,  c,...  par  le  moyen  des  n -h  i équations 

ü = O,  f/r  ^ <1,  = o (/"U  — O. 

Or.  puisque  les  fonctions  algebri(|ues  de  x ipii  entrent  dans  L cl  dans  ses 
dill'erences  ne  se  trouvent  plus  dans  l’équation  dill'érentielle,  elles  doi- 
vent disparaître  d’elles-mémes  dans  cette  élimination.  Par  conséqueni 
elles  di.sparaitronl  aussi  si  l’on  y met  x-r-f  à la  place  de  x.  | étant  une 
quantité  ijuclconque.  Donc  l’intégrale  U = o satisfera  également  à l’é- 
quation diirerenlielle  proposée,  en  augmentant  la  variable  x des  fonc- 
tions algébriques  de  celle  intégrale  d’une  quantité  indéterniinée  |, 
pourvu  que  les  éipiulions  JV  =o,  r/H'  = o d"\]  - o subsistent  aussi 
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l'ii  y taisant  la  menu*  suhsiituliun.  Or  cVsl  c«  (ju’on  nlitenir  par  la  • 
variation  des  n eonstantes  arliitraires  a,  h,  r,.... 

15.  Dénotons,  en  (;énéral,  par  la  raraetérisliqiie  5 les'dill'érences  prises 
en  faisant  varier  seulenteni  ees  constantes  ainsi  <|up  l’indéterminee  ï, 
tandis  que  la  caractéristique  ordinaire  rf  représentera  les  dilTérenees  re- 
lalives  aux  variables  j et  a?.  Il  est  clair  que  réipiation 

• tl  = O. 


après  la  substitution  de  x-(-£  à la  place  de  xdans  les  tiinclions  aljjé 
brii|ues,  donnera  par  une  dillérentiation  coiiiplèle 

rfü  + «U  = O. 


Or,  puisipie  par  l’Iiypotbèse  les  fonctions  transcendantes  de  x qui  se 
trouvent  dans  U ne  peuvent  donner  de  fonctions  algébriques  dans  la  dif- 
férentiation, il  s'ensuit  qu’on  doit  avoir  le  même  ré.snitat,  .soit  qu'on  sub- 
stitue d'abord,  dans  les  fonctions  algébriques  de  xqni  entrent  <lans  I', 
.f  -I-  Ç B la  ])lacc  de  x,  et  qu'on  dilférentie  ensuite  par  rapport  à x et  v, 
suit  ipi'on  dilférentie  d’abord  par  rapport  à ces  variables,  et  qu'on  snle 
stitue,  dans  la  dilférence  </lI,  x -I-  £ il  la  place  des  x algebriipies.  Donc 
il  faudra  que  l’équation  précédente 


</U  -e  il!  c. 


se  réduise  à celle-ci 


dl! 


et  par  conséquent  que  l'on  ait  en  niéiiie  temps 

ÔU  =:  O.  ^ 

De  même  la  dilférentiation  complète  île  l'équation 


donnera  celle-ci 


i/r  = n 


d du  -e  i du  rr-  o. 
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. Iai|iicli<‘  ilcvra  sr  réduin*  à 

de  sorlc  iju'il  faiidr»  iim-  l'iiii  ait  en  iiiénic  temps 

^ t/l}  = O. 

Kii  eoiititiuaiit  ee  raisoiiiienieiil  pmii'  les  diflëreiiees  des  ordres  suivants 
jiis(|u’au  on  trouvera  de  la  même  iiuinicre  les  équations 

Ô f/- 1;  O.  O f/-"  l'  0 0 f/"  ' l"  — O. 

Or  on  sait  par  la  T/ieorie  lies  raria/ions  üiiV  est  la  même  chose 
que  rfSU,  (|ue  est  la  même  chose  (|ue  r/’5l,'.  et  ainsi  de  suite,  puis- 

i|ue  les  earaeleristi(pit‘s  d et  5 se  rapporlent  à des  variables  indêpeii- 
, dantes  entre  elles. 

Doue  les  êi|Ualions  de  eoiiditioii  pour  que  l'iutêjtrale  (.'  =n  .satisl'asse 
eiieore  il  l'êipiatioii  diirêreiitielle  pnqiosêe,  ajirés  la  substitution  de 
a-  ç à la  place  de  .r  dans  les  l'onetions  alRêhriques  de  cette  intégrale, 
.seront  * 

<ÎU O,  f/oL'=:n,  #/*6t'  ~ I» l'/•“'oU  = o; 

et  comme  le  nombre  de  ces  équations  est  n,  et  par  cons(''queiit  égal  à ce- 
lui des  constantes  arbitraires»,  h.c,...  devenues  maintenant  variables, 
on  y pourra  satisfaire  par  la  détermination  de  ees  variables;  et  la  <|uan- 
tite  ç demeurera  par  conséquent  indéterminée,  et  |>ourra  être  supposée 
tout  ce  ipron  voudra. 

t6.  lün  supposant 

t T-  \ * ^ J + , 

comme  dans  h-  n"  4,  et  faisant  après  toutes  les  dilférenliatioiis 
on  aura  les  mêmes  résultats  (|ue  dans  ee  numéro. 
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Kii  gpiiorul,  si  l'on  fait 

î = — -r  -H|<, 

Cl  ()up  i|-  ne  conlienne  que  des  sinus  el  eusinus,  l’are  de  cercle  x dispa- 
railra  toujours,  quelle  que  soit  la  fonction  if  : et  l'introduction  de  celle 
indéterminée  pourra  (|uelquel'ois  faciliter  l’intégration  des  équations  en 
a,  h,c 

17.  Il  est  visible  au  re.ste  que  celte  méthode  s'applique,  en  général,  à 
autant  d’é(|uations  intégrales  qu’on  voudra;  chacune  de  ces  équations 
telle  que  U = o donnera,  après  la  suhsiitulion  de  j | à la  place  de  x 
dans  les  fonctions  algébriques,  les  équations  de  condition  3U  = o, 

rfoU  = O en  continuant  les  différentiations  de  jusqu'à  ce  que  les 

plus  hautes  différences  des  autres  variables  v.  î,  . . . y soient  d'un  ordre 
immédiatement  inférieur  à celui  dont  elles  sont  dans  les  équations  diffé- 
rentielles. Ije  nombre  de  ces  équations  sera  ainsi  égal  à celui  de  toutes 
les  constantes  arbitraires,  el  la  quantjté  | demeurera  toujours  indéter- 
minée. 

Enfin,  si  les  équations  dilférentielles  contenaient  aussi  x sous  la  forme 
algébrique,  on  prouverait  également  par  les  principes  exposés  dans  le 
n"  1 1 qu'il  n’y  aurait  qu’à  substituer  a:  -t-  A au  lieu  de  x dans  les  fonc- 
tions algébriques  de  ces  équations,  en  regardant  une  des  intégrales 
comme  due  à une  équation  dilférentielle  d'un  ordre  plus  élevé  d'une 
unité  que  n’cst  celle  qui  répond  directement  à cette  intégrale,  et  faire 
varier  ensuite  la  constante  h en  même  temps  que  les  autres  constantes 
arbitraires  introduites  par  les  intégrations. 

18.  Nous  avons  suppose  jusqu’ici  que  les  fonctions  transcendantes 
de  dans  les  intégrales  sont  telles  que  leurs  dilférentielles  ne  contien- 
nent jamais  cette  variable  sous  la  forme  algébrique;  c'est  ce  qui  a tou- 
jours lieu  lorsque  ces  fonctions  ne  renferment  que  des  sinus,  des  cosinus 
et  des  exponentielles  d’arcs  proportionnels  à x.  .Mais,  si  la  variable  x se 
trouvait  sous  ces  mêmes  signes  élevée  à d'autres  puissances  que  la  pre- 
mière, ou  si  des  logarithmes  de  cette  variable  entraient  aussi  dans  les 

V.  6S 
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rotu'liuiis  iloii(  il  il  est  clair  que  la  inéiiic  vaciahle  se  Iruuvcrait 

îKiiis  la  l'oriitf  al}{ébriquc  dans  les  diirémiticlles  de  ces  luncliotis;  par 
r(niscquciil  on  ne  iiuiirrail  plussupposer,  en  general,  comme  nous  l’avons 
l'ail,  que  les  valeurs  des  dilTérentielles  sont  les  mêmes,  soit  que  la  subsli- 
tnlinn  île  a;  -t-  Ç an  lien  de  dans  les  fonctions  algébriques  se  fasse  avant 
on  après  la  dilléreiitiation.  Il  faudrait  donc  alors  avoir  égard  dans  l'ana- 
lyse dn  n"  (5  à la  dilTérence  de  ces  valeurs;  ce  i|ui  ne  sera  pas  diilicile 
d’après  les  principes  que  nous  avons  exposés. 
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de  Berlin,  année  1783.) 


Loi'sque  rincoiinui;  qu'on  i-hcrrlio  est  dunnvc  par  une  équation  iruiie 
forme  délerniinée,  on  peut  toujours  la  trouver,  soit  rigoureuseiueul.  soil 
par  difTérentes  mélliodes  d'approximation.  Mais  il  peut  arriver  que  la 
forme  <le  l'équation  soit  elle-inéme  indéterminée;  en  ee  cas  aueune  îles 
méthodes  connues  ne  peut  servir:  c’est  pourquoi  je  me  tlatte  que  les 
Géomètres  me  sauront  quelque  gré  de  leur  en  communiquer  une  i|ui  a 
l’avantage  de  pouvoir  être  pratiquée,  noii-seulemenl  en  emplovani  des 
opérations  analytiijucs,  mais  aussi  à l’aide  de  simples  opérations  niéea- 
uiques,  et  qui  renferme  d'ailleurs  une  méthode  d’iuterpolatiuu  applicable 
à un  grand  nomhre  de  questions. 

t.  Soil  une  fonction  inconnue  de  x,  pour  la  détermiiialioii  de 
laquelle  on  ait  une  équation  quelconque  entre  et  ).  eu  suppo- 
sant X donnée  en  x d’une  manière  quelconque.  On  suppose  i|ue  pour  une 
valeur  donnée  dex  ou  connais.se  celle  de  y (x),  et  l’on  demande  la  valeur 
de  y(x)  correspondante  à une  autre  valeur  donnée  de  x. 
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• 2.  Soil 

9(X)=:V; 

■III  aura  (loiu-  uiif  êqualion  (>nlrc  x c-l  X,  cl  une  autre  entre  jet  V:  et  l'on 
(lourra  représenter  ces  équations  par  deux  courbes,  dans  l'une  desquelles 
•r  sera  l'abscisse,  X l'ordonnée,  et  dans  l'autre  v sera  l'abscisse  et  Y l'or- 
ibiiinée. 

3.  Si  l'un  fait  X =ar,  il  est  clair  ijii'on  aura  aussi  Y — alors  l'équa- 
tion entre  x et  X se  changera  en  une  équation  en  x seul,  par  laquelle  on 
detenninera  x-,  et  de  même  l'équation  entre  v et  Y se  réduira  en  une  équa- 
tion en  y seul,  laquelle  servira  à déterminer  y.  Nous  dénoterons  parsr 
et  |5  les  valeurs  de  x et  y trouvées  par  ces  deux  équations. 

i.  Si  la  relation  entre  x et  X.  au  lieu  d'être  donnée  par  une  équation 
algébriijue,  était  simplement  ivprésmitée  par  une  conrbc  dont  x et  X 
fussent  les  deux  coordonnées,  alors,  pour  avoir  la  valeur  de  a,  il  faudra 
chercher  mécaniquement  le  point  de  la  courbe  dont  l'abscisse  et  l'or- 
■lonnée  seront  égales.  On  trouvera  de  même  la  valeur  de  ^ dans  la  courbe 
dont  y et  Y seront  les  coordonnées. 

h.  Donc,  puisque  x — a donne  y = |'î,  il  s'ensuit  que  x = a-f--fen 
supposant  I une  quantité  assez  petite)  donnera 

.»•  = ?-»- + 

et,  prenant  Ç assez  petite  pour  que  puissent  être  négligées,  on 

aura  simplement 

r= ?-*-•/«• 

.Ainsi,  pour 

x = X i, 

on  aura 

y=iî-t-y;. 

en  supposant  | si  petite  que  les  puissances  Ç^,...  puissent  être  cens«‘es 
nul  les,  eu  égard  au  degré  de  précision  auquel  on  veut  porter  le  calcul. 
Mais  il  faudra  déterminer  le  coeflicient  ■/:  et  pour  cela  il  est  néce.ssaiiv 
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(11-  suppuscr  connue  une  valeur  île  y correspoiulante  à une  valeur  quel- 
conque (lunnce  de  x.  V'oiei  donc  eoinineul  on  parviendra  à celle  dêlermi- 
nalion. 


• 6.  Soienl  a H b les  valeurs  connues  et  données  de  x el  v,  en  sorle  que 


donne 


X a 

,r  = A. 


Qu’on  cherche  la  valeur  de  X répondante  à at  = a.  el  qu’on  la  désigne 
par  A:  qu’on  fasse  ensuite 

. X = A 

et  qu’on  cherche  la  valeur  correspondante  de  X,  laquelle  soit  A';  i|u’oii 
fasse  de  nouveau 

X = A' 

et  qu’on  désigne  par  A'  la  valeur  correspondante  de  X;  qu’un  eonlinue 
à faire 

x = A', 

et  ainsi  de  suite. 

Qn’on  fasse  les  mêmes  opérations  par  rapport  à y el  Y;  c’esl-à-dire 


que  y = h donne 

Y = B, 

qn’ensuite_v=:  B donne 

Y = B'. 

que  de  plus  y = B'  donne 

Y = B', 

el  ainsi  de  suite. 

On  aura  de  celle  manière  deux  suites  correspondantes 


a.  A,  A'.  A'.  A' 

A,  B.  B',  B",  B* 

telles  que,  si  x est  supposé  égal  à un  terme  quelconque  de  la  première, 
le  terme  correspondant  de  la  seconde  sera  la  valeur  correspondante  de  v. 
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7.  üi-  jo .remarque  que,  si  les  termes  de  la  série 
• a.  A,  V,  A',  .A',... 

a|)|)ri)('iieiU  peu  à peu  de  régalitc,  ils  doivent  approelier  en  même  temps 
de  lit  quantité  a trouvée  ci-dessus  (3  .;  car,  puisque  a est  la  valeur  de  .r 
i|ui  rend  X=x,  il  s'ensuit  que  si  par  exemple  A'=ot  on  aura  aussi  .\"=5r, 
par  conséquent  .\'=A"  et  vice  versâ. 

Kt  comme,  lorsque  ar  = X =«,  on  a aussi  il  s’ensuit  encore 

i|ue  les  termes  de  la  série 

h.  H,  H',  B',.,. 

appi'oclicront  aussi  en  même  temps  de  l’égalité  et  de  la  (|uantilé,3. 

Kn  poussant  donc  les  deux  séries  assez  loin  pour  <|u’on  -parvieune  à 
des  termes  A'  , B'  peu  diirérents  de  a et  de  f}.  on  pourra  supposer  (5) 

A'  =a-t-?,  B”  - - iî-t- )f^ 

De  là  on  aura 

Ç = A'-  -a,  B - = )-(A"  -*h 

d'où  l’on  lire 


Ainsi  l’on  connaitra  la  valeur  du  coeflicienl  y. 

8.  Si  la  .série 

a,  A,  A',  A'..  . . 

était  divergente,  alors  elle  serait  convergente  de  l’autre  coté;  il  l'audrail 
donc  continuer  celte  série  en  sens  contraire  suivant  la  même  loi,  c’est-à- 
dire  en  .sorte  que  <'haque  terme  soit  une  l'onction  de  celui  qui  le  précé- 
dera à gauche,  telle  (|ue  X l’est  de  ,r. 

.Ainsi  l’on  l'era  dans  ce  cas 

\ — a, 

et  l’on  cherchera  la  valeur  de  ar  qui  en  résulte  et  qu’on  nommera  on 
l'era  ensuite 

X = b'. 
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et  l'on  cherrhera  la  valeur  résultanle  de  a;,  qu’on  nommera  a",  et  ainsi 
(le  suite.  On  fera  de  nn’me 


ensuite 

et  ainsi  du  reste. 


V = A,  y — 
Y=*',  }-~b\ 


On  aura  ainsi  les  deux  séries 


a,  a',  a",  n*,. . 

b,  b’,  h",  A' 


(|ui  Seront  eonvcrgentes  vers  les  quantités  a et  /3,  et  serviront  par  eons<‘- 
quent  à déterminer  la  valeur  de  y,  en  faisant 


d’où 


= et  A”- = P 


9.  -Vu  reste,  lors(|ue  les  relations  entre  x et  X,  et  entre  y et  V,  .sont 
données  algébriquement,  on  pourra  trouver  les  valeurs  arithmétiques 
d(*s  termes  des  .séri(!s  propo.sées  aus.si  exhetement  qu’on  voudra  par  les 
règles  connues.  Mais,  si  ees  relations  ne  sont  repiaisentées  que  par  des 
eourbes,  il  faudra  alors  rlierclier  mécaniquement  les  termes  dont  il  s’agit, 
en  prenant  les  ordonnées  correspondantes  aux  abscisses  données,  ou  les 
ab.scisses  correspondantes  aux  ordonnées  données;  opération  qui  n’a  au- 
cune dilliculté  lorsque  les  courbes  sont  tracées  avec  exactitude. 

10.  Qda  pos('',  qu’on  chercbe  maintenant  la  valeur  de  y coriTspoii- 
dante  à une  valeur  <|nelron(|ue  donnée  de  x. 

Soit  m la  valeur  donnée  de  xi  (|u’on  fasse 

X — m, 

et  qu’on  eberclie  la  valeur  correspondante  de  X qu’on  nommera  M ; qu’on 
fasse  ensuite 

x = M. 

V. 
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fl  ([IIP  M'  soit  lit  viilfur  corrfspoiulanlf  de  X;  qu'on  fasse  encore 

X — AT, 

fl  que  M"  soit  la  valeur  de  X,  et  ainsi  de  suile. 

On  aura  de  celle  manière  la  série 

m.  M,  M',  M' 

laquelle,  si  elle  lend  vers  l'égalilé,  sera  nécessaireineiit  converge  nie  vers 
la  (|uantité  a par  la  même  raison  que  nous  avons  vue  plus  haut  (7  j.  On 
parviendra  donc  dans  ce  cas  à un  lerme  tel  que  M”  , lequel  sera  peu  dif- 
férent de  «;  en  sorte  qu’on  pourra  faire 

et  alors,  ce  lerme  étant  pris  pour  ar,  la  valeur  corirspondante  de  sera 
yf  (5).  Ainsi  lors(|iie  M"  sera  pres<|ue  égal  à «.  on  aura,  pour 
.r  = M"  ', 

)•  :=  3 -t- yl  M*- - * . 

Supposons  que  « soit  la  valeur  cherchée  de  v correspouilanle  ii  .»•  = »», 
que  de  même  X soit  la  valeur  qui  en  résulte  pour  Y,  et  <|ue 


donne 

qu'ensiiite 

donne 


r=N 

Y = >■'. 

Y = N', 

et  ainsi  de  suile.  Il  i^sl  clair  que  les  termes  de  la  sérié 
«,  .N,  N',  N',... 

seront  les  valeurs  de_v  répondantes  aux  valeurs  . 

»i,  M,  M',  M".... 
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(le  X.  Donc  aussi  N'  ' scia  la  valeur  de  v qui  répuiid  » x = M”  : par 
conséquent  on  aura 

N--—  P +.y(M'--a  . 

Ctîlle  valeur  de  N"’  ' sera  donc  connue,  et  de  là,  en  reinunlani  par  des 
opérations  contraires,  on  trouvera  tous  les  termes  précédents  de  la  série 

II.  S,  N',  N” N'-  ; 

et  l'on  parviendra  ainsi  à la  valeur  cherchée  n. 


II.  Si  la  série 


m,  M,  M',  M",... 


ne  tend  pas  vers  l'é{;alite,  et  par  eun.séqueiit  ne  converj;e  pas  vers  la  va- 
leur de  a,  il  faudra  alors  la  continuer  en  sens  contraire,  c'est-à-dire  for- 
mer la  sé'rie 

m,  m', 

en  faisant,  cuinnie  dans  le  n"  8 ci-dessus. 


\ — m, 

et  de  là 

X = /a\ 

ensuite 

\ = m\ 

et  de  là 

T =: 

et  ainsi  de  suite.  La  .série 

étant  cüiiver{çenle  vers  a,  un  la  poussera  jusqu’à  un  terme  m'  peu  dif- 
férent de  a,  et,  faisant 

X ~ m'' 3 -h  i , 

on  aura 

= ylm~  —a); 

c’est  le  terme  correspondant  dans  la  sitIc 

n,  n',  n*  - 
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formée  suivant  celte  loi,  (|ue 

Y=n 


lionne 

r~ 

ensuite 

\—n‘ 

lionne 


r=-«'. 

et  ainsi  île  suite.  Ainsi,  en  remonlant  de  ce  terme  connu  vers  le  pnicé- 
dent,  on  trouvera  la  valeur  cherchée  de  m. 


12.  Nous  avons  suppose  que  l'équation  donnée  entre  et  yfX). 
c’esl-à  dire  entre  y et  Y (2),  était  indépendante  de  or;  mais  il  n'est  pas 
dillicile  de  voir  que  la  même  méthode  peut  servir  é('alenienl  lorsque 
cette  équation  contiendra  aussi  a:  d'une  manière  quelconque  : seulement 
on  ne  pourra  pas  dans  ce  cas  ivprésenter  la  relation  entre  et  V par  une 
courhe;  mais  il  faudra  nécessairement  que  celle  relation  soit  exprimée 
algéhriquement.  Il  ne  s’agira  alors  que  de  suhstituer,  à chaque  opéra- 
tion, dans  l'équation  entre  .r,  y et  Y.  la  valeur  de  x déjà  trouvée  dans 
l'opération  correspondante  et  relative  à ar;  ainsi,  après  avoir  trouvé  la 
valeur  se  de  x,  laquelle  rend  a;  = X,  on  mettra  cette  valeur  pour  x tians 
ré(|uatiuu  en  y et  Y,  et,  faisant  y = Y,  on  en  tirera  la  valeur  |S  dey:  et 
ainsi  du  reste. 

Enlin  il  pourrait  arriver  que  y se  trouvât  = o;  alors  pour 


• un  aurait  (5) 


X = a ' 


y=3-^aï-,  • 


et  le  Prohlème  serait  toujours  résoluhie  par  les  mêmes  prim-ipes. 

13.  La  méthode  que  nous  venons  d'expo.ser  n'est  antre  cimse  dans  le 
fond  qu'une  généralisation  de  celle  qui  a été  employée  par  Hriggs  ilaiis 
la  construction  de  sa  Table  des  logarithmes.  {\’oyez  son  Ouvrage  intitulé: 
Arilhmetica  logarithmica.  ) ('.ette  méthode  tie  Ilriggs  est  peu  connue,  et 
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dans  la  foule  des  Auteurs  qui,  dans  ee  siècle-ei,  ont  traité  des  loga- 
rithmes. il  n'y  en  a peut-être  pas  un  qui  en  ail  fait  usage,  ou  niêine  inen- 
lion;  ils  ont  presque  tous  suivi  la  mélliode  indireele  et  de  tâtonneineni, 
qui  est  à la  vérité  préférahle  lorsqu'il  s'agit  de  eonsiruire  des  Tables; 
■nais  celle  de  Uriggs  a l'avantage  d'être  tout  à fait  directe  et  de  donner 
iininédialement  le  logarithme  de  chaque  nombre  sans  le  faire  dépendre 
d'aucun  antre  logarithme,  ('.omme  elle  est  applicable  à plusieurs  (|ues- 
tions  qui  pourraient  échapper  aux  inêthodes  connues,  j'ai  cru  devoir  en 
enrichir  l'Analyse,  en  la  généralisant  et  la  présentant,  ainsi  que  je  viens 
de  le  faire,  avec  toute  l'étendue  dont  elle  est  susceptible, 

Application  aux  logarithmes. 

14.  Pour  donner  un  exemple  de  cette  méthode,  nous  choisirons  la 
i)ucstion  même  des  logarithuies,  comme  renfermant  l'application  la  plus 
simple  qu'on  en  pnis.se  faire;  et  nous  partirons  aussi  du  la  propriété  la 
plus  simple  des  logarithmes,  celle  que  le  logurithine  d'un  carré  est  égal 
au  double  du  logarithme  de  sa  racine. 

On  aura  donc  dans  ce  cas  f I) 

?lx)  = logx, 

et.  comme  la  propriété  donnée  consiste  en  ee  que 

logJ:'=:  î togx. 


l'équation  entre  ^(jr)  et  ?(Xj  sera 


donc 

et.  faisant  12) 


9'X*)  rr  a<pf,r  ), 
X = x>; 


on  aura 


Y =.  sr. 


Ainsi  le  lien  de  l'équation  entre  x et  .X  est  une  parabole,  et  celui  de 
l'équation  entre  v et  Y est  une  simple  ligne  droite. 
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Siü 

KüisanI  niaintrnant  X = or-,  on  a 

xr  x'.  dont-  x = i = a; 
l'I,  fai.-iani  Y = y,  on  a (3] 

r = ar.  donc  »•  r=  o = |î. 


15.  A l’égaril  des  valeurs  de  x et  v qu'on  doit  supposer  eouiiues  el 
que  nous  avons  désignées  par  a el  b (6).  elles  dépendent  du  sysiènie  de 
logarithmes  qu'on  veut  adopter.  Dans  eelui  de  Kriggs,  ipii  est  le  sysiéine 
reçu  généralement,  ou  lait  logio  = i ; doue  x — lo  donne  y = i;  par 
eonséqueni 

n = lu,  A = I . 

■Vinsi  la  série 

fl.  A,  A',  A",... 

deviendra 

lo,  IO%  lO*»  lO*,..., 

el  la  série-  eorrespondanle 


h.  B,  B',  B-,... 

sera 

I,  a,  4,  d 


El  réciproquement  la  série 


el  la  correspondante 


fl,  fl',  a",  «*,... 
lu,  ^ll>,  V lu,  V 

4,  6',  A , 


On  vuil  ici  que  la  série 


I I I 

'•  »’  7’  û’" 

9 4 ” 


a,  A',  A'',.** 
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est  divergente,  mais  qu’au  contraire  la  série 
fl.  a',  n‘,  ri',... 

est  convergente  et  approelie  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  a = i . Ainsi 
il  iaudra  employer  celte  dernière  série  pour  trouver  la  valeur  de  7 fSj.  ■ 

l().  On  extraira  donc  la  racine  carrée  de  10,  ensuite'  la  racine  carrée 
de  cette  racine,  el  puis  la  racine  carrée  de  celle-ci,  et  ainsi  de  suite  jns- 
i)u’à  ce  qu’on  parvienne  à unt‘  racine  très-peu  dilFérente  de  l’unité.  On 
formera  ensuite  les  termes  correspondants  de  la  série 

I I I 

-,  g,.. 

par  une  continuelle  hissection  de  l’unité.  On  poussera  cesseiiesju.s()u’aux 
termes  a"'  el  />”  tels  que  ' — 1 et  b'"  soient  des  fraclioiis  assez  pe- 
tites pour  que  leurs  carrés  .soient  comme  nuis.  Ainsi,  en  employant  le 
calcul  décimal,  si  l’on  a fixé  le  nomiire  des  décimales  auquel  on  vent 
porter  la  précision,  il  faudra  i|ue  les  quantités  dont  il  s’agit  se  trouvent 
exprimées  par  des  nombres  qui  aient  avant  les  cbitfres  ou  notes  signili- 
calives  autant  de  zéros  (|u’il  y aura  de  ces  cliilfres,  afin  que  les  carrés  de 
ces  nombres  tombent  hors  des  limites  fixées. 

Briggs,  ayant  employé  '3a  décimales,  a pousse  le  nombre  des  extrae- 
tions  successives  jusqu’à  .V|,  et  il  a eu  pour  dernière  racine  le  nombre 

1 ,00000  00000  olKmo  1x781  91 4;)-^  zootï  35, 

c’est  le  terme  a“'  de  notre  série  à,  a",  a' 

Il  a trouvé  ensuite  par  f>4  bissectiuns  continuelles  de  l’unité  le  nombre 

0,00000  00000  00000  o555i  I i5i2  827, 

qui  est  par  conséquent  le  terme  //'*  de  la  série  b',  b",  b',.... 

.Ainsi,  puisque 

a = i,  |3  = o. 

on  aura 

4‘" 
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savoir 

o,555i  I i5ia  3ii57  827 

^ 1,2781  9i4‘j3  20oj2  35  ’ 

rv  (|ui  SI*  réduit  à 

y = 0,4342  >)44^'  f)o325  18. 


17.  Ci’IU*  valeur  dp  y éliiiit  ainsi  trouvée  servira  pour  déterminer  les 
logaritlimes  de  tous  les  nombres.  Car,  si  le  nombre  donné  dont  on  eber- 
ebe  le  logaritbme  est  m,  il  ii’y  aura  (|u'à  lornier  la  série  m,  m'.  m",... 
par  de  semblables  extractions  de  la  racine  carrée,  en  sorte  que 


m‘z=^m,  m"  = \\m , 

et,  des  (|u’oii  sera  parvenu  ainsi  à une  racine  ou  terme  m'  qui  aura 
avant  les  notes  décimales  significatives  autant  de  zéros  qu'on  veut  avoir 
de  ces  notes  significatives,  on  aura  sur-le-champ  le  ferme  correspon- 
dant de  la  série 

B,  n",... 

des  logarithmes  par  la  formule  (11) 

n”-=rj3  •—  a). 

Or  les  termes  de  cette  dernière  série  sont  l'orinés  connue  ceux  de  la  série 


6,  b',  b',... 


par  une  bissection  continuelle  du  premier  terme  n-,  en  sorte  que,  nom- 
mant >.  l'exposant  du  terme  n'*  ",  ou  aura 


et  par  consé(juent 
Donc,  puisque 
on  aura 


fl  = 2*  X fl'--. 


3 = 0,  « - I, 


n _ 2‘  X 7 


m'  “ — I 


O*  sera  le  logarithme  du  nombre  m. 
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18.  Hrigg.s  a (h'itTiniiK’  ainsi  les  logaritliines  «le  a,  de  3 et  de  plusieurs 
nombres  premiers;  mais,  pour  faeiliter  le  ealeul  des  extractions  des  ra- 
cines carrées,  au  lieu  d'opérer  sur  le  nombre  a,  il  opère  sur  la  lo'  puis- 
sance de  a qui  est  ioa4,  et  (|ui  étant  divisée  par  io<k)  donne  le  nombre 
i,oa4,  dont  l'extraction  des  racines  carrées  est  beaucoup  plus  facile. 
Prenant  donc  i ,oa.4  pour  le  nombre  proposé,  il  trouve  par  .'47  extractions 
successives  le  nombre 

I tiMUHxi  oocKXi  i(>85i  6o57o / 7* 

qui  a les  conditions  demandées;  ainsi,  mettant  ce  nombre  à la  place  de 
rn’  dans  la  formule  précédente  et  faisant  /.  = .'17,  on  a,  pour  le  loga- 
ritbme  « du  nombre  m=  1,034. 

/I  a”  0,00000  oiMM)o  omioo  itîR.Ai  (10570  534>j<)  'il  Y* 

c'est-à-dire  en  subslitnant  la  valeur  de  7 trouvée  ci-dessus  (16 j 

n ~ ?"  X 0,00000  00000  fKHHKi  07518  554)5tït4o(>?'t  q'tfiR: 
et  de  là  on  aura  enlin 

n o,oio?<)>s45ii6  3f)Ki  1 jj5?<î5  log  i,o?4- 
.Ajoutant  maintenant  à c(‘.logaritbme  celui  de  hioo  (|ui  est  4,  on  aura 
5,oio2q<4ç)5ti(i  5<)8i  I j45?G5  ^ tog  10?  | = log?"  : . ni  log?  ; 
donc,  divisant  par  10,  un  aura 

log?  o,5oio? (ggiGtilvlpSi 

l‘J.  Nous  avons  VU  que  la  valeur  du  coellicient  constant  7 dépend  du 
système  de  logarithmes  (|u'on  veut  employer,  c'est-à-dire  du  logaritbnie 
qu'on  veut  a.ssigner  à un  nombre  donné  (t5);  il  peut  donc  y avoir  tel 
système  de  logarithmes  dans  lequel  la  valeur  de  7 sera  l'unité;  et  il  esl 
clair  ipie  ce  système  sera  le  plus  simple,  du  moins  par  rapport  à la  re- 
cherche des  logarithmes  par  la  méthode  présente.  Dans  ce  système  donc 
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le  logarilliiiie  «”  • d’un  nombre  m"-  , irî‘s-|ieu  dilTéi'ent  de  l’unité,  sera 
»im|ilen)i-Ml  in”  — i {17),  c’csl-à-dire  qu’on  aura 

log(i -e  5)  = 5, 

loi'iMiue  I est  une  i|uanlité  inlininient  petite.  C’e.st  la  propriété  eonniii- 
des  lo(;arillimes  li  vperl)olii|ues.  Et  de  là  on  voit  en  inéine  temps  eomment 
ees  sortes  de  lo|'arillimes,  qu’on  appelle  aussi  naliirela,  ont  pu  se  pré- 
senter les  premiers  à leur  inventeur  Neper,  quoiipic  d’ailleurs  notre  sys- 
tème déeimal  paraisse  indiipier  naturellement  les  logarithmes  tabulaires 
ou  de  Rriggs,  dans  le.squels  l’unité  est  le  logarithme  de  lo. 

Ainsi,  dans  les  l’ormules  ilu  n“  16,  a’"  — i sera  le  logarithme  hyper- 
holi<|ue  de  a'"-,  et  si  l’on  nomme  h le  logarithme  hyperbolique  de  a ou 
de  lo,  le  terme  h‘"  de  la  série 

/(,  A',  A',... 

des  logarithmes  eorrespondanUs  aux  nombres 


U,  a',  a", . . . 


sera  évidi'inment  A"’A.  puisque  ees  termes  proeèdeiil  par  une  hisseetiou 
eontinuelle.  Un  aura  dune 


A‘"  A = - I , 


de  sorte  que  le  nombre  réeiproque  du  nombre  y du  système  tabulaire 
si*ra  le  logaritbmi*  hyperbolique  de  lo;  et  l’on  aura  par  re  muven 

l(»^  livpio  -= 


20.  Au  reste  eetle  méthode  île  trouver  les  logarithmes  peut  être  l'aei- 
leinent  traduite  en  l'ormiile  au  moyen  du  Théorème  de  Newton  pour  la 
loruiation  des  puissances  des  hinùines.  Car.  suivant  le  n'*  17.  on  a 


n = logm  = X y ( V"'  ~ ' )■ 
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lorsquo  a'  ost  un  très-grand  nombre.  Donc,  si  l’on  fail 


? = '• 


en  sorte  ((ue  i soit  une  fraetion  fort  petite,  on  aura 


logm  : 


Soit 


m = I -e  i; 


on  aura  par  le  Thcorèine  cité 


i(i  — O , i(i  — I (i— a)  . 
m'  = I -t-  Il  -( — 1 ^ *’  + -1 i-t  ' a*  -f- . . ., 

a a73 

et  lorsque  i est  un  nombre  très-petit,  on  a,  en  rejetant  les  termes  all'eetés 
de  i’,  I* 

donc 

tog(.  + a,  = y(z-l’  + ^-...); 
et  si  l’on  fait  ■/=  i,  on  a 

logh)p(i  -e*)  = î — 

comme  on  le  trouve  par  le  (^leul  intégral.  . 

21.  Réeipro(|uement  donc,  puisque 

logm=ZKlll', 

011  aura 


et  de  là 
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(lune,  (lévelüppunl  celtf*  puissance  par  la  même  lormule  et  laisani  en 
même  temps  » infinimeiil  (telit,  on  aura 


(logm)*  (logwi)* 

■ ~ / * y’  * . 3 y’ 

ce  ([tii  s'accortie  avec  ce  que  l'on  sait  (l’aillciirs. 

Halley  est,  je  crois,  le  premier  qui  ait  donné  celle  niunière  également 
simple  et  ingénieuse  de  parvenir  aux  expressions  analyti(|iies  îles  loga- 
rilllines  par  les  nomhres,  et  des  nombres  par  les  logarilliines.  (V'oTe:  les 
Tmitsarlions  philosophiques,  n"  ai(j.) 


22.  Je  Unirai  par  faire  remarquer  (|ue  si  l’on  élève  la  quantité  i -i-  z 
à une  puissance  quelconque  /,  et  qu’on  veuille  avoir  la  série  i)ui  exprime 
celle  puissance,  ordonnée  par  rapport  aux  pui.ssances  mêmes  de  l’expo- 
sant /,  on  aura 


(I  î )•=  I -t-  /;  -t- 


fl?! 

a. 3 


5 étant  In  logarillime  liyperliolique  de  i -t-  a. 

Car,  faisant  dans  la  série  ilu  numéro  précédent 


on  aura 


m=  \ + t)',  y = I , 

logm  = log  hjpu  i j'  = / loghyp  i -t-  îj  = rjî 


donc,  etc. 
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CKMRK  l»K  tiRAMTI*. 


{Nouveaiw  jWf*Vw»v>r*  tie  r.lvtuUriuic  rurale  tte\  Srieme^  vt  BrUc\-‘Letitc\ 
tUt  RrttOtf  annêi*  178V.; 


Ou  sait  (|uc  !«'  centre  de  ÿ;ravité  d'un  eurps,  mi  d'un  système  nu  ass<-ni- 
l>lage  (|ueleon<|ne  de  corps,  est  un  point  autour  dui|uel  le  système  est 
toujours  en  équilibre  en  vertu  de  la  gravité,  (juelle  que  soit  sa  situalion 
autour  de  ce  point;  et  suivant  les  principes  tie  Staliijue  il  l'aul  i|ne  la 
somme  des  moments  de  tons  les  poitls  élémentaires  du  système  par  rap- 
port à un  plan  (|ueleuui|ue  passant  par  le  point  dont  il  s'agit,  c'est-à-dire 
la 'somme  des  produits  de  ces'poids  par  leurs  distances  au  plan,  soit 
nulle.  Or  on  démontre  raeilement  par  la  Géométrie  que,  si  celle  pro- 
priété a lien  par  rapport  à trois  plans  perpendiculaires  entre  eux.  elle 
aura  lieu  aussi  par  rapport  à un  autre  plan  quelconque;  ainsi  la  reelier- 
che  du  centre  de  gravité  se  réduit  nni<|ueinent  à trouver  un  poiiil  lel  que 
la  somme  des  moments  par  rapport  à trois  plans  perpendiculaires  ei  pas- 
sant par  ee  plan  soit  nulle.  C'est  aussi  de  cette  manière  qu'on  determini> 
le  centre  de  gravité;  mais  <]uoii|ue  la  considéralion  des  plans  |>ar  rap- 
port auxijiiols  la  somme  <les  moments  doit  être  nulle  l'acilite  extrême- 
ment cette  détermination,  on  n'en  doit  pas  moins  la  regarder  comme 
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rlraiiffÎTC  PII  i|ucl(|up  façon  a la  nature  du  cpulrp  dp  «{ravilp;  p|  |)Imm|up 
PP  ppnire  pst  un  poiul  uniqup,  dont  la  position  dépend  siinploineiil  de 
ppIIp  que  les  dilTérenls  poids  ont  entre  eux.  p’esl-à-dire  de  leurs  dis- 
laiiees  muluelle.s,  il  serait  naturel  de  elierelier  à le  déterminer  aussi  par 
le  moyen  de  ees  distanees.  C'est  l'objet  de  la  nouvelle  propriété  (|iie  nous 
allons  exposi'r. 

Tiikohicmk  I. 

Soit  lin  système  ou  itssernhUige  quelconque  de  plusieurs  coips  ou  masses 
dont  chacune  soit  considérée  comme  un  point;  qu'on  multiplie  toutes  ces 
masses  deux  à deux,  et  ensuite  chaque  produit  de  deux  masses  /tar  le  carré 
de  la  distance  entre  elles  ; qu  enfin  on  divise  Ut  somme  de  ces  différents  pro- 
duits par  ht  somme  de  toutes  les  masses  ; on  aura  une  quantité  égale  à la 
somme  des  produits  de  chaque  masse  pttr  le  carré  de  sa  distance  au  centre 
de  gravité  du  système. 

Démonstration. 

Soient  m line  qneleonque  des  masses  du  système,  et  p,  q,  r les  trois 
poordonnées  reptan^les  qui  iléterminent  lu  position  de  eette  masse  dans 
l’espaee,  ees  eoordonnées  ayant  leur  origine  eommune  dans  le  rentre  de 
gravité  de  tout  le  système.  Soient  de  même  m',  m‘ ....  les  autres  masses 
du  système;  p,  q , r'  les  eoordonnées  reetangles  de  la  masse  m'\  p",  q' ,, 
r~  pelles  de  la  masse  rn";  et  ainsi  des  antres. 

V.oowwv  p.  p , p" , . . . sotil  les  distanees  des  niasses  m,  rn,  m",...  à un 
plan  passant  par  le  rentre  de  gravité,  que  de  même  q,  q , q", ...  et  r,  r‘. 
r' ....  sont  les  distances  des  mêmes  inas.ses  à deux  autres  plans  perpendi- 
pulaires  à celui-là  et  pa.ssant  de  même  par  le  cetitre  de  gravité,  on  aura 
par  la  propriété  connue  de  ce  centre  les  trois  équations 

mp  -V  m' p'  -t-  m"  p"  — o, 
mq  -4-  m'q'  -t  m’q"  -h  . . .—  n, 
nir  -V  m'r'  né  r"  . . .=  o. 

On  aura  donc 

( mp  -¥■  m' p'  -t-  nép"  •'  ~n. 
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savoir,  i-n  développant  les  termes 

m=y»’  -+■  m‘‘p'’  -t-  ~7.mm' pp'  — imm"pp'' — •> m' m“ p' p" — ...  ; 

i|ii'oM  ajoute  de  part  et  d'autre  les  lerines 

nilm'-t-  ni' + . . . m'(m  -t-  «l'-t-. . ,)p'‘  H-  -t-  . .\p“‘ 

on  aura 

' m -t-  m'  + m'  -h . . .){mp-  + m'p’’  + 

= mm'ip  — + mni'lp  —p']‘+  m'm"(p‘—  />";’  + 

On  trouvera  de  inèine,  d'après  ré(|uatiun 

{mq  + m' q'  m“ g"  -i- o, 

eelle-ei 

I m -r  m'  + m"  -i- . . . mq’  -e  m’q'’  ■+  m’  q“‘ 

r=  mnt'lq  — g'  )'  -h  mm'\q  — 9”  j’  + m'  m"(g'  — g"  ’-t- 

Él  pareillenieni  réquation 

Imr-t-  m' r'  -h  m"  r"  + ...)*=:  o 

donnera 

( «I  -e  01'  m"  -4- . . . ) ( mr’  -+-  ni'  r’’  •+■  m"  . .1 

mm'(r  — r')'  mm"(r  — — r'''-’  a- . . . . 

Doue,  ajoutant  ees  trois  équations  enseinhie.  et  Faisant,  pour  abréger, 

p‘  -i-  q‘  + r’  = <r, 

P ’-*-  g’’  + r'>=  II'’, 


P — p'  1'  + {g  — g'  ’ -h  vr  — r' }'  =i  h\ 

(/<  — p’i’  4-  fy  — ÿ'j’  4-  (r  — r"  ' zz  h’’, 

'p'— p’i’  -*-{q‘—g’i‘-*-{  >■'—  r")’  h"\ 

V.  tw 
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SUR  UNE  NOUVELLE  PROPRIÉTÉ 


lin  aura 

( ni  -f-  m'  -4-  m"  4- . . . ) ( ma’  -i-  m' a''  -4-  m'  n*’  4- . . . ) 

— mm'  h’  4-  mm"  b”  4-  ni'  m"  A"*  4- . . . . 

Or  il  est  visilile  (juc  a,  a',  a", . . . sont  les  distances  des  tirasses  m,  m', 
m", ...  au  centre  de  gravité,  et  b,  b',  b", . . . sont  les  distances  entre  les 

niasses  m et  m',  m et  m",  m'  et  /«" Doiu’,  en  divisant  l'équation  |)ré- 

cédenle  par  rn  4- m'4- rn"4-...,  on  aura  le  Tliéorèine  proposé. 

(ioROLLAIRË. 

Pnisipie 

mp  4-  m'p'4-  m"p'4- . . . =.o, 

on  aura 

nilp  — /i*  4-  m'(pf—  f]'  4-  — /i'  4- . . . 

— mp'  4-  ni'p'i  4-  m'  p"'-¥ . . . 4-  (ni  4-  m'  4-  m"  4- . . Af’, 

quelle  que  soit  la  quantité/.  Donc  aussi 

( ni  -t-  m'4-  m"4- , . [ni'/i  —ff  4-  m'(/»'— /j*  4-  m’(p"— /)’  4- . . .) 

•.=  (ni  4-nr4-m'4-. . .)\mp'  4-  m'p'’+  m’p’’-¥. . .)4-{ni  4-  m'4-  m'  4-  . . . ■/■; 

et,  niettani  pour 

(ni  4-  ni'  4-  m"  4- . . . )(nip’  + m' p’’  4-  m" p"'  4- . . .) 

sa  valeur 

nrni'  I p — pf  )’  ■+■  mm  "{  p p"  ]’  -t-  m' m’ { p'  — p'  )'4- . . . 
trouvée  dans  le  numéro  précédent,  on  aura  l'équation 

ni  4 ni'  4 m"  4 . . .)[ni  p —f  i’ -t-  m' ( p'—f)’ -i-  m“\p'‘  —f  :'4  . . .] 

-rnini'  p—-p'  Y mm’ip  - p"  ' m'm"  p'  — p"  )’ 4...4mi  4- ni'  ‘ m'4...’/’. 

On  trouvera  de  inénie,  en  prenant  une  autre  quantité  quelconque 
l'équation 

ni  4 m'  4 m ' 4 . . . i j m i/  — g m'  [i/'  — pj'  4 m'tfl"  — gp  4 . . . ] 

-zmm'Uf  — ii'  ?4  nim"(ÿ  — fl'  1*4  m'm"  fl'— fl")'4...4  ni  4 m'  a-  m" -t- ’ g‘. 
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Et  pureillemenl  on  auro 

( m + m'  -¥  m"  + . . . ) [ m ( r — A )‘  + m'{r'—  A )•  + m"  ( r'  — A )’  -t- . . . ] 

= mm'(r— r')’+mm'(r—  . . -t- Im  -t- m'-i-  m'  -t- . . . l'A’. 

Do  sorte  qu’en  ajoutant  ensenilde  ces  trois  équations  et  faisant,  pour 
abréger, 

'P  — A)’=st>, 

lp‘  ÿ _ ^).  + ( r'  - A )>  = a", 

(/»'-/)’  + (?’-  t,')*  + (e'-  /»)>=«"■, 


/’-f- g' + A’=  ô‘, 

on  aura 

( m -H  ni'  m'  -t- . . . ) ( m a’  -e  m’  -I-  m"  -e . . . ) 

= mm' 6’  4-  mm" A'’ a-  m'm"è"’  (m  m'  m"  + . . . '3'. 

Or  il  est  clair  que  les  quantités /,  A peuvent  représenter  les  coor- 

ilonnées  rectangles  d’un  point  quelconque  pris  à volonté;  alors  a, 

seront  évidemment  les  distances' des  mas.ses  m,  m',  m',...  à ce 
point,  et  ô sera  la  distance  de  ce  point  au  centre  de  gnvité  des  corps  m. 
m\m" Donc  l’équation  précédente  donnera  ce  nouveau  Théorème. 

Théorème  II. 

!m  somme  des  produits  de  chaque  masse  par  le  carré  de  sa  distance  à un 
point  quelconque  donné  est  égale  au  produit  de  la  somme  des  masses  ftar  le 
carré  de  la  distance  de  ce  point  au  centre  de  gravité  de  toutes  ces  masses, 
plus  à lu  somme  des  produits  des  masses  multipliées  deux  à deux  entre  elles 
et  /Htr  le  carré  de  leurs  distances  respectives,  cette  dernière  somme  étant  di- 
visée par  la  somme  même  des  masses. 

Corollaire. 

De  là  résulte  une  nouvelle  manière  de  trouver  le  centre  de  gravité 
d’un  système  ou  assemblage  quelconque  de  tant  de  c(n'ps  qu’on  voudra, 

tî«. 


540  SUK  UNE  NOUVELLE  PKOPUIÉTÉ,  ETC. 

nmsiilpré.s  poinmp  iIps  point."!.  On  rherchora  la  .somme  des  produits  de  la 
mas.se  de  eliaque  corps  par  le  carré  de  sa  distance  à un  point  donné  (|uel- 
eün(|uc,  et  l’on  divisera  cette  somme  par  relie  de  toutes  les  masses;  on 
eherriiera  ensuite  la  somme  des  produit.s  des  mêmes  masses  multipliées 
ensemble  deux  à deux,  et  multipliées  en  même  temps  par  le  carré  de  la 
ilistance  entre  les  deux  masses,  et  l'on  ilivisera  cette  somme  par  le  carré 
de  la  somme  des  mass<"s;  on  rctrancliera  cette  seconde  quantité  de  la  pre- 
mière, et  l'on  aura  la  valeur  du  carré  de  la  distance  du  rentre  de  pravité 
du  sj'.stème,  au  point  donné;  de  sorte  (|u’en  tirant  la  racine  carrée  de  la 
ilifferenre  des  deux  (piantités  dont  il  s’agit,  on  aura  la  distance  du  centre 
elierehé  au  point  donné. 

Ainsi  l’on  pourra  trouver  la  distance  du  centre  de  gravité  du  système  à 
ti'f)is  points  (|nelcouques  donnés,  et  par  ces  trois  distances  on  aura  évi- 
demment la  position  du  même  centre.  Si  les  corps  étaient  tous  <lans  un 
même  plan,  il  est  visible  qu’il  suHirait  de  considérer  deux  points;  et  il 
u’en  fautirait  qu’un  .seul,  si  tous  les  corps  étaient  sur  une  même  ligne 
«Imite. 

•Vu  reste,  comme  la  position  de  ces  points  est  arbitraire,  on  peut  les 
prendre  dans  quelques-uns  des  corps  du  système;  alors  il  sullira  de  con- 
naitre  les  masses  des  corps  et  leurs  distances  mutuelles,  pour  avoir  im- 
médiatement la  distance  du  centre  de  gravité  à chacun  de  ces  corps. 

Otte  manière  de  déterminer  le  centre  de  gravité  parles  seules  dis- 
tances des  corps  entre  eux  est,  je  crois,  nouvelle,  et  peut  être  utile  «lans 
i|uelques  occasions. 
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POlll  lü-TKuilKH 

LES  ÉQIATIONS  AUX  DIFFÉREINCES  PARTIELLES 

UU  PKEMIKK  OKDKE, 

I.OKSgUK  ('.hb  DIFK^.HI'NCKS  >K  SOM  (^1  K I.IMiAlHES. 


{MtMvewfj'  rie  VJriuièmir  mrate  ite.\  Sriences  r/  Brtirs-Lenre^ 

ftt‘  Brrltn  t anniV  1785.) 


Si  Ih  nais8»ncc  du  (ialciil  iiiU'^ral  apparticnl  au  Hièide  d<‘rnicr,  il  v a 
iiiiK  hraiK’lie  iinpurlaiite  de  ce  Calcul  qui  n’a  été  inveulée  ipi’au  milieu 
de  celui-ci;  c’esi  ctdlc  qui  concerne  les  équations  aux  dillérences  par- 
tielles, c’est-à-dire  ces  équations  qui  contiennent  les  <lifl'érentielles  d’une 
fonction  lie  plusieurs  variables,  prises  relativement  à chacune  de  ces  va- 
riables en  particulier. 

Tous  les  Problèmes  de  Géométrie  où  l’on  considère  des  surfaces,  et 
tous  ceux  de  Mécanique  où  l'on  considère  des  corps  ou  llexibles  ou 
Iluides,  dépendent  de  la  Théorie  de  ces  équations.  Les  solutions  qu’on 
peut  trouver  independamineni  de  cette  Théorie  sont  nécessairement  in- 
complètes ou  hypothétiques:  et,  si  l'on  est  .souveni  ohlipé  de  se  coiilen- 
ler  de  ces  .solutions  limitées,  c’est  faute  de  pouvoir  intégrer  les  équa- 
tions aux  dilférences  partielles  dans  lesquelles  les  solutions  riftourensi's 
et  générales  sont  renferinées. 

La  plupart  des  recherches  analytiques  (|u’on  a faites  depuis  vingt  ans 


Digitized  by  Google 


■>U  MÉTHODE  PODK  INTÉf.KEK  LES  ÉQt  VTiONS 

nul  i-u  [mur  oliji‘1  rinU'-^nilioii  df  et-  genre  d’équalions;  el  elles  oiU  pro- 
diiil  dillerentes  méthodes  plus  ou  moins  générales  el  plus  ou  moins 
iililes.  Une  des  plus  étendues  et  des  plus  simples  tout  a la  fois  est,  je 
émis,  relie  que  j’ai  donnée  dans  les  Mémuires  de  i Aciidéinie  pour  l'an- 
née 1779  ('),  et  qui  apprend  à intégrer  toutes  les  équations  aux  dilFé- 
renecs  partielles  du  premier  ordre,  dans  lesquelles  ees  dilTérenees  ne 
paraissent  que  sous  la  forme  linéaire.  Mais,  comme  celte  méthode  n'y 
est  exposée  qu’en  passant  et  presque  sans  démonstration,  j'ai  eru  qu’il 
serait  avantageux  aux  progrès  du  Calcul  intégral  de  la  pré.senter  de  nou- 
veau de  la  manière  la  plus  directe  et  avec  toute  la  généralité  dont  elle 
est  suseeptihie.  C’est  l’objet  de  ce  Mémoire,  qui  contiendra  aussi  de  nou- 
velles rechi'rche.s  sur  le  Pnddème  des  trajectoires. 


1.  On  appelle  differeiicet //artielles  celles  qui  résultent  de  la  dill’creii- 
tialioii  d’une  fonction  de  plusieurs  variables,  en  y faisant  varier  chacune 
des  variables  h part.  .Ainsi,  regardant  11  comme  une  fonction  des  varia- 
bles x,y,  Z la  dilfcrentielle  complète  du  sera  de  la  forme 


/>  dx  -t-  q dy  -t-  rdz  -h. . 


el  les  dilférenls  termes  pda-,  qdy,  rdz, ...  de  cette  dill'érentiellc  seroni 
les  dillcrences  partielles  de  « du  premier  ordre.  On  a coutume  de  repré- 
senter les  cueiricienls  />,  q,  r, . ..  <les  dilférences  dx,  dy,  dz,...  dans  la 

dilférenlielle  de  « par  sorte  que  l’expression  com- 


plète de  du  sera 


du 

dx 


dx 


du  , du  , 

- dy  -t-  -T-  dz  X 
dy  ~ dz 


ivi  donc  on  a une  équation  entre 


U, 


du  du  du 
dx'  dy'  dz'  ' 


ce  sera  une  équation  aux  dilferences  partielles  du  premier  ordre;  el,  si 


(•)  tir  Lagrange^  l.  IV,  p.  .î85. 
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rellu  (‘qualiüii  ne  euiitieiit  (|iio  les  premières  (limeiisions  des  (|UHntllés 

du  du  du  .11  • .... 

-,  > yi-  -I  en  sorlc  qu  elle  soit  represtmlee  ainsi 


^ du  du 


..  du 

</i 


U, 


les  quaiililés  X.  Y,  Z,...,  U étant  des  fonetions  quelroiiqiies  de  Jr,  j. 
: «1  on  aura  la  l'orme  ({énérale  des  équations  iiiléjirahles  par  la  mé- 

thode (|ue  nous  allons  exposer. 


2.  Supposons  d'aliord  que  l'équation  ne  eontieiliie  ijue  trois  variables 
U,  X,  y,  dont  la  première  soit  regardée  comme  une  fonetion  des  deux 
autres;  en  employant  pour  plus  de  simplieité  les  quantités  p et  r/  à la 


du  . du 


place  de  et  y*  on  aura  donc  cette  équation 


\p-i-  Vv  = U. 


dans  la(|uelle  X.  Y,  L'  seront  des  fomiioiis  i|ueleun(|ue.s  de 

Or  les  quantités  p et  q doivent  satisfaire  à ré({uatiun  dinérentielle 


du  — !>dx-^  q‘h"' 

par  eonséqueiil  il  faudra  qu’en  éliminant,  par  le  moyen  de  ré(|uation 
donnée  entre  p et  q,  l’une  de  ces  ineoiinues,  l’autre  soit  telle,  que  l’équa-  • 
tioii  dilférentielle  dont  il  s’agit  puisse  venir  de  la  dill'érentialion  d’une 
équation  linie;  et  cette  éipialioil  finie  donnera  alors  la  valeur  de  u en 
fonetioii  de  x et  y. 

Mais,  sans  employer  rélimination,  un  uhtiendra  le  même  but  d’une 
manière  plus  simple  en  multipliant  ensemhie  les  deux  équations 


du  =:  pdx -h  q dy; 

% 

car  on  aura  ainsi 

[\p -^  \ q ldu=:lHpdx q dp  „ 

ou  bien 

|>(.\(/«  — U rfjr)  Y f/u  — U</y;" 

V.  fay 
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ciiuiilioii  qui  t-lanl  divisûe  par  j)  lu-  ronlicndra  plus  (lu’uni-  seule  in- 
q 

eoiiiiue  -• 

P 

3.  Je  suppose  maiiileiiant 


\ du  — V tix  — il,  \ du  — U rfr  = O : 


j'ai  deux  équations  diiréreulielles  du  premier  ordre  entre  les  trois  va- 
riables M,  X,  J : et  les  intégrales  eompli-tes  de  ees  équations  fontiendront 
deux  ennstantes  arbitraires  ce  et  [i.  eu  sorte  ()u'oii  aura 


a = A, 

A et  U étant  des  fouetinris  données  des  trois  variables  x. __v,  u.  Ainsi,  en 
ilitTéreutiant  et  regardant  a et  (i  eonuue  variables,  on  aura 


, d\  , f/\  , «M  , 

(/a—  ,-du-i  d.r  -r- dr, 
du  dx  dy 

</H  , dW  , d\i  , 

dp  — du  -I  -,  - dx  dy. 

du  dx  dy  ■ 


Mais,  puis(|iie 


A * et  H - 3 
sont  les  intégrales  des  équations 

X du  — U dx  ~ O,  V du  — U dy  = o. 


a et  (5  étant  les  eonstailtes  arbitraires,  il  faudra  <|iie  ees  ét|ualions  eoiu- 
eideiit  avee  les  préeédentes  en  y faisant 

da—ii,  dp*- - il  ; 

' . * ' ■ 

par  eonséqueni  il  faudra  qu’en  substituant  pour  rfx  et  dy  leurs  valeurs 
tirées  des  mêmes  équations,  dans  eelles-ei 


d\ 

du 


du 


d\  , 

di 


d\ 

dy 


dyaz  O, 


>/K 

du 


du  ■ 


du 

dx 


dH 


’lx  ■+■  — dy  = O, 
dy  ■’ 
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on  ait  lies  (■quations  identiques  i|ui  seront 


et  qui  donneront 


i/A 

i/A 

\ 

-t- 

i/A 

Y 

— ^ 

du 

dx 

Ü 

<h 

i: 

i/B 

i/B 

X 

dW 

A 

du 

dx 

IT 

■+' 

dy 

U 

= . O, 

i/A 

i/A 

\ 

i/A 

V 

,iu  - 

dx 

IJ 

dy 

ü’ 

i/B 

i/B 

X 

i/B 

Y 

d u 

' ~ 

dx 

U 

~ 

Il  ■ 

■Ainsi  les  dill'érentielles  d%  et  se  trouveront  exprimées  de  cette 
manière 

l/a  = P ( li  rfx  — \ du  s-  j7  -r-  ( li  dy  — A i/«', 
vdx  U dr 


d'i  ^ ( ü dx  — \ di4]  -y  ^ “ ( U dr  — A du  , 


d’où  l’on  tirera 

xi/ii-ui/. 

vi/ii-ü./, 


eu  supposant 


T™ 


i/A  i/H 
dÿ  dx 


i/B  i/A 
ôfr  dx 


Je  eonelus  de  là  que.  si  à la  place  des  varialdes  x et  v on  veut  intro- 
duire les  variables  « et  ^ telles  i|ue 


a A,  ^ B. 


dans  les  i'urmules 

X du  — U itxy  A du  — U dy, 

elles  deviendront  de  la  l’orme  préeédeufe,  dans  laquelle  il  ne  parait  que 
les  deux  dill'érenees  dci  et  dfi. 

f«). 
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V.  Faisunl  donc  ccttc  substitution  dans  l’é(iuation 

p{\flu  — U ilx]  -h  du  — U dy)  — o 

il  laquelle  il  s'agit  de  satisfaire,  elle  deviendra 


ou  bien 


I dVi  f/Hi  , / r/A  d\\ 

( -'<di)''^^\'>  dx-Pdy]^^=-'‘' 


f/a  - 


rf\ 

dx 

f/ti 


f/A 

rfr 

di 


f/j3  = O. 


P dy  dx 


(iomine  celte  é<|uatiou  ne  eoiitienl  que  les  deux  dillerenees  du  et  d^, 
elle  ne  peut  subsister  à moins  que  le  eoellicienl  île  d^  ne  soit  aussi  une 
simple Tonelioii  de  « et  par  ennséquent  il  faudra  qu'eu  substiluani 
dans  ce  eoeflieient  pourx  el  v leurs  valeurs  en  a,  ii,  tirées  des  éipia- 
lions 

A = a,  B ?, 


la  quanlile  u disparaisse  d'elle-même. 

Ün  aura  doue,  en  dénotant  par  la  earaetérislique  f une  fonction  quel- 


conque. 


</A 

tdx 


f/ii 

Plh- 


d.\ 
-Pdy 
■ dû 
-‘^di 


— /t*.  ?). 


condition  à laquelle  on  pourra  toujours  satisfaire  pal-  le  moven  de  la 
(|nanlilé  arbitraire  alors  l'équation 

dx  ~*-f  a,  31  l/  j = O 


sera  toujours  intégrable,  étant  mulli|iliée  par  un  facteur  convenable;  el 
l'intégrale  sera 

Fia,  ,j)  — O, 

en  dénotant  par  F une  autre  luiiction  de  <t  et  (i;  et.  comme  la  fonction 


« 


t 
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/{ a,  j3)  peut  être  quelconque,  la  runetioii  F(«,  pourra  être  aussi  quel- 
conque. 

Mais  on  a supposé 

a=A,  p=iB; 

clone,  reniellant  ces  valeurs  à la  place  de  a et  jS,  on  aura  rc-quation  linic‘ 

F(A,  B)  = o, 

laquelle  donnera  la  valeur  cherchée  de  «en  cret  j,  la  fonclion  dési{{nc'‘e 
par  F demeurant  arbitraire. 


5.  L'intégration  de  toute  équation  de  la  forme 


(/« 

;/r 


= U, 


•X,  Y,  U étant  des  fonctions  quelconques  de  «,  x,y,  se  réduit  clone  à ec- 
procédé  fort  simple. 

On  intégrera  par  les  règles  connues  les  éc|uations  dillérentiellc‘s 
X (/«  — U c/x  = O,  Y lia  — U ilr  = O, 
et,  ayant  réduit  les  deux  intégrales  à la  forme 

A = sc,  Bx.  3, 

où  H sont  des  fonctions  de  «,  x,  y,  et  a,  ^ .sont  Iccs  deux  constantes 
arbitraires  introduites  par  rintégration,  on  établira  une  équation  c|uel- 
eonqne  entre  A et  B,  qu'on  pourra  dc'-signer  par 

F(.V,  H)r=o,  ou  bien  par  V ^ ç B . 

les  c;aractéristic|ues  F,  9 désignant  dc>s  foiietions  queleonc|uc\s,  cl  cette 
ec|uation  .sera  l’intégrale  complète  de  la  propose'*!*. 

De  cette*  manière  l'intégration  de  l'équation  aux  dillérencc*s  pai  ticlles 
c*st  réduite  à relie  de  deux  éc|iialions  aux  clill'érences  ordinaires;  c’est 
tout  ce  qu'on  peut  dcVirer,  dans  le  tialcul  intégral  dc*s  dilTérences  par- 
tielles, de  le  ramener  à celui  des  din'érencc*s  totales  et  ordinaires. 


33«  MÉ'IHODE  POUR  INTÉGRER  LES  ÉQUATIONS 

G.  Éunsidi-riins  a |tréscnl  r(M|uatiuii  à quatre  variables  u.  x,  y,  i,  doiil 
la  Ibrine  est 

\/i  -r  \ q ’/.r l.  . 

eu  di'.si;;uanl  par  //.  y.  r les  différenees  partielles  el  par 

X,  Y,  Z.  I:  des  rnnelioiis  (|iieleuiiqiies  de  u,  x,  y, 

Ou  aura  iei 

tlii  — pJx  -i-  qrly  + rih  ; 

doue,  imiltipliaiit  eelte  éqiiatiou  par  eelle  qui  est  douuee  entre  p,  y.  r, 
ou  aura 

( \ P 1-  V y - Zr)  </«  — Vfpdx  ■+■  qdy  -+-  rdi  ), 

ou  bien 

P \dii~Ldx  • y ( V(/«  — U(/y) -e /•,  Z</«  — L'</î  . = O, 

la(|uelle  élaul  divisée  par  p ue  eontiendra  plus  réelleuieut  (pie  deux  hi- 

eouuues  el  la  iiuestiuu  sera  réduite  à déleriniuer  ees  deux  iucou- 

P P ' 

uues  en  sorte  ipie  ré(|uatiou  dont  il  s'agit  devieiiue  intégrable. 
Supposons,  à riiiiitatioii  de  ee  ipie  nous  avons  fait  plus  haut, 

\ du  — L'</.r  — O,  ^ du  — Vdy  o,  '/.du  — l r/z  o; 

eu  intégrant  res  éijuatious,  ou  aura  trois  éijuatious  Unies  entre  u,  x,  y,  z 
ipii  eoiitiendronl  trois  eonstuules  arbitraires  a.  fi,  y;  de  sorte  ipruii 
pourra  uieltre  ces  éipiatious  sous  la  Ibrnie 

A ■=  X,  It  =î  3.  L = 

011  A,  B,  C seu'out  des  l'ouetious  eounties  de  «,  x,  y,  z. 

Il  est  clair  qu'on  peut,  à la  place  des  variables  x,  y.  z,  introduire  dans 
réi|uatiun  ipi’il  s’agit  de  rendre  intégrable  les  i|uantités  «,  y,  regar- 
dées niainlenanl  connue  variables,  et  supposées  telles  que 

a=  A.  |i  = B,  •/=:(:; 
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or,  rn  diirémitiant,  on  aura 


, d\  , V J r/\  , 

tlx.  — , au  -i-  -r-  tix  H — i-  ay  -r- 

ftU  ax  fi  y fis 

„ //H  , fin  , tin  , #/it  , 

r/.5  --  au  -h  , - r/x  -f-  -r-  ^/v  4-  -r-  //i. 

#/w  </x  «)•  • üz 

, //E  . </E  . </E  . f/l-  , 

ay  -J-  </«  -+  , ax  4'  -i—  ay  -r-  //;: 

* au  fix  ay  ' az 


fir 


mais,  on  laisatit 


fix  = O,  (i^  = O,  tiy  — O, 

on  doit  avoir  dos  é(|ualions  identiques  avec  cellos-ri 

\ fin  — L1  (ix  = O,  ^ flu  — C tlf  = O,  Z du  — E dz  — o, 
A = «.  Br=3,  C = y 


dont 


sont  supposées  être  les  inléj^ralos  complètes;  donc,  on  Huhsliluaiil  pour 

, , , , , \du  \ du  '/.du  • 

dx\  av,  az  les  valeurs  -n  » -rr-»  — rf-»  on  aura 
t t U 


lis 

(/A 

\ 

-/A  \ il\ 

Z 

du  dx 

U 

ily  l ilz 

U 

il  U 

f/H 

\ 

lin  A r/R 

Z 

ilii  ^ f!x 

IJ 

rTT  V ^ 7h 

ïï 

lit: 

tlV. 

\ 

r/c  \ r/C 

Z 

liit  iix 

i; 

r/v  C r/2 

i: 

<roù  l'on  tirera  les  valeurs  do 

r/o  r/»  du 


substitution 


lesquelles  duiiniTOnt  par  la 


l;  dx  = ( Vdx  - \ du  y dy-\  du  i - " ( l W/;  - Z du  i. 

Urf?-  l f/x-\</«1.4-  V</«  ■*■'{" 

f/x  </>•  dz 

lUIy  = {V  lie  — \i(u)-h  ^ {Vify  — \ t/ui-i- ‘II’  i'il:  — '/.ihi  : 
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el  (le  lit  on  aura  cellos  de 


X</«  — Ui/x,  \ </«  — Uf/r,  ïdu — Xidz 
on  riy.,  dfi,  rfy,  valcui's  t|ui  seront  de  la  Corme 

\rf«  lUlx  Lrfa  + Mrf^  + Nrfy, 

Yrf«  Urf»-  = l/€/a  -i-  M'r/3  4-  N'rfy, 

Zrf«  — L rfî  l.'rfa  M'rf^  - N’rfy. 

Ainsi  réqiialinn 

p{\dit-~  Lrfj')  •¥  q(,  \ du  — Urfv)  -f-  r ïdu  — Urfa)  = 11 
de\leiidr:i,  |>:ir  l'introdiielioii  des  i|uantités  a,  [i,  y à la  plaee  de  J",  y.  z. 


/)L  H- çL'4- i L')</a  4- (/jM -r-çM'-t- 4- (pN  H çN'4- rN" )(// = o, 


ou  liiei) 


dx  4 


pM  4-  y M'  r.M" 
pTT^  q L' 4- ‘rL* 


rfjÎ4- 


pl. 


J 51 

qW 


■ rS‘ 
rl? 


d-t 


I), 


éuualioii  iiui  contient,  eoniine  l'on  voit,  les  deux  indéterminées  et  -• 
' P V 

0‘tle  équation  ne  peut  sulisisler,  c'est-à-dire  résulfer  de  la  diirérentia- 

lion  il'une  équation  Unie,  qu’en  n'y  admettant  pour  variables  que  les 
trois  ((uantités  a,  y.  Soit  donc 

K(*,  j3,  y)  = o 

l'équation  linie;  la  diiroreiitielle  sera  de  la  rurme 


ou  bien 


Prfa  — Qrf^  4-  Rrfy  O, 

; U J»  '<  J 
dx  4.  -p  rf^  4-  -,  dy  --  o; 


ainsi  il  faudra  que  l'on  ait 

^ \l  -+-  y M'-4  rM' Q y>N  4-  y N'  -t-  rN' R 

/>L  4-  y L'  4-  rL'  ~ P’  yjL-t-yL'-f-rL"  ~ P’ 

équations  auxquelles  on  pourra  toujours  satisfaire  par  le  moyen  des  deux 
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;<rl)itraiiTt<  i|iielles  que  soienl  les  valeurs  de  P,  Q,  R;  de  sorte  que 

ees  valeurs,  et  par  eunséqueut  aussi  la  fonction  finie  p(a,  ,3,  7),  demeu- 
reront à volonté.  Donc,  puis(|ue  les  quantités  «,  jS,  7 sont  des  fonctions 
des  variables  x.y,  s,  it,  représr-ntées  par  A,  H,  C,  on  aura  l’équation 

K(  A.  B,  0 = 0. 

pour  la  valeur  eliereliée  de  « eu  x,  y,  z. 


7.  De  là  résulte  cette  métliode  fort  simple  d'ititégrer  toute  équation 
de  la  forme 


..'lu  .du 


dans  la(|uelle  X.  V,  Z,  l'  sont  des  fonctions  quelcoiU|ues  de  u,x,y,  z. 

On  intégrera  par  les  méthodes  ordinaires  les  trois  équations  dilféren- 
tielles 

X(/«  — llrf.r  =:  O,  Y(/«  — U</)'  = O,  7. du  — U(/«  = o; 
on  réduira  les  trois  intégrales  à la  forme 

A = a.  Il  = p,  t;  = y, 

a,  7 étant  les  trois  constantes  arbitraires  introduites  par  les  trois  inté- 
grations; et  l'on  supposera  entre  A,  H.  C une  équation  quelconque  à vo- 
lonté qu'on  pourra  désigner  par 

K(  A,  B,  Cl  = O,  ou  par  A = B,  t;i, 

les  earactéristi(|ues  K,  dénotant  des  fonctions  arbitraires:  ce  .sera  l'in- 
tégrale demandée. 

Pn  général,  (|uelle  i|ue  suit  la  forme  sous  laquelle  les  trois  intégrales 
des  é(|uations 

\du  — U dx  = O,  V f/«  — U dr  = 0,  7,  du  — Urfi  = o 


.se  présenteront,  si  a,  jS,  7 sont  les  trois  constantes  arbitraires,  on  y su|i- 
posera  « = 7),  et  l'on  éliminera  ensuite  les  inconnues  «,  ]S,  7; 

V.  -a 
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MKTHODE  P01:K  INTÉGHEK  I,H>  Éy  U AT  ION  S 
l'i'(|iialiuii  rosullantf  sora  rinli'f'rale  de  la  |ii-oposée,  laquelle  (-otilictuira 
liMijmirs  la  ioni  lion  arbitraire  désignée  par  ‘p. 

K.  Il  est  ai.sé  iiiaintenant  d’appliquer  la  même  méthode  à toute  j-qua- 
lioii  qui  contiendra  autant  de  dill'érenees  linéaires  qu'on  voudra;  on  en 
trouvera  toujours  l'intégrale  par  des  procédés  semblables,  à l'aide  des 
intégrales  de  dilTérentes  équations  aux  dill'érenees  ordinaires.  Il  serait 
siipcrtln  d’entrer  là-<le.ssns  dans  un  plus  grand  détail. 


tt.  Par  la  inétiiode  ijue  nous  venons  d'exposer  on  pourra  résoudre  tout 
Problème  qui  conduira  à une  équation  aux  dillér*>nees  partielles  du  pre- 
mier ordre,  lorsque  la  l'onetion  ehercliée  .sera,  par  la  nature  même  de  la 
question,  une  quantité  Iri's-petile. 

tiar,  en  négligeant  les  dimensions  de  « plus  hautes  (|ue  la  première, 
on  parviendra  toujours  à une  équation  de  la  forme 


..  (/«  (lu 

^-1-  zr 

ax  dy 


+ Z- 


du 


dz 


-e . . . = .S  -f- 


Th, 


ilaiis  laquelle  X,  Y,  Z S,  T seront  des  fonctions  de  x,  v,  z,...  sans  u. 

(tr  cette  équation  n’est  qu'un  cas  parlienlier  de  celles  ,|ue  nous  avons 
intégrées. 

La  dilliculté  d’intégrer  l’équation  dont  il  s'agit  se  réduira  à intégrer 
celles-ci  aux  dilTérenees  ordinaires 


X (/«  — [S  -e  Th ) di  = o, 
\ du  — (S  4- Tu  dy  = o, 
Z du  — ( S -I  T U ) dt  = O, 


Kn  combinant  la  première  avec  chacune  des  atitres,  on  aura  celles-ci 
\ dx  — \dy  = t),  Zrfx  — X,/î  = O, . . . , 
dans  lesquelles  la  variable  u n'entre  plus;  ainsi  l'on  en  tirera  par  l'inté- 
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gralion  les  valriin<  <lf“  j.  z,...  eu  .r  i-t  en  aulaiil  de  l'iiii.stanles  arlii- 

1 l'a  ires  j5,  7 

Kiisuile  la  première  (ioiinera 


+ a: 


(le  sorte  (|ii’on  aura  aussi  11  en  ar  après  la  sulisliliition  des  valeurs  préeé- 
dentes  de  V,  ; 

Ayant  ainsi  toutes  les  intégrales  particulières,  on  en  tirera  par  la  règle 
generale  du  n"  7 l'intégrale  eoniplète  de  la  proposée. 


Ap/ili<  <ition  lie  tu  mèlhuile  précédente  à lu  question  des  trajectoires 
rectanpirs  considérées  fuir  rapport  utt.r  surfaces. 

10.  Parmi  les  Proldëmes  (|ui  occupèrent  les  üéomi'Ires  dans  les  pre- 
mières années  après  la  naissanrie  des  nouveaux  Calculs,  un  des  plus 
rameux  est  celui  des  trajectoires,  lequel  eonsiste  à trouver  une  courbe, 
ou  pluti'it  une  l'amille  de  courbes  (|ui  coupent  à angles  droits  ou  sous 
des  angles  donnés  une  intinité  d’autres  courbes  toutes  du  même  genre, 
comme  des  cercles,  des  paraboles,  des  ellipses,  etc. 

La  première  idée  de  ce  Problème  est  due  à Jean  Rernoulli,  comme  on 
le  voit  par  la  lettre  sixième  du  Conunercium  cpistoUcum :\\  le  proposa  à 
la-ibnil/.  en  iG«)/|,  en  y joignant  la  solution  de  queb|ues  cas  particuliers, 
et  celui-ci  en  donna  immédiatement  après  une  solution  générale  pour 
tous  les  cas  où  les  courbes  à couper  sont  données  par  des  é(|uations  en 
termes  finis.  Jeun  Rernoulli  le  proposa  ensuite  pubrn|uement  dans  les 
Actes  de  t^ipzig  (fe  itigK  avec  toute  la  généralité  dont  il  est  susceptible. 
I,a  plupart  des  Géomètres  de  ce  temps-là  s’en  occupèrent,  mais  aucun  ne 
le  résolut  complètement;  de  sorte  qu’en  171(1,  à l'occasion  de  la  fameus<‘ 
contestation  sur  la  découverte  du  ('airui  dill'erentiel , f.eibiiit/  crut  pou- 
voir se  servir  de  ce  Problème  pour  attaquer  les  (leoinètres  anglais  et  leur 
fit  là-dessus  un  déli  dans  les  mêmes  .ictesde  !.eipzig. 

Kn  effet,  ce  Probli'ine  étant  d'un  genre  supérieur  aux  Problèmes  ordi- 

70. 
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iiaires  de»  langeiile»,  el  demandant  des  mélliuiles  et  des  artifices  parti- 
culiers qui  lie  se  présentent  pas  l'acilemenl,  il  paraissait  très-propre  à 
emliarrasser  tous  ceux  qui  n'auraient  pas  inventé  eux-niéines  le  tialcul 
inlinitésiinal,  ou  <|ui  du  moins  ne  le  posséderaieiil  pas  eunime  s'ils  l'eus- 
sent inventé.  Newton,  à qui  le  défi  était  indireeteinenl  adres.sé,  était 
aus.si  plus  en  état  que  personne  d'_v  satisfaire;  mais  l'esquisse  de  solution 
qu'il  a eru  pouvoir  en  donner  en  deux  mots  dans  les  Transactions  philo- 
sophiques de  i7i()  ne  prouve,  ce  me  semlile,  autre  chose,  sinon  qu'il 
n'en  avait  pas  connu  les  dilliciiltés.  Taylor  est,  à proprement  parler,  le 
seul  parmi  les  Anglais  qui  ait  résolu  le  Prohlème  des  trajectoires  d'une 
manière  suffisante;  mais  sa  méthode,  fondée  sur  les  séries,  est  indirecte 
et  peu  lumineuse.  Nicolas  Bernoulli  et  Hermann  en  ont  donné  des  .solu- 
tions plus  .satisfaisantes  et  plus  générale»,  qu'on  peut  lire  dans  le  second 
volume  des  Œuvres  de  Jean  Bernoulli.  Enfin  feu  .M.  Euler,  pour  réveiller 
l'attention  des  Géomètres  sur  les  trajectoires  (|u'on  avait  presque  déjà 
oubliées,  a donné  dans  les  derniei’s  volumes  des  Sonvrau.r  ('ommentairrs 
lie  l’eierstfourp  une  nouvelle  Théorie  qui  parait  ne  rien  laisser  à désirer 
sur  cette  matière. 

Quoique  la  question  des  trajectoire»  ne  soit  dans  le  fond  que  de  pure 
curiosité,  on  aurait  tort  cependant  de  regarder  les  recherches  dont  nous 
venons  de  parler  comme  des  spéculations  arides  et  inutiles;  il  faut  même 
eonveniripie  peu  de  Problèmes  ont  autant  contribué  que  celui-ci  à l'avan- 
cement et  à la  perfection  de  l'Analyse.  I.a  méthode  de  diflérentier  .sous 
le  signe  et  de  trouver  les  équations  nommées  moilaiairrs,  où  l’on  suppose 
le  paramètre  variable;  lesThéorèmes  sur  les  équations  de  condition  pour 
l'inlégrabilité  des  équations  dilférentielles  du  |»remier  ordre  à deux  va- 
riables, et  pour  la  possibilité  de  celles  à trois  variables,  sont  autant  de 
Tbéories  dont  on  est  redevable  au  Problème  des  tnijeetoires;  el  l’on  sait 
que  oes  Théorie»  ont  été  le  germe  des  plus  helle»  decouvertes  aiialytiipies 
qui  aient  été  faites  dans  ce  siècle. 

Par  ces  raisons  j'ai  cru  qu’il  ne  serait  pas  inutile  d’attirer  de  nouveau 
les  regards  des  Géomètres  sur-ce  Problème,  en  le  traitant  d’une  manière 
nouvelle  et  .sous  un  point  de  vue  plus  étendu  qu’on  ne  l'a  fait.  On  n'avail 
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jus(|u’ici  fon.'iidéi'»*  1rs  Irajectoii'rs  «|ue  relalivemml  aux  li^jni's  coui'Im’s; 
mon  (Ies.s4>in  est  dr  les  Iraiispurler  aux  sui-races,  et  par  roiiséqueut  de 
elierelier  la  nature  de  celles  qui  pourront  couper  sous  des  angles  donnés 
une  infinité  d'autres  surfaces  du  même  genre  et  représentées  par  des 
équations  données  en  termes  Unis  ou  dillérenliels.  Otte  question  con- 
duit naturidlement  à une  équation  aux  din'érences  partielles,  laquelle, 
ilans  le  eas  des  trajectoires  rectangles,  est  intégralde  par  la  métiiode  gé- 
nérale (|ue  nous  avons  exposée.  Elle  servira  donc  d’exemple  pour  l'usage 
de  celle  mélliode,  et  donnera  peut-être  oeea.sion  d’en  tiécouvrir  de  plus 
générales  encore. 

11.  Soient  .r,  _v,  : les  coordonnées  rectangles  des  surfaces  données, 
on  aura  une  équation  entre  les  trois  variables  x,  v,  î et  une  autre  (|uan- 
lilé  qui  sera  constante  pour  chaque  surface,  mais  (|iii  variera  d'une  sur- 
face à l’autre,  et  (|ue  nous  appellerons  U'  /Hiramctiv.  Celle  équation  étant 
donnée,  le  Prolilème  consiste  à trouver  celle  de  la  surface  i|ui  coupera 
partout  à angle  droit,  ou  sous  un  angle  qu(dcou(pie  donné,  toutes  les 
surfaces  représentées  par  ré(|naliun  dont  il  .s’agit;  et  il  est  clair  qu’il  n’_v 
aura  pour  cela  qu’à  faire  en  .sorte  (|ue  la  perpendiculaire  menée  à un 
point  (|Uelcom|ue  il’iine  des  surfaces  à couper  fasse  un  angle  donne  avec 
la  perpendiculaire  menée  parle  même  point  à la  surface  coupante;  ainsi 
ttml  se  réduit  à déterminer  la  position  de  la  perpendiculaire  à une  sur- 
face donnée. 

12.  Soit 

(h  — \dx  + \ ilr 

rétjualion  din'erentielle  de  la  surface  proposée,  et  supposons  (|ue  la  |ier- 
pendiculaire  menée  par  un  point  quelcoii(|ue  de  celle  surface  rencontre 
le  plan  des  eoordoiuu'es  x,  dans  un  point  aiiqnid  répondent  les  coor- 
ilonnées  a,  h-,  il  est  facile  de  voir  (|u’en  nommant  cette  perpeitdicn- 
lairey,  on  aura 

f — v^(«  — Xi’  -4-  (ft  — r)’  + s’. 

Or,  comme  la  perpendiculaire  à une  surface  quelcon<|ue  doit  être  la 
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MÉTHODE  POUK  INTÉGREK  LES  ÉQUATIONS 
|)lus  (>eliU*  ou  I»  plus  (grande  di;  tuuU's  les  ligues  qui  d'un  point  donné 
peuvent  être  menées  à la  même  surface,  il  s'ensuit  que  la  valeur  de/ 
devra  être  un  maximum  ou  un  minimum  en  faisant  varier  les  eourdou- 
ue4?.s  JC,  y,  Z et  regardant  les  quantités  a,  b eonime  constantes.  Ainsi  l’oii 
aura  ré<|uation  dill'érentfelle 

— i « — x)  ilx  — i h — y]  dy  4-  zJz  = o; 
mais  l'équation  à la  surfaee  donne 


donc  ou  aura 


dz  — \dx  a-  \dy; 


[\î—  a — J-  ) -t- [^  J — ti—y)]dy  — n. 

d‘où  l'on  tire  1rs  deux  é<|uations 


X I — a -e  .r  o,  \ z — h -i-  y — o, 

lesquelles  donnent 

a j-eXi.  h=y->-\z, 

et  par  conséquent 

a V ' • 

Maintenant,  comme  dans  les  points  où  les  deux  surfaces  se  coupent, 
elles  doivent  avoir  les  mêmes  coordonnées,  on  pourra  prertdre  aussi 
•r,  V,  Z pour  les  coordonnées  de  la  surface  qui  doit  couper  la  proposer, 
et,  .si  l’on  représ«‘nte  par 

dz  -=  !>  dx  s-  ij  dy 


l'cqualion  dillêreiitielle  de  cette  surface,  on  aura  de  même,  en  nom- 
mant r la  perpendiculaire  et  m,  n les  coordotmees  qui  déterminent  le 
point  où  cette  perpendii-ulaire  coupe  le  plan  desV  et  on  trouvera, 
dis-je, 

m =x  -h  j)Z,  a y-*-(jZ,  r — z i -y  j>' x- t/‘ . 


Donc,  si  l'on  ilé.signe  par  A la  distance  des  deux  points  où  les  perpen- 


Digitized  by  Google 


\UX  ÜIKKKRENCES  PARTIELLES  l»L'  PREMIER  ORDRE.  5.19 
ilinilaire.s  f ei  r renconln-iil  te  plan  des  coordonnées  x,  y,  on  iiurii 

h ~ y — fw  ( 6 — n )*, 

et.  substituant  les  valeurs  de  a,  b,  m,  n, 

A = ï y/;  X — />  1’  + ( S'  — (/  >* . 

11).  Or  soit  U l'angle  sous  lei|uel  un  veut  que  les  deux  surl’aees  se 
eoupent,  il  faudra  que  les  deux  perpendieulaires/et  r fassent  entre  elles 
l’angle  m;  doue,  dans  le  triangle  reetiligne  dont  les  eûtes  .sont  /,  r,  et  la 
base  est  h,  il  faudra  que  (u  soit  l'angle  du  sommet;  de  .sorte  que  par  le 
Théorème  eonnti  on  aura 

A’ =/’’ + r’  — a/reosw,* 

ee  i|ui  donne,  par  la  substitution  des  valeurs  de  h,f,  r,  l'équation 

V — />  é-H  V — ^ l’=  2 -e  X’-e  y'  — a Costa  y i -t-  X’+  V’y  i -t  p‘-^  q\ 

e’esl-à-direT  en  développant  les  ternies  et  effaçant  ee  qui  se  détruit, 

I -t-  Xp  -t-  Vfl  — rosM  y 1-1  X* .+.  V’ y' 1 -e  p’  q'  = o. 

L'est  réquatiün'qui  renferme  la  eondition  du  Problème. 

14.  Lorsque  les  surfaces  à couper  sont  données  par  une  é(|uaiion 
linie,  la  formule  précédente  servira  pour  résoudre  le  Problème:  car,  en 
éliminant  le  paramètre  par  la  différentiation,  on  aura  une  équation  dif- 
férentielle de  la  forme  supposée 

— X rfx  -t-  V rfv, 

dans  laquelle  X et  Y seront  des  fonclions  connues  de  x,  y,  z-,  alors, 
l'équation  des  surfaces  coupantes  étant 

ilz  - piir  -i-  qily. 
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il  lie  s'a^li'H  (|ue  de  Irouver  : en  foneliun  de  x et  v d’apres  la  tondilinn 


I -t-  \p  -i-  Vÿ  = cosw  ^ I -e  \'  + V'  V > P’  ^ î'. 

■a  élaiil  un  angle  donné  eonstani  un  variable. 

Ainsi,  en  meltanl  et  pourp  et  <f,  on  aura  pour  le  Problème  pro' 
posé  relie  équation  aux  dilTérenres  partielles  du  premier  ordre 


tiz  . tU  rrr 

I + \ = Costa  I -t-  X'  4-  V’ 


v/"*-  (£)  (îf)  ■ 


Il  en  sera  de  même  lorsque  les  surfaces  à couper  ne  seront  données 
(jue  par  une  équation  diirérentielle,  mais  dans  laquelle  le  paramètre 
n’entrera  pas. 


1.5.  Mais  cette  équation  n’est  intégrable,  en  général,  par  aucune  nie- 
ibode  connue;  pour  i|n’elle  le  devienne,  il  faut  supposer  costa  = o et 
par  consé(|ucnt  tu=tjo",  ce  i|ui  est  le  cas  des  trajectoires  rectangles: 
elle  se  réduit  alors  à cette  forme  plus  simple 


..  dz  ,,  dz 
X -J  - 4-  1 -j-  4-1=0, 
dx  dy 


laquelle  est  susceptible  de  la  niélliode  exposée  ci-dessus. 

Suivant  la  règle  du  n”  5,  on  intégrera  donc  les  deux  équations 

X t/j  4-  </.r  = O,  V dz  ■+■  dy  = o. 


et,  ayant  réduit  les  intégrales  à la  forme 


A = 9t.  B = [S, 

où  * et  (i  sont  les  constantes  arbitraires,  on  aura 

Fl  A,  B)  = O 

pour  l’intégrale  de  l’équation  proposée,  et  par  conséquent  aussi  pour 
l’équation  finie  des  surfaces  coupantes,  la  fonction  désignée  par  la  ca- 
ractéristique F demeurant  arbitraire. 
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16.  Sup|>().Miii.>i,  pour  «iDutier  un  exemple,  (lue  li*s  surfaces  à couper 
soienl  des  spliérmdes  eliipli(|ues  seml>lal)les  et  ayaiil  le  même  ceiiD-e.  • 
l.'éi|ua(ion  Unie  d'un  tel  sphéroïde  est.  comme  l'on  sait. 

x‘  î’ 

— - -h  V-  -f-  - — i I , 
r?*  0*  r’ 

rt»  c los  Irois  iiiix<|itels  li*s  roortloiiiUM’s  v,  z sniil 

supposées  parallèles. 

0)mme  tous  les  sphéroïdes  doivent  être  s«-mhlahles,  les  rapports  entre 
les  axes  a,  h,  c seront  eonstants;  ainsi 


(I  :=  me.  Il  =z  ne, 

met  n étant  des  (|uantilés  constantes  pour  tous  les  sphéroïdes,  et  c étant 
variable  de  l'un  à l'autre;  donc  l’équation  générale  de  ces  sphéroïdes  sera 


a-" 

m- 


+ Z'  = c‘. 


où  c sera  le  parami'tre. 

On  dilTérenticra  donc  en  sorte  que  c disparaisse,  pour  avoir  l'equatiou 
dilférentielle  commune  à toutes  les  surfaces  à couper;  et  cette  équation 
sera 


x<tx 

m’ 


rdy 

n‘ 


-•  î(/j  - O, 


laquelle,  étant  comparée  à la  formule  générale 


lionne 


f/î  = \rfx  — V dy. 


V = 


jç 

n'z 


Par  conséquent  les  équations  à intégrer  seront 


rdz  , ydz  , 

-I-  ftx  “O, ay  = O, 

m-z  )i’z  •’ 


V. 
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li‘si|ut*llcs  stml  iii()-gi-iil>|cs  «’hiii'uiic  en  |iMrti(  ulier,  el 
seroiK 


a. 


; 


leurs  iiiléfjrales 


lliiiie  re(|u:ilion  gêiiériili-  îles  siiiT'ares  coupantes  ser.i 


l.ursi|ne  les  splieruiiles  ilevienneni  îles  spliêres.  les  axes  a,  h,  c muiI 
éjîiiux,  el  par  eonséi|uent  tn  — i . « =..  i ; dans  ee  cas  rét|iialion  des  sur- 
i'aees  eoiipanles  sera 


l ’esl-ii-dire  une  ei|ualion  i|ui;leonque  hoinogéne  entre  les  trois  varialdes 

■T,  y,  Z. 

Or  il  est  aisé  de  prouver  que  celte  équation  renl'ernie  toutes  les  siir- 
l'aees  eoniposéesde  ligues  droites  qui  |iarlenl  du  centre  des  coordonnées: 
car  en  prenant  _v  proportionnel  à x,  ee  qui  donne  une  ligne  droite  dans 
le  plan  des  x el  y,  on  aura  aussi  : proportionnel  à x,  en  sorte  que  la 
ligne  tracée  sur  la  siirt’aee  el  qui  aura  pour  projeelion  la  droite  dont  il 
s’agit  sera  aussi  elle-niéme  une  ligne  droite:  celle  propriété  générale  est 
évidemment  celle  des  surCaees  coniques;  par  conséquent  ces  sortes  de 
surlaees  seront  les  seules  trajectoires  rectangles  des  sphères  dont  le 
centre  coïncidera  avec  le  sommet  des  cônes. 
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MOUVEMENT  DES  APHÉLIES  DES  PLANÈTES 

M>rlt  d'abbitm)^ 

AUX  PRINCIPES  DE  NEWTON. 


iUèmfum  tie  r.4raüêwie  rvraie  det  Scienct>  et  Belle\~Lettre\ 
de  Berlin  y annéi'  1786.) 


Ch  Théorif  du  nioiivciiiciil  dus  Hpliùlius  ust  uiiu  dus  pHi-ties  lus  plus 
iiiiportunlus  du  Système  du  mondu.  Si  lus  Planèlus  u'ùtaiuiit  souinisus 
qu’à  l'Huliuil  du  Soleil,  leurs  aphélies  suraieni  iuimohilus.  Mais  Tobser- 
vatioii  a inoiilré  que  les  aphélies  ehangeut  de  place;  et  il  est  iialurel  de 
regarder  ce  déplaeeinent  comme  un  elFet  de  l'attractiuii  mutuelle  des  Pla- 
nèlus.  I.a  détermiiiatiuii  préci.se  de  cel  cfVet  est  un  Prohlème  dont  les 
dillicullés  ii'oiil  pu  être  vaincues  que  dans  ces  derniers  temps  par  le 
moyen  d’une  analyse  aussi  délicate  (pie  pénihie  Si  cette  analyse  ne 
laisse  rien  à désirer  pour  la  sidiition  complète  de  la  ipiestion,  on  peut 
néanmoins  désirer  encore  une  solution  plus  siinple,  plus  à portée  des 
Astronomes,  une  solution  surtout  du  genre  de  celles  des  Principes  ma- 
thématiques, et  qui  puisse  servir  du  supplément  à ce  grand  Ouvrage,  l'n 
siècle  s’est  hientiit  écoulé  depuis  ipi’il  a vu  le  jour,  et  un  grand  noinhru 


(*)  Fo\ez  la  Thrtfrie  dex  iHtrmtri>n\  >rruhires,  ia5  di*  ce  volume. 


MH.  THÉORIE  GÉOMÉTRIQUE 

il’AulMirs  onl  lr:ivaillé  pour  IVclaircir  et  pour  le  conipléter;  mais  il  ne 
parait  pas  que  les  parties,  qui  onl  en  eflel  besoin  d’être  perfeelionnêes, 
l’aient  encore  été  d’une  manière  propre  à Ibrmer  un  véritable  Commen- 
taire. Ce  sont  surtout  celles  qui  traitent  du  mouvement  des  fluides,  et  de 
l’eirel  de  raltraelion  mutuelle  des  Planètes,  c’esl-à-ilire  une  partie  du 
second  Livre  et  prestjue  tout  le  troisième,  oit  l’on  ne  trouve  plus  celle 
rigueur  et  celte  précision  (|ui  earaiTériseni  le  reste  de  l'Ouvrage. 

Les  Problèmes,  cpie  Newton  n’avait  pu  résoudre  avec  les  secours  que 
son  siècle  et  son  génie  lui  avaient  fournis,  l’ont  été  ensuite  en  grande 
partie  par  les  Géomètres  de  ce  siècle;  mais  leurs  solutions,  fondées  sur 
des  principes  diiïérenis  et  sur  des  anal\s«.s  plus  ou  moins  longues  et  com- 
pliquées, sont  peu  propres  à servir  de  suite  à un  Ouvrage  qui  brille  sur- 
tout par  l’élégance  et  la  simplicité  des  démonstrations. 

(a*  serait  donc  un  travail  Irès-intéressanl,  de  traduire,  pour  ainsi  dire, 
ci‘s  mêmes  solutions  dans  la  langue  des  l'rincipes  nial/irnuilii/ues , d’y 
ajouter  celles  qui  maii(|uent  encore  et  de  donner  ainsi  à la  plus  grande 
production  de  l’esprit  humain  la  perfection  dont  elle  est  susceptible. 

Je  n'aurai  pas  la  témérité  de  me  charger  de  ce  travail  ; mon  objet  est 
simplement  de  préparer  les  matériaux  pour  un  Ouvrage  dont  l’exécution 
ferait  peut-tHre  autant  d’honneur  à notre  siècle  que  l’Ouvrage  même  de 
New  ton  en  a fait  au  siècle  dernier. 

1 . Il  n’y  a dans  les  /‘rincipes  mal/iémaliqiies  que  deux  endroits  ixdalifs 
au  mouvement  des  a[diélies.  L’un  est  la  Proposition  .\I.V  du  premier 
Livre,  dans  laquelle  Newton  donne  une  métiiode  générale  de  déterminer 
le  inouveincnt  des  apsides  dans  les  orbites  décrites  par  une  force  tendante 
à un  point  fixe  et  proportionnelle  à une  fonction  ipielconque  de  la  dis- 
tance, lorsque  ces  orbites  sont  supposées  pres«|ue  circulaires;  mais  cette 
méthode  ne  s'applique  point  aux  Planètes,  parce  que  leurs  forces  pertur- 
batrices ne  sont  point  dirigées  vers  le  Soleil,  et  ne  sont  point  exprimées 
par  de  simples  fonctions  de  leurs  distances  à cet  astre. 

L’autre  endroit  est  le  Scolie  de  la  Proposition  XIV  du  troisième  Livre, 
oit  Newton  avance  sans  démonstration  (]ue  l’action  réciproque  des  Pla- 
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iiètf.H  doit  donner  à leurs  apliélies  un  mouvement  direet  en  raison  .sesqui- 
pléede.sdistanees  moy<*nues.  c’est-inlire  |iroportionnel  aux  temps  pério- 
di(|ues.  Halley  cl  d’auln‘s  .Astronomes  ont  adopté  celte  loi  dans  les  Tables 
des  Planètes;  mais  elle  sc  trouve  contredite  par  le  ralcul  rigoureux  des 
ell'els  de  l'attraelion. 

2.  Si  l'Ouvrage  de  .Newton  u’oirre  pas  une  Théorie' exacte  du  mouve- 
ment lies  aphélies,  il  eu  ronlient  néanmoins  le  germe;  mais  la  dillieulté 
de  le  développer  a peut-être  empeehé  qu'on  en  ail  encore  profité.  On  le 
trouve  dans  la  Proposition  XVII  du  premier  Livre,  hupielle  enstùgne  à 
ilél<Tminer  les  éléments  de  la  section  eoni(|ue  (|ue  iloil  décrire  un  corps 
lancé  avec  une  certaine  vites.s»‘  de  projection  suivant  une  direction  don- 
née, et  soumis  à l'action  tamlinuelle  d’une  force  centrale  en  raison  réci- 
procjue  du  carré  des  distances.  Dans  le  troisième  Corollairt-  de  cette  Pro- 
position, Newton  remaripie  que,  si  le  corps  se  meut  dans  une  section 
conique  et  (|u'il  soit  dérangé  de  son  orbite  par  une  impulsion  quelconque, 
on  pourra  connaitre  la  nouvelle  orbite  dans  la(|tielle  il  circulera  ensuite, 
en  composant  le  mouvement  que  ce  corps  a déjà  avec  le  mouvement  que 
cette  impulsion  seule  lui  aurait  iinpriiiié;  car  par  ce  moyen  on  aura  le 
mouvement  du  corps.  lorsi|u’il  part  du  lieu  donné  dans  lequel  il  a ivcu 
l'impulsion  suivant  une  ligue  droite  donnée  de  position. 

Or.  comme  les  éléments  de  la  section  conique,  c’est-à-dire  ses  dimen- 
sions et  sa  position,  ne  dépendent  que  du  mouvement  que  le  corps  a dans 
un  lieu  quelconque,  il  s'ensuit  (|uc  rellèt  de  rimpiilsion  i|ui  dérange  le 
corps  do  son  orbite  ne  consistera  ipi’à  changer  les  éléments  de  cette  or- 
bite, et  qu'on  pourra  toujours  déterminer  ce  changement  par  la  Propo- 
sition lient  il  s'agit;  et,  si  les  dérangements  .sont  continuels,  on  aura  les 
cbangemeuLs  continuels  des  éléments  par  la  même  Proposition. 

■Mais  un  peut  regarder  les  forces  |>erlurbalrices  qui  résultent  de  l'at- 
traction mutuelle  des  Plani'Ies  comme  des  impulsions  instantanées  et 
continuelles,  qui  dérangent  l’orbite  que  cbaque  Planète  décrirait  sans 
elles  autour  du  Soleil;  par  conséquent  on  peut  déduire  de  la  Proposition, 
que  nous  venons  de  citer,  la  métbode  générale  de  déterminer  les  varia- 
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lions  (les  (■léments  des  Planètes  et  prineipalemenl  celles  des  exeentrieités 
et  des  aphélies. 

O n’est  pas  (|ue  Newton  n'ait  entrevu  lui-niéine  l'usage  qu'on  pouvait 
l'aire  de  cette  Pro|K>siliun  pour  déterminer  les  dérangements  des  Pla- 
nètes: car  il  ajoute  dans  le  Orollaire  qnatrii'ine  (|ue,  si  le  corps  est  eon- 
linnellemcnt  troublé  dans  sa  révolution  par  quelque  force  qui  lui  suit 
imprimée  extérieurement,  on  connaitra  à peu  près  la  courbe  <|u’il  dé- 
crira, en  prenant  les  changements  que  cette  force  produit  dans  plusieurs 
points  <|uelconqiies,  et  en  estimant  par  l'ordre  de  la  série  les  change- 
ments continuels  dans  les  lieux  intermédiaires.  Mais  cette  manière  d’en- 
visager le  Problème  .serait  peu  exaete,  et  s'appliquerait  dilTlcilement  aux 
Planètes  en  tant  qu'elles  sont  dérangées  par  l'action  continuelle  de  leur 
allraclion  réciproque.  Au.ssi  personne,  que  je  sache,  n'a  cherché  à faire 
l'elte  application,  ni  à déduire  des  Théorèmes  de  New'ton  une  Théorie 
qui  en  découle  naturellement. 

3.  Nous  commencerons  par  rappeler  la  construction  qu’il  donne  poni- 
déterminer  la  section  conique,  lorsqu’on  connait  la  vile.sse  et  la  direction 
dans  un  point  donné. 

Que  P soit  ce  point  {fig.  ij,  et  que  le  corps  en  parle  suivant  la  diree- 


i-ig.  1. 


lion  PR  et  avec  une  vitesst*  capable  de  lui  faire  dérrire  la  petite  ligne  PR 
dans  un  espace  de  temps  intiniinenl  petit.  Que  dans  le  même  temps  la 
force  centripète  tendante  au  foyer  S lui  fasse  décrire  l’espace  QR;  ayant 
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meiK'  PT  |ifrpeii(licul<iirt‘  sur  le  rayon  SR,  ou  aura  d'alKii'd  pour  le  para- 

HT* 

inélre  île  la  section  ronii|ue  l'expression  i en  supposant  que  les  li- 
gnes PT,  QR  soient  diiuiiiiiées  à rinfini  (t'ovei  le  Corollaire  second  de  la 
Pi  oposilion  XIII  du  premier  Livre). 

Oc,  .si  du  foyer  Son  lire  la  perpendiculaire  SN  à la  tangente  RP.N,  on  a 

PS  : SN  = PU  ; P T, 

doue 

^^XS^N. 

PI  — ) 

par  ennsequent  le  paramèire  sera  exprimé,  en  général,  par 

X pTi’ 

iV  X QR  , 

.Ainsi  l'on  eoiiuaitra  d'abord  le  paramètre  de  la  si'eliou  conique  que  le 
corps  P tend  à décrire;  car  dans  un  temps  donné  PR  est  comme  la  vilessi- 
et  QR  comme  la  force  centripète  en  P;  de  sorte  que,  puisque  la  force 
ceniripèle  est  en  raison  de  la  masse  allirante  divisiie  par  le  carré  de  la 
ilistance,  si  l'on  nomme  M celle  masse  el  V la  vile.sse  en  P,  le  paramèire 

sn’x  V> 
sera  comme  

M 

Pour  avoir  la  valeur  absolue  de  ce  paramètre,  il  sullira  île  le  rapporter 
à celui  d'une  orbite  connue.  Par  exemple,  en  considérant  le  mouvemeni 
moyen  de  la  Terre  autour  du  Soleil  dans  une  orbite  supposée  circulaire, 
il  n'y  aura  qu'à  exprimer  la  perpendiculaire  S.N  eu  parties  de  la  distance 
moyenne  du  Soleil,  la  vile.sse  V eu  parties  de  sa  vitesse  moyenne  et  la 
masse  .M  en  parties  de  sa  masse;  alors  la  formule 

iÂ'x  A' 

Âr 

donnera  le  paratnèli'e  cberché  en  parties  de  la  même  distance  moyenue. 
Pour  avoir  les  autres  éléments  de  l'orliite,  on  fera,  suivant  la  Proposi- 
V. 
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lion  XVII  (lu  inéiiu“  Livre,  l’angle  HPIl  égal  au  eompléineni  à deux  dndls 
de  l’angle  lU’S,  el  l’on  aura  ainsi  la  position  de  la  ligne  PH  (]ui  passera 
par  l’autre  foyer  H.  Pour  dé-terminer  la  longueur  PH.  on  tirera  SK  per- 
peiidieulaire  à PH,  et,  nuuiniaiit  L le  paramèliv  déjà  eonnu,  on  fera  relie 
proportion 

SP-e  PII;PII  = sSP  + aKP:L. 


Ainsi  PH  sera  donnée  tant  de  longueur  (jue  de  position,  et  la  sàr  lion  ece 
iii(]ue  sera  par  là  entièrement  déterminée. 

•i.  Telle  est  la  eunsiruetion  donnée  par  Newton;  on  peut  la  simplilier 
un  peu  en  eonsidérani  (|ue  l’angle  SPN  est  égal  à l’angle  RPH.  puisqu’ils 
sont  l’un  et  l’autre  rumplémeiits  de  l’angle  SPR  à deux  droits,  (|uc  par 
eonséqiienl,  si  l'on  mène  la  perpendiculaire  VPK  à la  droite  NPR.  elle  di- 
visera eu  deux  parties  égales  l'angle  SPIl,  ainsi  (|ue  la  droite  SG  tirée  du 
point  S parallèlement  à la  droite  NPR  et  terminée  à la  ligne  PH;  d’où  il 
est  aisfi  de  eonclure  (|ue  SK  sera  égale  à P.\,  SG  égale  à aP.\,  PG  égale 
à PS;  doue 


SG  ou  jl’N  = SK  -H  Kt;  = Sk  -i- PS  — PK 

= SK  -r  PK  — aPS  X PK -e  PS  = aPS^  — a PS  x PK  ; 


dune 


et 


PSx  PK  = PS  — o PN  , 
PSx(I*S-4-  PK)  = 2Ps’-»Î^'  = (»S\'. 


Sulistituant  done  dans  la  pro|iortion  donnée  par  New  ton  pour  SP  ^ K P 

■■i 

sa  valeur  i elle  deviendra 


SP  + PH:Ptt  = :^,~- 

d’où  l’on  tire 

jiôi’xj-ll 

'“'SP-ePH)XSP“’  \SP  SP  + PHV’ 
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«‘I  (le  |;i  011  iiurii  (lir(>(-temciil 

_ I U 

SP  PU  - SP  ’ 

qui  (loniif  U‘  f;raml  axe  SI’  + PH,  ainsi  que  La  lungueiii'  de  PH  en  (|uan 
)i)és  eotitiiies. 


5.  On  peu)  au  reste  (létermiiu‘r  la  position  de  l’antre  loyer  H d'une 
manière  plus  directe,  que  nous  donnerons  i(*i,  pan  e qu’elle  nous  sera 
utile  |)our  notre  objet.  Kllc  consiste  à trouver  la  valeur  de  la  ligne  III 
f jig.  a),  menée  du  foyer  H perpendiculairement  an  rayon  SP,  ainsi  que 
la  valeur  de  la  partie  SI  de  ce  rayon. 


Hg.  1. 


Poui'  cela  on  considérera  que,  puisi|ue  Hl  est  perpendiculaire  sur  SP, 
comme  SK  est  perpendiculaire  sur  PH  dans  la  i,  la  priq)orlion  d<- 
Nettton 

SP-e  PII;Pll  = aSP-t-ikP;l., 
étant  transportée  a la  Ji^.  a,  deviendra 

SP-^PH;PS  = aPI)  -,  aPI;).; 


mais 

donc 


Pt  PS-Sl; 

PS  -h  PII  ; PS  = a(PS  -H  PII  - SI  ) : L, 


d’où  l’on  tire  aisément 


SI  _ I. 
PS-+-PII-'  »PS’ 


7’- 
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.Miiiiilrnant,  si  E est  li>  point  ou  la  droite  PK  tpii  coupe  l'angle  SPH 
en  deux  parties  égÿles  rencontre  la  droite  IH,  on  aura  i>ar  la  propriété 
connue 

PI;IE=PU:EI1  = PI-4-  PH;III; 

mais  PE  étant  perpendiculaire  à PH,  le  triangle  IPE  sera  seniMalde  an 
triangle  NSP,  et  l’on  aura 

Pl:IE=iSN:M'; 

d'ailleurs  par  la  pro|)orlion  donnée  plus  haut  un  a 

a Pï< 


donc,  substituant  ces  valeurs,  on  aura 


d'où  l'oti  lire 


SN;NP  = 


IPS 


PII 
a PS 


X I. 


:lll. 


III  _ \P  X I. 
PS-e  Plï  “ -.Psx.sN' 


Or  la  valeur  du  grand  axe  PS-t-  PH  est  déjà  connue  par  l'expression 
trouvée  dans  le  n",);  dune  un  aura  aussi  les  lignes  SI,  IH  en  c|nanlités 
tontes  connues. 


().  r.otisidérons  maintenant  l'ell'et  des  forces  perturbatrices. 

D'abord,  quelles  (|ue  soient  ces  forces  dans  le  lieu  P,  on  peut  les  ré- 
duire par  la  decuiiiposilion  à trois,  dont  l'une  agisse  dans  la  direetion  de 
la  tangente  PK,  l'autre  agis.se  dans  la  rlireelion  PV  perpendietilairi*  à la 
tangente  dans  le  plan  SPR  ipii  passe  par  celte  tangente  et  par  le  foyer  S, 
et  la  Iroisiéiiie  agisse  pcrpendieulairenieni  à ce  plan. 

H est  clair  (|iie  la  pre?niére  de  ces  forces  n'auni  d’elfet  cpie  sur  la  vi- 
les.se  ilu  corps,  tpie  la  seconde  et  la  troisième  n’en  auront  que  sur  sa  ili- 
reclion,  et  en  parlienlier  la  seconde  y produira  une  ilévialion  dans  le  plan 
de  la  tangente  et  du  foyer,  et  la  troisième  y produira  une  déviation  per- 
pendiculaire au  même  |)lan.  Or,  ce  plan  étant  celui  de  l'orbite  <|ue  le 
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rtirps  décrirait  sans  les  Inrces  pcrlurliatriccs,  il  s’ensuit  que  la  Iruisièiitc 
des  forces  dont  il  s’agit  ne  fera  que  changer  la  position  de  l’orhile,  tan- 
dis que  les  deux  premières  en  changeront  la  figure  même.  D’oii  l’on  peut 
conclure  <|u'il  est  pertnis  de  considérer  .séparément  l’ell'et  de  ces  deux 
forces  réunies  et  celui  de  la  troisième  force:  l’un  consistera  à faire  varier 
le  paramètre,  l’excentricité  et  la  position  de  l’aphélie;  l’autre  se  réduira 
à faire  varier  rinclinaison  et  la  ligne  des  nieuils  par  rapport  à un  plan 
lixe.  Newton  a donné  dans  la  Pro|>osilion  .\,\.\l  du  troisième  Livre  et 
dans  les  suivantes  la  méthode  de  déterminer  ces  dernières  variations  re- 
lativement à la  Lune;  cette  méthode  est  générale  et  s’appli(|ue  facilement 
aux  Planètes;  elle  contient  de  plus  les  principes  nécessaires  pour  la  dé- 
termination des  autres  variations  que  Newton  n’a  |ioint  examinées  et  qui 
font  l'objet  de  ces  recherches.  L’est  ee  (|ue  nous  allons  développer,  pour 
remplir  aiitatit  qu’il  est  possible  le  plan,  que  nous  nous  sommes  propose, 
de  faire  naître  des  Théories  données  par  .Newton  celles  qui  manquent  en- 
coiv  à sou  Ouvrage. 

7.  Supposons  i|ue  la  force  perturbatrice  suivant  la  tatigeiite  PR  ty/g.  1, 
page  ÔtîB)  soit  à la  force  centripète  en  P commeyà  1 . et  ipie  la  force  per- 
turbatrice suivant  la  perpendiculaire  PV  à la  tangente  soit  à la  même  force 
centripète  comme  g' à 1 ; connue  ces  forces  sont  toutes  de  la  même  nature 
et  que  RQ  est  l’espace  que  la  force  centri|ii‘te  fait  décrire  d'un  mouve- 
ment accéléré  dans  le  temps  (|iie  le  corps  avec  la  vitesse  qu'il  a en  P dé- 
crirait utiiformcment  la  ligne  PR,  il  .s’etisuit  que/x  RQ  et  g>.  RQ  se- 
ront aussi  les  espaces  (|ue  les  forces  perturbatrices  feront  décrire  dans  le 
même  temps  d’un  mouvement  accéléré  dans  les  directiotis  PR  et  P\  . Mais 
on  peut  supposer  que  les  vitessi's  imprimées  par  ces  forces  durant  ce 
temps  soient  imprimées  dans  le  premim’  instant:  alors  les  espaces  décrits 
en  vertu  de  ces  vitessr-s  seront  doubles,  comme  l’on  sait  par  la  Théorie 
de  Galilée,  et  le  corps,  au  lieu  de  decriri'  uniformément  la  ligne  PR,  dé- 
crira nniforméinent  dans  le  même  temps  la  ligne  P(,  telle  que 

P/ = t’H -t- X IIQ  et  Ur=  i(<xKQ. 


Digitized  by  Google 


57'. 


THÉOUIE  GÉOMÉTRIQUE 
en  sii|)|ii)$:)iit  lit  pi’tile  ligiu-  Hr  |).‘rpendi<.'ulairi'  à l’R.  De  sorte  i|ne  la 
taiigeiile  M’K  sera  Iraosportée  en  nlV,  et  la  perpemlieulaire  S.\,  deve- 

Rrx  l'N 

liant  Sn,  sera  diniiniiée  de  la  partie  Nm  — - ' > à rause  des  triangles 

seiiililaldes  llPret  NI’/«. 

D'oii  il  suit  (|UP,  pour  tenir  compte  des  Ibrees  perturbatrires  dont  il 
s'agit,  il  n’y  aura  qu'à  mettre,  dans  la  eonstrnelion  donnée  dans  le  n“  3, 

PR  -î/X  RQ 

à la  |)lace  de  l’K,  et 

cv  _ ^ 

PR 

à la  place  de  SN. 


S.  Donc,  en  preniicr  lien,  le  paramètre  I.  de  1^  section  conii|iie,  qu'on 
] — 1 
SN  X PK 

a trouvé  (3)  égal  à , . deviendra  par  l'eUpl  des  Ibrees  perliir- 

PS  xQH 

bal  ri  ces 

(s\  - ^ “y  I ’ ( PR  + i/x  RQ  ’ 

ïs’  X QR 


par  conséquent  l’incrément  du  paramètre  sera 

^SN  - (PR  -H  ,/x  RQ)'  - S>’  X PÊ’ 

1^’  X QR 


c'est-à-dire,  en  dévelop|>ant  les  termes  du  numérateur  et  faisant  alteiilion 
<|iie  la  fli'cbe  QR  est  inüniment  plus  petite  que  la  tangente  PR. 

sV  X4/XPR  X RQ  - PR2£léTX  SN  X l'N  X RQ 
l*s‘  X QR 

ce  qui  se  réduit  à 

4/ Xj^—  4gX  P>  I X S>  X PR 

rw’ 
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Ainsi  le  paramèlre,  i|ui  sans  les  forces  |ierliirlialnces  sérail  I.,  ileviemira 
par  l'action  de  ces  forces 

( .V  4'/x'^‘^  — gxPNjxSNxPU 

ï^' 


!l.  Un  peu!  déterminer  de  même  la  variation  du  grand  axe.  (àir,  comme 
dans  l’ellipse  cet  axe  est  toujours  égal  à la  somme  des  ilistances  aux  foyers 
SP  + PH.  si  on  le  nomme  A.  on  aura,  par  la  formule  du  n“  f. 


I I 1. 


Ur  la  distance  SP  étant  donnée  demeure  la  même;  mais  les  i|uanlilés 
I.  et  SN  deviennent  par  l'action  des  forces  pertnritalrices  .5  et  <>) 


I ^ 4(/XSN  gxPMxSNxPjt 
1^’ 


2g  X PN  X IIU 
" PH  ■ 


donc  le  terme  de  l'équalion  précédente  deviendra 
4SN 

i/xSN-f;XPN)XSNxPlt 
IS'  _ 

^ ' PU  J 

c'est-à-dire,  en  développant  les  termes  et  négligeant  ce  i|u’on  doit  négli- 
ger à cause  de  la  (juantité  PH  inlinimenl  petite  et  île  la  HQ  intiniment 
plus  petite  que  PR. 

1^  /X  PH  _ g X PN  X P]t  ^ 1.^  X PN  X HQ 

4Sn'  ps’  ï5'xsn  sn'xph 


Mais  ( C) 


donc 


sn’ X ph‘. 

ï>s’  X HQ  ’ 


PS 
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siiltstiliiaiU  rptlp  valeur  ilaiis  !p  (Ipriiier  tpriiip  dp  l’pxprpssion  |ircfpdpnlp. 

PC  tenue  dplruira  le  prérpdeiil,  cl  elle  se  réduira  à -t-  «le 

4S>  PS 

soi  lp  (IUP  •^—1—  sera  riiUTPiiiPUl  de  la  i|uautilé  —-7'  par  couséciuput 
PS'  jSN 

sera  le  dérrémenl  de  puisijue  le  lcruit*  ^ dpuieure  iuvariaidp. 

Ainsi  la  i|uantilé  deviendra  | et  par  eousc(|ueul  la 

i|uaulilé  V deviendra 

I A 

— — i — 17.1  ( ou  bipii  - - — « - — — im» 

1 _ /X  P**  _ /x  A X PR 

' PS  PS 


e’cst-ii-dire,  à cause  de  PR  iiitiuiiueut  (letite. 

. / X A>  X PR 

A + _l 

PS 


D’nii  il  s'ensuit  que  le  grand  axe  de  l'orliite,  (|iii  sans  ii's  forres  pertur- 
batrices serait  A , sera  augiueutc  par  l’action  de  ces  forces  de  la  (|uau- 


' tité  / X 


A‘x  PR 

> 

IS 


10.  Voyous  inaiiiteuaul  les  cliaugeméuts  (|iie  celte  même  action  doit 
pinduire  dans  •l'exccutricité  de  l’orliite  et  dans  la  position  même  du 
grand  axe. 

Il  est  clair  (|tie  tout  se  réduit  à déterminer  ceux  qui  en  résultent  dans 
le  lieu  du  second  foyer  H. 

D’abord,  puisque  le  grand  axe  dont  nous  veiinus  de  déleriuiiier 
la  variation,  est  égal  à la  somme  des  deux  rayons  PS  et  PH,  et  que  le 
rayon  PS  est  constant,  les  points  .S  et  P étant  relises  donnés,  il  s’ensuit 
que  la  variation  de  A sera  aussi  celle  de  la  ligne  PH:  par  conséquent 
cette  ligne  recevra  par  l’aclion  des  forces  perturbatrices  une  augmeiita- 

lion  exprimée  par  la  qiiaiililé  f X 
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Kiisuitf,  comme  ranjçlc  SPH  esl  toujours  le  eom|)lémeiil  à lieux  ilroils 
ilu  iluuble  lie  riin^le  NPS  fait  par  le  rayon  el  la  tangente,  le  premier  île 
ees  angles  augmentera  il’une  ijiiantilé  iloulile  de  relie  dont  leseeond  sera 
diminué. 

Or,  la  tangente  NP  étant  transportée  par  l’action  des  Idrees  perturlia- 
triées  en  «P,  en  sorte  i|ue  la  perpendiculaire  SN  devient  (7) 


Sn  = SN  — 


PN  X ItQ 
Aé’  ' j.K  ’ 


il  est  clair  que  l'angle  .NPS  se  trouvera  diminué  de  l’angle 


N;n  -NS  — nS  KQ 
NP"  Tivr  = — îTf — Pi,  ; 


PN 


PN 


HQ  _ SN  X PH 
■ptt 


doue,  puisque  (3j 

HQ  _ 

ni*  — 

I.  X PS 

l'incrément  de  l’angle  SPH  sera  exprimé  par 

sn'  X PH 


4firx  ' 


L X PS 


1 1 . -\insi,  dans  le  triangle  SPH,  le  côté  SP  étant  constant,  le  coté  PH 

\*XPH  ^n’xPH 

aiigmeiitantde /x  > et  l’angle  SPU  augmentant  de  4ffX  - ' --  i 

PS  Lx  PS‘ 

il  s’agira  de  déterminer  les  variations  du  côté  SH  et  de  l’angle  PSH;  l’inu- 
sera  la  variation  de  l’excentricité  et  l’autre  celle  du  lien  de  l’aphélie. 

(iomme  ees  variations  sont  inliniment  petites  à cause  de  la  PR  sup- 
posée inliniment  petite,  on  pourra  les  considérer  chacune  à part,  et  la 
somme  des  variations  partielles  sera  la  variation  totale. 

.Vinsi  ; 

I"  :\yaut  pris  dans  le  prolongement  de  PH  la  partie  intiiii- 

A*x  PK 

ment  petite  H//  = fx.  — —7—1  el  mené  la  SA,  ainsi  que  la  H/  perpen- 
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ilicuhiirc  sur  SH,  on  aura  Ih  pour  rilirrémiMil  clr  SH,  rt  ASH  pour  ri-lui 

<li>  l'angle  PSH  en  vertu  <le  rinerément  AH  ilu  eôlé  l’H. 

Fie-  3- 


r 

r- 


.\yanl  ahaissi-  la  perpendieulaire  PI,  sur  le  enté  SH,  les  triangles  sein- 
i)laliles  /iH/ et  PHI,  donneront 


_UIxMI  ,,,  AH 

— PII  ’ PII  ; 


et,  euinitie  on  est  la  mesure  de  l’angle  inlininient  petit  /iSH,  eet 
angle  sera  exprimé  par 

PI.  XAH 

SH  X PII  ■ 

Doue  rinerément  île  SH  sera 


- VXI.ILXPR 

J ~ —^1 

PH  X 1*8 


et  relui  de  l’angle  PSH  sera 

J.  ^ A’  X PI.  X PIt 
SU  X PII  X Ps’ 

a’’  Ayant  tiré  la  ligne  P/i  égale  à la  PH  et  faisant  avec  elle 

S\  * X PIt 

l’angle  intlnimenl  petit  HP/i  = 4é'‘ ligue  S/i  sera  re  ipie 

I.  X PS 

devient  la  SH  par  la  variation  de  l’angle  SPH.  Si  doue  on  abaisse  la  per- 
pendiculaire Hi  sur  SH,  on  aura  //<  pour  l’ineréinent  de  SH  et  pour  le 
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ilériTini'nl  (If  l'iinglf  l’SH.  Or,  ayaiil  joint  la  HA  et  abaiss»'  la  |)fr|ic mlirti- 


Fij.  V 


r 

fv. 


iaire  l’I.  üiir  la  hase  SH,  on  a le  trian^ile  inlinimenl  petit  AHi  seinhlahle  an 
Iriaiiftlf  PIIL;  par  eüns('-(|nent 


/A^ 


l>l,^  WJ, 
PII  ’ 


l ll 


I.lj^  IM- 
PH 


Il  A . 


.Mais,  -|,|î  élani  la  mesure  de  l'angle  HPA,  on  aura 


,, , , SN  X PH  X PU 

IIA  = .{ffX • 

Ex  PS 


Donc  l'ineiTinenI  (te  SH  sera  expriini-  par 

, sn’xpi.xph 

igX . 

I.  X PS 

et  le  (leerênient  (le  l’angle  PSH  le  sera  par 


, SA  X l.ll  X PU 

.'♦ffX — i 

I.XPS  xsll 


on  bien,  en  inettant  pour 


4SN 


, SP  + PliixSP  ...  , 

sa  valeur - liree  de  I e(pia- 


lion  du  II”  i,  e'est-à-dire  (7) 


X PS 

— PJJ  » on  aura 


PE  X PU 
Pif  X PS 


73. 
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riiu'r<‘nicnl  de  SH,  et 

Vx^UlxPR 
^ SH',<  l’H  x PS 

|)oiir  le  déerénient  d/  l’iuijïle  PSII. 

De  sorte  i|ue,  réunissant  les  ineréments  et  les  déeréinents  des  mêmes 
i|uantités  dus  aux  variations  de  PII  et  de  l’angle  PSII,  on  aura  entin  pour 
rinri'émenl  total  de  la  ligne  SH 

- X’Xl.HxPH  \XPI.XPII 

/X ^,~+gx  PI, 

PH  X PS  I II  X 

et  pour  relui  de  l'angle  PSII 


/X 


\>  X PI-  X PU 
SH  X PH  X Ps’ 


AXI.H:^'K 
SH  X PIÏ  X l’S’ 


La  première  de  res  deux  (|uanlités  ia‘prés»‘nlera  la  variation  du  douille 
de  l'exeentrieitc  CS  [fig.  i , page  â(i8 ) , et  la  seronde  exprimera  relie  du 
lieu  de  l'aphélie  1). 

lit.  La  manière  dont  nous  vmions  de  déterminer  r<‘s  variations  est 
relie  i|ui  se  jirésente  nainrrilenirnt  d’après  la  ronstrurlion  donnée  par 
Newton;  mais  un  y peut  parvenir  plus  farilemenl  par  les  f'urmiiles  i|ue 
nous  avons  trouvées  dans  le  n”  5. 

Ces  rormules  sont,  en  mettant  A pour  PS  4-  PH  {fig.  a,  page  Ô7 1 j. 


SI  lü  _ 

A ' ^PS’  \ “ ïPS  ^ SN 

Ainsi  : 

1"  Comme  PS  est  censée  runslante,  l’inrrémeni  de  ^ sera  égal  à 
— — en  représentant  par  / l'incrémenl  de  L;  mais  rel  incrément  a été 
trouvé  dans  le  n"  8 de 


{(/ X SN  — g-X  P\  I X SN  X PH  . 
PS 
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doiu’,  «iihütituant  ccUi‘  quanlilê  pour  /,  on  aura  riiu-réincnt  do  ^ opil  à 


^:/x  SN  - g xPN|X  SN  X PK 

ps’ 


III 


a"  L'iiicromeiit  de  s«>ra  oxprirao  par 


NP  / _L  rnm_^PXl— N^l 
S.\  ^ ;PS  ïP.S  I SN  ’ 


piiiüqut'  nm  ot  — .N/«  soiil  k-s  incivmciils  do.x  ligm's  NP,  SN  (Jig.  i. 
page  5G8):  je  donne  ii  N//i  le  signe  — , paree  que  e’est  la  quantilé  dont 
SN  diminue,  au  lieu  (raugmenter,  par  le  ehangemenl  <le  position  de  la 
tangente  NH.  Or  il  est  clair  que  le.s  triangles  semldaldes  NPrn  et  nS//i 
donnent 

NPiNS  Sm:nm, 


et  par  conséquent 


Uf/I  — 


NS  X N m 
N^  ■' 


de  plus  on  a trouvé  dans  le  n”  7 


N 


m =: 


PJ^X  1^ 

PK  ’ 


Rr:  «gxRO; 


d'ailleurs,  puis()ue 


on  aura 


SN*  X Pii' 

ï^'xOR 


(.>!<  = 


SN*  X PR* 
I.  X ’l^S* 


Ainsi 

duira 


la  .seconde  partie  de  la  valeur  de  rincrémeitl  dont  il  s'agit  se  re- 
d'abord  à 
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iiii  Iticii,  à ciiuse  (le  SN  -k-  NI'  = SP  , ii 


K X PS  X N «I 


. i-l.  iiii‘ltaiil  pour  Nm  ssi  valeur 


^^'X^P>0<  l'Q 


l>lt 


< ou  Itieii 


■J!(f  >^SN  _x  PN  X PH 

L X Ps' 


l'Ilc  (Ifvit'iuira 


t!  X P« 

IS 


•A  l’égard  de  la  pmiiière  partie  de  la  mùiiie  valeur,  il  n'y  a <|u’à  y suie 
sliluer  la  valeur  de  / déjà  trouvée,  ee  i|iii  la  change  en 

2 /X  ‘1>‘  X X IMt 

ps' 

Doue  la  valeur  totale  de  riiieréinent  de  — sera 


2(/xSN  — gxP>)X  P.\  Q 


PS 


PS 


. X PIt  : 


et  celle  expression,  à cause  de  PS  — SN  NP  , peut  encore  se  chan- 
ger en  celle-ci 

I /x  SN  — gX  PN  X PN  ->•  /'x  PN  4 gX  SN  ) X SN  I • 

l'S 

13.  Si  l’on  voulait  comparer  ces  Idrinnles  avec  celles  (|u’on  a Iron- 
vées  dans  le  numéro  précédenl,  cl  en  inonirer  l'accord,  on  y parvien- 
drait rarileineni  en  eni|doyanl  le  calcul  algéhri(|ue. 

Soit  rie  rayon  SP,  K la  distance  des  l'oyers  SH,  f l’angle  PSH,  5 l’an- 
gle PHS  et  f/s  le  petit  espace  parcouru  PU;  il  est  aisé  de  traduire  les  for- 
mules du  n°  1 1 eu  eellcit-ci,  dans  les(|uelles  j’einploie  la  caraelérislicpie  o 
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l>i)iir  ivprt'spnier  les  inoréments  relatifs  aux  variations  des  éléments  de 
l’orliile,. 

.A'cos9f/j  AsinSi/*  . .A’sinOf/»  Aeos9>A 

oh— , OO— / _ — 

•'  r’  " r ■ Ër=  " Ee 

Os  formules  donnent  directement  les  transformées  suivantes 

, . A’sinfo  4- Sirfj  Ar»s(o4-9)(A 

a K SOI  9.  ) =/  g.  . _ - , 

...  , A'eostç -t- 0 1 rf»  A sin(  V 6)  f/j 

diLrosvl^/ -i-g - -• 

Mais  1a  somme  des  angles  ^ et  0 étant  le  complément  à deux  droits  de 
l’augle  SPH,  si  l'on  nomme  ee  tlernier  angle  on  a 

S 

• sin(9  5)  sinij/,  rosf  9-4-0)  - — ros'|; 

» 

par  eonsé<|uent  on  aura 


, ,,  . „A'sini|i<A  Acos'Im’A 

5(Esin?l  =/ p-i— , 

. ,,  -A’cos'if/j  Asin4''A 

'•os?)  ^ ~ 

Or  on  a trouvé  dans  le  n“  9 


«A  -/ 


^ ils 


ainsi  l’on  aura 

,Asin<}i(A  rüs<{ifA  ^Esiii^i 
"V  Â ) J 7^  *■#?  ~J  rf- 

./Eros^iV \eos'|(/j  siii'J/t/j  ^Ecosçi/r 

’l  \ j—  J-  7;  ■'-n-  ; J P 

.Si  maintenant  on  nomme  R le  rayon  PH,  on  aura,  par  la  propriété  eoniiiie. 


A - / -!  K, 
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i-t  l’nii  pourra  melire  les  équations  précédentes  sous  la  forme 
i = /sin-l  + gcosl  ^Esin?-  Ksini|. 

^ / E ros?\  J' ros^— ^sinj/  _ ..Ecoss  -t-  Rcos']/ 

\ A'~  j “ ' “ ■'  " r> 

Or  ilsins  le  triangle  PSii  un  a évidemment 

Esiny  — R siniji  = o,  E cosç  -f-  R cosi)»  = r; 

donc 

3 = /sin<j/-i-grns-| 

3 — _ />'  + cos'j'l  — gain iji 

Kniin  on  sait  (|ue  l’angle  •!/  ou  SPII  est  le  complément  à deux  droits  du 
douille  de  l’angle  N'I’S;  de  sorte  qu’en  nommant  m ce  derniet  angle,  on 
aura  i 

sin'l  = sinaoi.=  asinu  cosu,  cosi|.  =:  — cosaw  = sin'oi  — ros'w, 

I -I-  cosij/  = asin’w; 

par  ces  sulistitulions,  les  équations  trouvées  en  dernier  lieu  deviendront 
^^Esino^ a f sliu»i  cosm  -e  gtsiii’iii  — ros’'.>  ^ 


, ^Ecosg^_  aysiii’u  — ag siuM  cos'. 


ils. 


ou  liien 


./Esino\  /"sinm  — ffrns',1  ,*  f rost,i  ifsirifu  . , 

O I — — j = ^ — cosw  <h  -t-  ■' -—S-  — SOI '•>  ils, 

,i'Ecos9\  f sinr.)  — ecosM  . , 

j = — ali ^ " sinuf/i. 

Il  est  visible  (|u’on  a dans  la  ftg.  a,  page  571, 

SN  l>\ 

IH  = Esiiif,  .SI  = Ecosv,  ^jj=sino>,  ^,-p  cosn; 
ainsi  les  formules  précédentes  sont  identi(|ues  avec  celles  du  n“  12. 
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li.  On  [leiM  au  n-slf  mciti’c  fcs  formules  sous  une  forme  plus  sini|ile, 
en  réduisanl  les  foreps  perlurbalrices  à la  direetion  du  rayon  el  à la  per- 
pendiculaire k ce  rayon. 

Suppo.sons  donc  ces  forces  réduites  k deux,  l’une  suivant  l’.\  el  ratilre 
suivant  PT  i,  page  üGSj:  que  la  première  soit  k la  force  centripète 
en  0 comme  pki,  el  que  la  seconde  soit  k la  même  force  centripète 
eomme  w k i,  il  est  aisé  de  prouver  par  les  Théorèmes  connus  sur  la 
coinposiliuii  el  la  décomposition  des  forces,  (|ue  les  deux  forces  suivant 
PR  et  suivant  PV  (7,.  étant  réduites  aux  ilireclions  P\  el  PT,  donueroni 

P —f  cos',1  »siiiu,  CI  siniii  — geosw. 

De  plus  il  est  clair  que 

sinm  ih  = PT,  cos'.i  tJs  = TH. 


|iuis()ue  (i.c=  PR:  mais  PS  étant  égal  k r,  TR  si'I'b  dr,  el,  si  l’on  nomme 
dq  le  petit  angle  PSQ  déerit  aniuur  du  foyer  S,  un  aura  PT  = rdq.  Par  le 
moyen  de  ces  sulistilutions,  les  formules  ci-ilessus  deviendront 


' } 


l.ï.  Puis(|ue  dq  est  l’angle  élémentaire  décrit  par  le  rayon  r.  sera 
l’angle  que  ce  rayon  fait  avec  une  ligne  fixe:  soit  a l’angle  que  le  grand 
axe  .\D  fait  avec  la  même  ligne,  on  aura 


et,  supposant 


on  aura 


• x — q. 


Esioz  Ecusx 


Esino 

— III  cosç  — Il  Slllÿ, 


p;  cosa 

— = n rosq  -i-  m sin  7 ; 


cl.  coinine  la  caracléristii|ue  5 ne  se  rappuiTc  (]u'k  la  variation  des  élé- 
ments de  l’ellipse  el  nullement  k celle  de  l’angle  q qui  est  censé  con- 
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>laiil  t’flaliveim'ill  à ces  varialions,  nn  aura 


= roHqàni  — siiK/ôn, 


. /Ecos®\  , , 

I ^ — cosi^on  -t  siiifoni, 


iroii  l'on  tire 

ôo.  - oos,  X a (^)  ^ sin  , X a . 

in  = rosÿ  X a ^ ) — siin/  xa  • 


Donc,  en  substituant  les  valeurs  du  numéro  précédent,  et  clian^eaiit 
la  caractéristique  o en  rf,  puis(|ue,  les  quantités /n  et  « étant  maintenant 
re^'ardées  comme  variiibles  en  même  temps  que  r et  q,  leurs  variations 
sont  de  la  même  nature  que  les  diirérences  de  celles-ci,  on  aura  ces  for- 
mules 


, raeoso(/c 

(/Wt  ’ -t- 

r 


pritaq  — -Jin  siiii/  itq. 


lin 


m sin^  (//• 
/• 


fi  sim/  -t-  '^Eirosi/  ilq. 


lestjuellcs  s’accordent  avec  celles  que  nous  avons  trouvées  dans  la  Théo- 
rie des  variations  séculaires,  en  observant  que  «laits  cette  Tliéorie  les 

quantités  et  ^ represmitent  les  forces  perturbatrices  suivant  l’S  * 

et  suivant  TP  l/ig.  i,  pajçe  â(>8),  et  tpie  la  force  centripète  en  p _v  est 

I , ,diî  , dil 

sup|iosee  -1  eii  sorte  «|ue  ~ dq  ’l**'' 

ilésigtié  par  4 et  cr. 

Ift.  Si  l’on  voulait  introduire  ces  «piantités  p et  «a  à la  place  des  «pian- 
tités/ et  g dans  lt>s  |Vemières  formules  du  n"  1 1,  il  n’y  aurait  (ju’à  tiiiu' 
lies  équations 

P — /'cosi.i -I- // siii',1,  SJ  sim.1  — //cos«a, 
les  valeurs  de  f et  g,  lesquelles  serotit 

y=4  ros'a  -I-  ^siniii,  4sini,i  — «ac«isw, 

et  U‘s  substituer  dans  les  formules  dont  il  s'agit. 
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Puisque 

smtüils  = rdq,  cosiuls  = i/r, 

on  aura 

fils  — pilr  mrilq,  gds  = prilq  ~ rndr, 

et  l'on  aura  par  le  n"  13 

3E  _ A cos5(pf/r  4 uirdq)  sin9{prdq  — mdr) 

K-  r ’ 

Rif A siii9(pi/f  4-  jardq)  cosB{ardq  — mdr, 

K ~ r‘ 

.Mais  un  puurra  avuir  des  i'urmules  plu.s  siinple.s  à quelques  égards,  en 
les  déduisant  iinmédiateineni  de  celles  du  n"  lA.  (iir,  puisque 

,/Esino\  . ,E  E 

O I — ° If 

,/Ecos&\  ,E  E , . 

“\ — I = eosça-^  — — siiiç  oy, 

on  aura  sur-le-eliamp 

-s- pdq^  — tcosq 'X.  m dq, 

E3o  / indr  , \ , 

— =:  cosç  I - P"V)  X "9- 

Ëntin,  si  l'on  voulait  aussi  exprimer  par  des  formules  analytiques  les 
variations  du  paramètre  L et  du  grand  axe  on  aurait  pur  les  n"'  8 et  !t 

3L  = 4<op  dq,  iA  = 


74- 
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DËl\  EiNDKOlTS  DES  PKINCIPES  DE.NEWTON 

MKI.VIUN 

A LA  PROPAGATION  DU  SON  ET  Al'  MOUVEMENT  MES  ONDES. 
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SUR  LA  MAMERK  DE  RECTIFIER 


DEIX  ENDROITS  DES  PRINCIPES  DE  NEWTON 


Rfcl.ATII'* 


\ I.A  PROPAGATION  D11  SON  RT  Al  MOUVRMENT  ORS  ONDES. 


Mè^n•)irt^  Hr  V .-Irttdèmir  royale  Srienves  rt  Belles- taures 
fie  Berlin,  anmV  1786.) 


Parmi  les  (liHémilfs  Tliéorifs  quf  Nrwloti  a (luniii'rs  dans  le.rami‘iix 
t)uvrag<*  (1rs  Principes  malhëmatiquex,  l(‘s  unes  sont  l•nlii“rtmlt■nl  rigon- 
reus(‘s  et  ont  toute  la  |)eiTeetiun  dont  elles  sont  susre|)lihles,  les  autres 
ne  sont  qu'approclnjcs  et  laissent  plus  ou  moins  it  désirer  du  e<jté  de 
l'exactitude  et  de  la  généralité. 

A la  première  classe  appartiennent  les  Propositions  sur  le  mouvemcnl 
des  corps  isolés  et  regardés  comme  des  points,  e'(;st-à-dire  toutes  celles 
du  premier  Livre  et  une  partie*  de  celles  du  second.  On  doit  rapporter  à 
la  seconde  classe  les  Propositions  <|ui  concernent  la  résistance  et  le  mou- 
vement des  tluides,  et  surtout  celles  (|ui  ont  pour  (d)jet  l'explication  des 
phénomènes  des  marées,  de  la  précession  des  (>({ninox(‘s  et  des  dill'e- 
rentes  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune. 

Ce  n’est  pas  <|uc  Newton  ne  s<*  montre  aussi  grand  dans  ces  sujets  <]ue 
dans  les  autres;  on  peut  même  dire  (|ue  son  génie  inventeur  y brille  da- 
vantage. Mais,  runime  l’.\nalyse  et  la  .Mécanique  de  son  leiiips  ne  pou- 
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vaii'iil  lui  sulHn!  pour  l•(‘sou(l^o  des  questions  aussi  eompliquées,  il  s’est 
vu  dans  la  nécessité  de  les  siinplifier  par  des  liypolhèses  et  des  liniila- 
lious  précaires;  et  il  n’est  parvenu  ainsi  qu’à  des  résultats  incomplets  et 
peu  exacts,  ("est  ce  (|ui  a lieu  surtout  à l’égard  des  Théories  de  la  propa- 
gation du  son  et  du  inoiiveinent  des  ondes. 

A mesure  (|ue  ces  deux  sciences  ont  acquis  de  nouveaux  degrés  de 
perléction,  on  a été  eu  état  de  suppléer  plus  ou  moins  au  défaut  des 
Théories  (|ue  Newton  avait  lais.sées  im|)arfaites;  et  les  sujets  du  Système 
du  monde,  comme  les  plus  importants,  ont  déjà  été  discutés  avec  tant 
de  soin  par  les  premiers  Géomètres  de  ce  siècle,  qu’il  parait  dillicile  île 
(louvoir  ajouter  queh|ue  chose  à leurs  travaux,  si  ce  n’est  peut-être  plus 
de  facilité  dans  les  procédés  et  de  simplicité  dans  les  résultats.  La  Théo- 
rie des  Iluides  a été  également  l’ohjet  de  leurs  recherches,  et,  s’ils  n’y 
ont  pas  fait  des  prop'i'ès  au.ssi  marqués,  ou  iluil  l’atlrihuer  uniquement 
aux  grandes  dillicultés  dont  la  tuatière  est  hérissée.  Les  lois  générales 
du  mouvement  des  fluides  ont  été  découvertes  et  réduites  à des  équations 
analyti(|ues;  mais  ces  équations  sont  si  composées  par  la  nature  même 
de  la  chose,  que  leur  résolution  complète  sera  peut-être  toujours  au- 
(h-ssus  des  forces  de  l’.\nalyse;  et  il  n’y  a guère  que  le  cas  des  mouve- 
ments infiniment  [letits  (|ui  soit  susceptihie  d’un  calcul  rigoureux. 

Heureu.sement  les  vihrations  des  particules  de  l'air  dans  la  |iroduction 
du  son,  et  celles  des  particules  de  l’eau  dans  la  formation  des  ondes  sont 
à peu  près  dans  ce  cas;  et  par  conséqiiciit  il  est  possible  de  déterminer 
les  lois  de  ces  vihrations  d’une  manière  plus  exacte  (|ue  Newton  ne  l’a 
fait  dans  la  Section  VUl  du  second  Livre  des  Principes.  C’est  ce  que  j’ai 
iléjà  fait  voir  ailleurs;  mais  je  me  propose  ici  de  faciliter  aux  (iommen- 
tatcurs  les  moyens  d’éclaircir  et  de  corriger  cet  endroit,  qui  a été  re- 
gardé jus()u'ici  comme  un  des  plus  ohscurs  et  les  plus  diHiciles  de  l’Ou- 
vrage de  .Newton. 

Je  divise  ce  .Mémoire  en  deux  Sc'ctions.  Dans  la  première,  j’examine 
la  Thé(»rie  de  la  propagation  du  sou,  telle  qu’elle  est  coiitenne  dans  les 
Propositions  XLVH  et  XLI.X  du  second  f.ivre;  j’en  montre  rinsuflisance, 
et  j’y  donne  l’exactitude  et  la  généralité  qui  y manquent.  Dans  la  se- 
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ronde,  je  lais  voir  comment  cette  même  Théorie  peut  s’appliquer  aussi 
au  mouvement  des  ondes. 


SEt.TIO.V  PRK.MIKRK. 

* »E  LA  mOPAGATI4»S  UC  SOS. 

1.  Newton  considèiv  une  lij^ne  physique  d’air  ou  d’un  milieu  élas- 
ti(|ue  quelconque  dont  l’élasticité  s'oit  en  raison  directe  de  la  densité; 
et  il  imagine  que  tous  les  points  physiques  de  cette  ligne  soient  ébranlés 
successivement  et  agités  par  des  mouvements  semblables,  en  sorte  qu’ils 
fassL'iil  chacun  une  oscillation  entière,  cotnposL'e  de  l'allée  et  du  retour. 
Il  suppose  ensuite  que  ces  oscillations  suivent  les  mêmes  lois  que  celles 
des  pendules  .suspendus  entre  les  cycloides,  et,  comparant  la  l'orce  accé- 
lératrice de  chaque  point  physique  du  milieu,  due  à l’éla.slicilé,  avec  la 
l'orce  accélératrice  du  pendule  correspondant,  duc  à la  gravité,  il  con- 
clut de  l’égalité  de  ces  forces  (|ue  la  suppo.sition  est  légitime,  et  que  par 
cunsé(|iient  le  milieu  tloit  être  en  elfet  nui  de  la  sorte.  C’est  le  srtjet  de  la 
Proposition  .\l,\  ll;  et  voici  comment  il  lu  démontre. 

2.  Soient  H,  C {Jig-  i , deux  points  physiques  de  la  ligne  .AI),  tels  que 
le  point  C ne  cominence  à s’ébranler  que  lors(|ue  B a lini  son  oscillation; 

fie-  '■ 

I RTFr,  «ŸY  t f 9 t 

et  soient  E,  E,  C trois  points  (|uelconques  intermédiaires,  et  placés  à 
lias  distances  égales  EF,  FG  suppo.si'cs  très-petites. 

Soient  maintenant  Ee,  F/,  Gg  les  espaces  égaux  très-petits  dans  les- 
quels ces  points  vont  et  viennent  à cba(iue  oscillation  par  un  mouvemeiil 
réciproque,  et  i,  j,  ■/  les  lieux  quelcom|urs  intermédiaires  de  ces  mêmes 
points;  de  manière  que  les  petites  lignes  physit|ues  EF,  FG,  ou  les  par- 
V.  . 75 
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lies  linéaires  du  milieu  qui  sonl  entre  ees  points,  soient  transportées 
sureessiveinent  dans  les  lieux  êç,  yf  et  ef,fg- 

t>la  posé,  soit  tirée  (dit  Newton)  PS  égale  à la  ligne  V-eifig.-X),  et 
soit  retle  ligne  PS  partagée  en  deux  parties  égales  au  point  O;  et,  dn 


t'ilj.  7. 


' f- 


eenlre  O et  de  rintervallc  OP,  soit  déerit  le  eerele  S/Pl.  Que  sa  eireon- 
l'érenee  entière  et  ses  parties  représtnilenl  le  temps  entier  d’une  vibration 
avee  ses  parties  proportionnelles;  en  sorte  que  !<■  temps  <|iieleonque  PH 
ou  PHSA  étant  éeoiilé,  si  l’on  lire  HL  ou  hl  perpendieulaire  sur  PS,  et 
qu’on  prenire  Kî  égale  à PI,  ou  à P/,  le  point  physique  K s<'  trouve  en  £. 
Suivant  eette  lui,  un  point  <|ueleuni|ue  K,  allant  de  E par  c à e,  et  reve- 
nant ensuite  de  e par  i h E,  aelièvera  eliaeune  de  ses  vibrations  avec  les 
mêmes  degrés  d’accélération  et  de  retardation  que  le  pendule  qui  os- 
cille, par  la  Proposition  LU  du  Livre  premier;  par  conséquent  sa  vitesse 
s«-ra  comme  l’o?’donnée  HL,  et  sa  force  accélératrice  devra  être  comme 
l’abscisse  LO,  ou  comme  sa  distance  au  point  dn  milieu  de  la  vibration. 
Ainsi  il  n’y  a (|u’h  voir  si  la  force  accélératrice  réelle  du  point  E suit  en 
clfet  cette  proportion. 

Üans  la  circonférence  PHS/iP,  soient  pris  les  arcs  égaux  111,  IK  ou  ht, 
ki  (|ui  aient  I)  la  circonférence  entière  la  raison  i|ue  les  droites  égales  EF, 
FG  ont  à l'intervalle  entier  HC;  et  ayant  abaissé  les  perpendiculaires  IM, 
KN  ou  im,  in,  parce  que  les  points  E,  F,  (î  sont  successivement  agités  par 
des  mouvements  semblables  (bypotbèse),  si  PH  ou  PHSA  ri-présente  le 
temps  écoulé  depuis  le  commencement  du  .mouvement  du  point  E,  PI 
ou  PHSi  représentera  le  temps  écoulé  depuis  le  tunnmencement  du  mou- 
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vpmeiit  du  poiiil  F,  et  l’K  ou  PHSit,  le  leiups  écoulé  depuis  le  eouimeu- 
eemeiil  du  iiiouvement  du  point  G;  et  par  eonséqueul  Es,  F9,  Gy  seront 
égaux  re.speetiveuient  à PL,  PM.  PX,  ou  à P/,  Pm,  Pn,  le  premier  dans 
l’allée  et  le  second  dans  le  retour  de  ee.s  points.  D'où  ly  ou  EG  -t-Gy  — Es 
dans  l’allée  sera  égal  à EG  — LN,  et  dans  le  retour  à EG  + /n.  .Mais  sy  est 
la  largeur  nu  l’expansion  de  la  partie  du  milieu  EG  dans  le  lieu  sy;  et  par 
eonsé(|uent  l’expansion  de  eette  partie  dans  l’allée  est  à son  expansion 
moyenne  eomnie  EG  — I.N  à EG;  et  dans  le  retour,  eomine  EG-t-Z/i  ou 
EG  -+-  LiN  à EG.  C.’est  pourquoi.  LN  étant  à KH  comme  IM  au  rayon  OP, 
et  KH  étant  à EG  eomine  la  eireoulérenee  PH  SA  P à UC,  c’est-à-dire  (si 
l’on  prend  V pour  le  rayon  du  cercle  dont  la  eireoulérenee  est  égale  à 
l’intervalle  BG)  comme  ÜP  à V;  par  conséquent  LN  étant  à EG  eomine 
LM  à V,  l’expansion  de  la  partie  EG,  nu  du  point  physique  F,  dans  le 
lieu  {y,  est  à l'expansion  moyenne  de  cette  partie  dans  son  premier 
lieu  EG  comme  V—  LM  à V dans  l’allée,  et  coniine  V-t-  im  à V dans  le 
retour.  D’oii,  la  force  élastiijue  du  point  F dans  le  lieu  sy  est  à sa  foree 

élastique  moyenne  dans  le  lieu  EG  comme  pq  à dans  l’allée, 


mais  dans  lej’ctour  elle  est  comme 


Et  par  le  même  rai- 


\ -I-  im  \ 

.sonnement  les  forees  élastiques  des  points  physiques  E et  G dans  l’allée 
sont  eoinmc  ‘ * y— 'ivN  ® V'  dilféreiice  des  furees  à la  force 

élastique  moyenne  du  milieu  comme  ^ ^ TÏT3^% 

I ....  HL  — hN  . I ,,,  ....  . 

a c est-a-dire  cumule  — y'  ‘‘L— K.N  a V,  en 


supposant  (à  cause  des  limites  étroites  dans  lesquelles  se  font  les  vihra- 
tionsj  Hl  et  K.\  indéiiuiment  plus  |M‘lites  que  la  quantité  V. 

tàminie  eette  quantité  V est  donnée,  la  diHérenee  des  forees  est  coiiinie 
HL  — K.N,  c’est-à-dire  (à  eaus»-  des  proportionnelles  HL  — KN  à HK  , 
et  OM  à 01  ou  üP  et  des  données  HK  et  ÜP)  conime  OM;  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  si  F/ est  coupée  en  deux  également  à ii,  comme  Et 
par  le  même  rai.sonneinent  la  ditférence  des  forces  élastiques  des  points 
physiques  c et  y dans  le  retour  de  la  ligne  physique  sy  est  comme  liy. 
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Mais  celte  dillëi'eiice  (cVsl-à-dirc  l’exccs  de  la  l'orce  élasliiiue  du  point  î 
sur  la  force  élasti(|iie  du  point  7)  est  la  force  par  la(|uelle  la  petite  ligne 
physique  17  <lu  milieu,  laquelle  est  entre  ileux,  est  accélérée  dans  l'allée 
et  dans  le  retour;  et  par  ronséquent  la  force  accélératrice  de  la  petite 
ligne  physique  i-/  est  eoinnie  sa  distance  au  point  du  milieu  1)  de  la 
vibration. 

Doue  le  temps  est  exprimé  exactement  par  l'arr  IM  selon  la  IVoposi- 
lion  .X.XXVIII  du  Livre  premier:  et  la  partie  linéaire  £7  du  milieu  se 
mouvra  suivant  la  loi  prescrite,  c'est-à-dire  comme  h*s  pendules  oscil- 
lants. Il  eu  est  de  même  de  toutes  les  parties  linéaires  dont  le  milieu 
entier  est  composé. 

.‘î.  Dans  la  Proposition  .\I.IX,  Newton  détermine  ensuite  la  longueur 
du  pendule  .simple,  dont  les  oscillations  répondent  à celles  des  parti- 
cules du  milieu  élastiipie;  pour  cela  il  suppo.se  que  ce  milieu  soit  com- 
primé comme  notre  air  par  son  propre  poids,  et  (|ue  soit  la  hauteur 
du  milieu  homogène  dont  le  poids  est  égal  au  poids  comprimant,  et  dont 
la  densité  soit  la  même  (pie  eidle  du  milieu  ; et  il  trouve  ipie  le  tiunps  de 
l'oscillation  de  ce  pendule  est  à celui  d'une  vihration  des* particules  du 
milieu  comme  A à V;  de  sorte  i|ue,  puisijne  les  longueurs  des  pendules 
sont  comme  les  carrés  des  durées  des  oscillations,  le  pendule  isochrone 

aux  particules  du  milieu  élastiipie  aura  pour  longueur  • 

tiar,  dit-il,  les  coustruclions  de  la  Proposition  .NI.VII  étant  conservées, 
si  une  ligne  physique  ipielcunipie  KF.  eu  décrivant  à chaipie  vibration 
un  espace  l’S.  est  pressée  dans  les  extrémités  P et  S de  son  ailée  et  de 
son  retour  par  une  force  élastiipie  égale  à sou  poids,  elle  achèvera  cha- 
cune de  ses  vibrations  dans  le  temps  que  celle  même  ligne  pourrait 
osciller  dans  une  cyelotde  dont  le  périmètre  serait  égal  à toute  la  lon- 
gueur PS,  et  cela  parce  que  des  forces  égales  doivent  faire  parcourir 
dans  le  même  temps  à des  corpuscules  égaux  des  espaces  égaux.  C'est 
pourquoi,  comme  les  temps  des  oscillations  sont  en  raison  sous-ilouhlee 
de  la  longueur  des  pendules,  et  que  la  longueur  du  pendule  est  égale  à 
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la  inuitié  tlf  l’arc  «le  la  cycloiilc  entière,*  le  temps  d’une  viliraliun  sera 
au  trinps  de  ruseillalion  du  pendule,  dont  la  Inngueur  est  .\,  en  raison 
sous-douldée  de  la  longueur  ^ l’S,  ou  PO,  ii  la  longueur  .Mais  la  fur4  e 
élasti(|ue  qui  presse  la  petite  ligue  pliysi()ue  KG  lors(|u’elle  est  dan.s  les 
extrémités  P et  S était,  dans  la  démonstraliuu  d(‘  la  Pioposition  .\l.\  ll, 
à la  l'oree  élastique  entière  comme  III.  — KN  à V,  c’<“sl-à-dire  (lorsijue 
le  point  K loniUe  sur  P)  comme  IIK  à V;  et  relte  force  entière,  c’est- 
à-dire  le  poids  par  let|uel  la  petite  ligne  KG  est  comprimée,  est  au  poiils 
de  celle  petite  ligne  comme  la  hauteur  A du  poids  comprimant  est  à la 
longueur  KG  de  la  petite  ligne;  donc  la  force,  par  la(|uelle  la  petite 
ligue  KG  est  pressée  dans  les  lieux  P et  S.  est  au  poids  de  celle  petite 
ligne  comme  IIK  x A à KG  x V.  ou  comme  PO  x .A  à V;  car  IIK  était 
à KG  comme  PO  à V.  .Ainsi,  comme  les  temps  dans  le.s<|uels  les  corps 
égaux  sont  pruissés  dans  des  espaces  égaux  sont  réeiproquenieiil  en 
raison  suus-elouhiée  des  forees,  le  temps  d’une  viliration  produite  par  la 
pression  île  la  force  élastique  sera  au  temps  d’une  viliration  produite 
par  la  force  du  poids  en  raison  .sous-douldée  de  A’’  à POx.A,  et  ce  temps 
est  par  conséquent  au  temps  de  ruseillalion  du  pendule  dont  la  longueur 
est  \ en  raison  sous-douldée  de  A’’  à PO  X A et  en  raison  sous-douldée 
de  PO  à .V  coujoiiitemenl,  c’est-à-dire  dans  la  raison  entière  de  A à .A. 

K Maintetiatit,  puisque  le  point  C tie  doit  commencer  sa  viliration  que 
dans  le^ moment  oit  le  point  B Unira  la  sienne,  ce  qui  est  évident  par  la 
construction  gétiérale  du  ti°  *2,  suivatit  laquelle,  si  la  circonférence  eti- 
tière  PHSAP  représente  le  temps  écoulé  depuis  le  commencement  du 
mouvement  du  point  B,  l’arc  qui  représentera  le  temps  éeoulé  depuis  le 
commencement  du  mouvement  dn  point  C sera  nul;  il  s’ensuit  que  dans 
le  temps  d’une  viliratioti  entière  le  mouvement  se  trouvera  priqiagé  de 
la  particule  B à la  particule  G,  par  l'espace  BG.  et  il  est  visilde  par  la 
même  construction  que  cette  propagation  se  fait  d’une  manière  uni- 
forme. 

Uune  le  temps  de  la  propagation  par  BG  sera  à celui  d’utie  oscillation 
du  |ieiidule  .A,  comme  A'  est  à .A,  c’est-à-dire  comme  BG  est  à la  circon- 
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lërcn<’<‘  du  cerfle  donl  l<>  rayon  t>sl  A;  donc  aussi,  dans  le  temps  d’une 
4 oscillalioM  du  pendule  A,  la  prupagalioti  des  élu'aidements  des  particules 

S4*  liera  par  un  espace  égal  à la  circonférence  du  cercle  i|ui  aurait  la  lon- 
gueur A pour  rayon;  mais  on  sait  par  la  Théorie  des  pendules  que  celte 
circonférence  est  égale  à l'espace  (|u’nn  corps  pourrait  parcourir  unifor- 
mément pendant  une  oscillation  du  pendule  A,  en  S4>  mouvant  avec  une 
vitesse  égale  à celle  qu’il  aurait  acquise  s’il  était  toinlié  libreinent  de  la 
hauteur  |A.  Donc  cette  vitesse  sera  celle  de  la  [iropagation  des  éhranle- 
nients  dans  le  milieu  élastique:  et  par  conséquent  ce  sera  la  vitesse  du 
son,  en  prenant  pour  A la  hauteur  de  ralmosphêre  supposée  homogène. 

5.  Telle  est  la  Théorie  que  Newton  a donnée  de  la  propagation  du  son. 
Théorie  (|ue  les  uns  ont  regardée  eomme  inintelligihle,  que  d'autres  ont 
trouvée  contradictoire,  et  (jui  dans  le  fond  o’est  défectueuse  que  parce 
qu’elle  est  trop  partiriilièri-,  mais  i|ui  renferme  en  même  temps  le  germe 
de  la  vérilahie  Théorie,  découverte  dans  ees  derniers  temps  par  le  moyen 
de  l’Analyse.  <rest  ce  que  nous  allons  montrer  avec  tout  le  détail  que  la 
ililTiculté  4le  la  matière  exige. 

Kt  d’abord  je  remar<|ue  que  les  raisonnements  de  Newton  sont  exacts, 
et  que  si  les  particules  du  milieu  élasti<|ue  se  meuvent  dans  un  instant 
.suivant  la  loi  qu’il  suppose,  elles  doivent  continuer  à .s<>  mouvoir  suivant 
cette  même  loi,  en  faisant  des  o.scillations  analogues  à celles  de  plusieurs 
pendules  égîiux,  ipt’on  aurait  mis  successivement  en  mouvement,.  Mais  si 
sa  solution  est  honne,  mathématiquement  parlant,  on  voit  aussi  qu’elle 
n'est  gui’re  applicable  à la  nature;  car  comment  imaginer  ipie  les  ébran- 
lements imprimés  par  le  corps  .sonore  aux  particules  de  l’air  .suivent  tou- 
jours la  loi  dont  il  s’agit?  D’ailleurs  par  la  Théorie  dés  pendules  il  est 
clair  que  les  oscillations  de  ces  partieiiles  devraient  durer  toujours,  on 
du  moins  jusqu’à  ce  (pie  des  idistaeles  étrangers  les  détruisent;  et  même 
il  est  aisé  de  se  convaincre,  d’après  la  construction  générale  du  n”  i.  que 
• toutes  les  particules  de  la  ligne  physique  ,\D  prolongée  indéfiniment  de 
part  et  d’autre  devraient  être  en  mouvement  à la  fois,  puisqu’on  peut  tou- 
jours prendre  dans  la  circonférence  d'un  cercle  des  arcs  de  telle  grandeur 
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t|iie  l’on  voul.  Or  c’csl  ce  qui  est  conlniiif?  aux  pliénoiiicnes  connus  de  la 
production  cl  de  la  prupa(;alion  dn  son. 

Il  s’ensuit  de  là  que,  pour  avoir  une  Théorie  conl'urine  à rcxpérience 
cl  propre  à expliquer  les  principales  propriétés  du  son,  on  ne  doit  pas 
supposer  (|ue  la  eourhe  PHSAP  soit  un  cercle,  ni  même  que  ce  soit  une 
autre  courbe  rentrante  i|uelcunqne;  au  contraire  il  l'audrail  (|ue  celle 
courbe  demeurât  intléterminée  et  arbitraire,  pour  pouvoir  représenter 
les  ébranlements  priniiiifs  de  la  ligne  sonore  et  tburnir  une  solution  gé- 
nérale, quels  que  piiis.senl  être  ces  ébranlements. 

6.  Il  s'agit  donc  de  voir  jusqu'à  (|uel  point  les  propusilions  de  Newton 
peuvent  subsister,  abstraction  faite  de  la  nature  particulière  de  la  courbe 
PllS/iP. 

Pour  cela  nous  supposerons  donc,  en  général,  avec  lui  que  les  points 
K.  F,  G de  la  ligne  sonore  BG  parviennent  en  i,  y,  7 an  bout  d’un  tenip-. 
<|ue|coni|ue,  représenté  par  l’arc  PII  de  la  courbe  PH  {fig.  3),  en  .sorte 


Fi|j.  3. 
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(|u’a_vant  pris  dans  ccl  arc  les  parties  égales  III,  IK,  lesquelles  soient  dans 
une  raison  constante  avec  les  petites  lignes  égales  KF,  FG,  et  a’yani  mené 
les  ordonnées  III.,  l.M,  K\.  f>n  ail 

Eî^l’E.  I>r  P.M,  Gy:rzl>N; 

on  aura  ainsi* 

ty  = Eli  - Gy  - El  = EG  -f-  PN  - PL=  EG  - M.;  ■ 

de  .sorte  que  l’expansion  de  la  partie  Ktl  ilans  le  lieu  Vf  sera  à son  expan- 
sion moyenne  comme  EG  — .\l,  à KG;  et  par  conséquent  la  foire  élastique 
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(lu  poini  F ou  de  la  particule  K(î  dans  l(>  lieu  r/  sera  à sa  force  (’lasli(|iip 
iiiovennc  dans  le  lieu  E(i  coiiiuie  j?,;  '»  f,;»  puisque  rélasticilé  du 

milieu  est  supposf'e  en  rais(jli  directe  de  la  densité. 

Par  le  luéine  raisonnement  'ayant  mené  enc((re  les  ordonnées  A/ et  Xvi 
(|ui  interceptent  les  ares  IIÂ,  égaux  à Kl  et  IH  les  forces  élastiques 
des  points  pliysicpies  E,  (î  seront  à la  force  élastique  moyenne  comme 

et  ù j^>  !•'  diH'éreuee  des  forces  à la  force  élastique 


iiioveiiue  du  milieu  comme  ^ 
Eti 

. . . M/— nM, 

c est-a-dire  comme  ■ - a 

E(t 


M/-nM  . I 

r»  - - a _ ; 

— Et;  X M / - Et:  X n M -(  M / x n M 
J-, ( ou  commo  M/— «M  à EG,  en  sup|>o- 


sant 'à  cause  des  limites  étroites  dans  lesquelle  se  font  les  vilirationsj 
M/ et  n.M  indéfiniment  plus  petites  i|ue  EG.  Puisque  la  (|uantité  Et!  est 
donnée,  la  dilfereuee  des  forces  est  eouime  M/  — /i.M;  or  cette  ditlé- 
rence,  c’est-ii-dire  l’excès  de  la  force  élasli(|ue  du  point  i snr  la  force 
élaslii|ue  du  point  7,  est  la  force  par  la(|uelle  la  particule  pliysiipie  r/ du 
milieu  est  accélérée;  donc  la  force  accélératrice  de  celte  particule,  nu 
du  point  pliysi(|ue  y du  milieu,  est  comuu>  M/— n.M.  Et  l’on  prouvera 
de  la  même  manière  que  la  force  accélératrice  du  point  ê,  c'est-à-dire 
celle  du  point  E dans  le  lieu  i,  sera  comme  L/n  — .M.,  ayant  mené  l'or- 
donnée im  qui  intercepte  la  portion  d’arc  Ai t:-  ll/i. 

.Mais,  par  l’ltypotliè.se,  les  arcs  PH  représentent  les  temps  (|ue  le  point  E 
emploie  à décrire  les  espaces  K£  = PL;  donc,  suivant  celte  liypotlièse, 
ayant  pris  les  portions  d'arc  H/,  KIl,  égales  entre  elles  et  données,  les 
portions  de  l’axe  L/n.  NI.  seront  comme  les  vitesses  dans  les  points  I. 
et  N,  et  leur  dilférence  L/n— .\L  .«a‘ra  comme  l’acerois.semenl  de  la  vites.se, 
et  par  conséquent  proportionnelle  à la  force  accélératrice  ({ui  doit  agir 
en  L.  Or  nous  venons  de  démontrer  (jue  la  force  accélératrice  provenant 
de  l’élasticité  du  milieu  est  eflèctiveuient  proportiouiielle  à L»i  — NL. 
Donc  l’hypothèse  est  légitime,  et  les  particides  E.  F,  G,...  peuvent  se 
mouvoir  .suivant  la  loi  sup|iosée. 

('.omine  cette  démonstration  est  indépendante  de  la  nature  de  la  eourhe 
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l’il,  un  voit  <iue  celle  courbe  deineurc  arbilrairc,  comme  nous  avons 
trouvé  (|ue  cela  était  nécessaire  pour  la  bonté  et  la  généralité  de  la  solu- 
tion. Ainsi  la  Tbéurie  de  Newton,  pré.sciitée  de  cette manière,  ne  lai.ss»“ 
rien  à désirer. 

7.  A l’égard  de  la  vite.sse  de  la  propagation,  ou  communication  du 
mouvement,  d'une  particule  à l’autre  de  la  ligne  sonore,  il  est  clair  que 
puis(|u’au  bout  du  temps  PH  le  point  E a décrit  Kî  = PI.,  et  le  point  F a 
décrit  F'p  = l’M,  ce  dernier  point,  dont  le  mouvement  est  représenté 
aus.si,  en  général,  par  la  même  courbe  PH,  aura  décrit  un  espace  égal 
à PI.  au  bout  du  temps  PA;  par  conséquent  le  point  F aura  après  le 
temps  HA  le  même  mouvement  que  le  point  E;  donc  pendant  ce  temps  le 
mouvement  se  propage  de  E en  F par  l’espace  EF,  et  la  vitesse  de  celle 
propagation  .sera  exprimée  par  le  rapport  constant  de  EF  à HA  ou  III. 

8.  Pour  évaluer  cette  vitesse  on  se  rappellera  que  la  force,  par  la- 
quelle la  particule  pbysi(|uc  FX»  est  mue  dans  le  lieu  r/,  est  à la  force 
élastique  moyenne  du  milieu  comme  M/— nM  à EG;  mais  cette  force 
élastique  est  égale  au  poids  comprimant,  et  ce  poids  est  à celui  de  la 
particulè  EG  comme  la  bauleur  .\  de  l’atmosphère  supposée  homogène 
à la  longueur  EG;  donc  la  force  motrice  de  la  particule  EG  en  ty  sera  an 
poids  de  celte  particule  en  raison  composée  de  M/— n.M  à EG  cl  de  .V 

h EG,  savoir  en  raison  de  (.M/  — nM)  X .\  à EG*  ; or  la  force  motrice,  di- 
visée par  la  masse  à mouvoir,  donne  la  force  accélératrice,  et  si  l’on 
prend  la  force  de  la  graviié  pour  l’unité,  les  masses  sont  égales  aux 
poids;  donc  la  force  accélératrice  de  ey,  ou  du  point  du  milieu  p,  s»*ra 
(*x|iriiii(T  par 

(M/  - nM  \ 

-"i  ’ . 

EG 

et  par  le  inétiie  raisonnement  la  force  accélératrice  du  point  F;  en  ï .sera 
représenlée  par 


-NI.)A  l.«i-NI.  /Mt\-  . 

, ou  par  XlpT^  XA. 

•;G  K II 


l.ni  — NI.)  A 
ËG 


V. 
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Mais,  par  les  principes  de  Mécanique,  la  force  accélératrice  nécessaire 
pour  faire  décrire  les  espaces  PI,  ilans  les  temps  PH  est  exprimée  par  le 

r,àpporl  di-  la  ditrércncc  des  vitess»;s”^  — ~ à l’élément  du  temps  Hi; 
donc,  puisque  KH  — Hi,  cette  force  sera  exprimée  simplement  par 

Lm-NL, 

MÎ’ 

la(|uelle  di-vani  être  identique  à celle  que  nous  venons  de  trouver,  il 
faudra  que  l’on  ait 

d’oii  l’on  tire 

c’est  l’expression  «le  la  vitesse  du  son.  En  regardant  cette  vitesse  comme 
engendrée  par  l’action  constante  de  la  force  de  la  gravité  que  nous  avons 
supjmsée  égale  à i , un  sait  que  son  carré  est  égal  au  douille  de  la  hauteur 

nécessaire  pour  la  produire;  donc  ^ .sera  la  hauteur  due  à la  vitesse  de  la 

propagation  du  son;  ce  «|ui  s’accorde  avec  ce  que  Newton  a troqvé  dans 
l’hypothèse  particulière  «les  oscillations  de  l’air  analogues  à celles  «les 
p«'ii«lules. 

On  voit  par  là  que  cette  vitesse  est  constante  et  indépendante  des 
«diranleineiiLs  primitifs  de  la  libre  sonore;  ce  qui  est  parfaitement  «l’ac- 
cord avec  l’expérience. 

î).  En  supposant  avec  la  plujiart  des  Physiciens  l’air  8io  fois  plus  lé- 
ger que  l’eau,  et  l’eau  i/|  fois  plus  légère  «|ue  le  mercure,  on  a i à 1 1900 
pour  le  rapport  entre  le  poids  spécifique  de  l’air  et  celui  «lu  niercim>.  Or, 
prenant  la  hauteur  moyenne  du  baromètre  de  a8  pouces  de  France,  il 
vient  'î33ao«>  ponces  ou  27766 § pieds  pour  la  hauteur  «l’une  colonne 
d’air  uniformément  dense  et  faisant  é«|uilihre  à la  colonne  de  mercur«> 
dans  le  har««inètre.  Donc  la  vitesse  du  .son  sera  «lue  à une  hauteur  d«t 
i'^88'i  J pieds,  et  sera  par  conséquent  de  91 5 pieds  par  secomle. 


(e6-)  = 


EG  EF  -r 

ou  ...  = V A î 
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L’expérifiicc  en  donne  environ  1088;  ce  i]ui  fait  unedillÏTenee  de  près 
d’un  sixième;  mais  celle  dilTércnce  ne  peut  être  allribuée  t|ii'à  l’incerti- 
tude des  résultat.s  fournis  par  l’expérience. 

Sur  quoi  voyez  un  .Mémoire  de  M.  Lambert  dans  le  Recueil  de  cette 
Académie  pour  i7(i8.  On  trouvera  au  reste  une  'lliéorie  générale  et  com- 
plète sur  la  propagation  du  .son  dans  les  deux  premiers  volumes  des  Mé- 
moires de  la  Société  des  Sciences  de  Turin,  auxijuels  je  me  contenterai  ici 
de  renvoyer  (').  On  peut  voir  aussi  les  Mémoires  de  cette  Académie  poul- 
ies années  17596!  I7<>5. 


SECTION  SECONDE. 

I>K  LA  l'ROPAGATIOS  J>ES  OSUKS. 

1.  Newton  détermine  il’abord  dans  la  Proposition  .XLIV  du  second 
Livre  le  mouvement  d’un  fluide  qui  balance  dans  un  siphon  ou  canal  très- 
étroit  et  qui  a ses  deux  brandies  verticales. 

Il  y démontre  que  ce  mouvement  est  analogue  à celui  d’un  pendule 
qui  oscille  entre  des  arcs  cycloïdes,  et  dont  la  longueur  sr-rait  égale  à la 
moitié  de  celle  de  la  colonne  de  iluide  contenue  dans  le  siphon,  l'air,  dit-il. 
la  force,  par  laquelle  le  mouvement  de  l’eau  est  alternativement  accé- 
léré et  retardé,  est  l’excès  du  poids  de  l’eau  dans  l’une  ou  l’antre  branche; 
donc,  lorsque  l’eau  monte  dans  l’une  des  branches  au-dessus  du  niveau, 
el  qu’en  même  tem'ps  elle  descend  d’autant  dans  l’autre,  celle  force  est 
double  du  poids  de  l’eau  qui  est  au-dessus  du  niveau,  et  est  par  consé- 
quent au  poids  de  toute  l’eau  comme  la  longueur  de  la  colonne  supérieure 
au  niveau,  à la  moitié  de  la  longueur  de  la  colonne  entière  d’eau  contenue 
dans  le  tube. 

.Mais  la  force,  par  laquelle  un  corps  est  accéléré  et  retardé  dans  la  cy- 
cloîde  à un  lieu  (|uelconque,  est  -à  son  poids  total  comme  l’arc  compris 
entre  ce  lieu  et  le  lieu  le  plus  bas  à l’arc  entier  ou  à la  demi-longueur 
de  la  cycloïde,  c’est-à-dire  à la  longueur  du  pendule  oscillant.  Donc  les 


?6. 
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l'iirccs  motrici's  de  l’eau  et  du  peiulule,  lursi|u’ils  pareourent  des  espaces 
éjtaux,  soûl  eoiiime  les  poids  k mouvoir;  par  const'-qiienl,  si  l’eau  el  le 
pendule  sont  en  repos  dans  le  eommeneemeiit,  ces  forces  les  feront  mou- 
voir épalemeni  dans  des  temps  égaux,  et  feront  (|ne  par  un  mouvement 
réciproque  l’eau  el  le  pendule  aillent  el  revienneni  dans  le  même  temps. 

2.  l'ada  posé,  Newton  compare  dans  la  Proposition  XLVI  les  éléva- 
lions  el  les  aliaisst'inenls  allernalifs  de  l’eau  dans  les  ondes  qui  se  for- 
menl  à la  surface  d’une  eau  stagnaiile  aux  usiàllalions  perpendiculaires 
lie  l’eau  dans  un  siphon.  Car,  dit-il,  comme  le  mouvement  des  ondes  se 
l'ail  par  la  montée  et  la  descente  successive  de  l’eau,  en  sorte  que  les  par- 
ties (pii  sont  les  plus  hautes  devienncnl  ensuite  les  plus  liasses,  el  que  la 
force  motrice  qui  l'ail  monter  les  parties  les  plus  liasses  et  descendre  les 
plus  hantes  est  le  poids  de  l’eau  élevi'-e,  ces  montées  et  desccnies  aller- 
natives  seront  analogues  au  mouvement  d’oscillation  de  l'iuiu  dans  un 
siphon  dont  la  longueur  horizontale  serait  égale  aux  distances  entre  les 
lieux  les  plus  hauts  el  les  plus  lias  des  ondes;  et  par  conséquent,  si  (!cs 
distaïUTS  sont  égales  au  doulilc  de  la  longueur  du  pendule,  les  parties 
les  plus  hautes  deviendront  les  plus  liasses  dans  le  temps  d’une  oscilla- 
tion. et  dans  le  temps  d’une  autre  oscillation  elles  deviendront  les  plus 
hautes.  Doue  il  y aura  le  temps  de  deux  oscillations  entre  chacune  de 
ces  ondes;  de  sorte  ipie  chui|ue  onde  parcourra  sa  largeur  dans  le  temps 
que  le  pendule  emploiera  il  faire  deux  oscillations;  mais  dans  ce  même 
temps  nn  pendule  dont  la  longueur  serait  quadruplé,  et  ipti  par  eonsé- 
quent  serait  égale  à la  largeur  des  ondes,  c’est-à-dire  à l'espace  trans- 
vei-sal  <|iii  est  entre  leurs  moindres  ou  leurs  plus  grandes  élévations, 
ferait  une  oscillation;  donc,  dans  le  temps  d’une  oscillation  d’un  pen- 
dule égal  k la  largeur  des  ondes,  elles  parcourront  en  avançant  un  espaci; 
égal  k cette  largeur. 

.“i.  Cette  Théorie  est,  comme  l'on  voit,  susceptible  de  beaucoup  de 
dilllcult(‘s.  dont  la  principale  est  que  Newton  n’y  lient  compte  (|ue  du 
mouvement  vertical  de  l’ean  el  nullement  du  mouvement  hori/.outal,  <|ni 
doit  m'‘cessairement  s’y  joindre,  puis(|ue  l’eau  est  suppoS('-e  libre  di‘  se 
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mouvoir  eu  lout  sens.  Cette  tliflicullé  parait  même  ii’avnir  pas  érliappé 
à Newton;  car,  dans  le  Corollaire  Beroml  de  la  Proposition  citée,  il  re- 
marifue  (|ue  cela  est  ainsi  dans  l’hypothèse  <|ue  les  parties  de  l'eau  mon- 
tent et  descendent  en  lijçne  droite,  mais  que  ces  montées  et  de.scenles  se 
l'ont  plutôt  par  des  cercles,  et  qu'ainsi  par  cette  Proposition  le  temps 
n’est  déterminé  qu’à  peu  près.  Mais,  en  supposant  même  que  l’eau  se 
meuve  par  un  arc  do  cercle  ou  d’une  antre  courhe  quelconque,  on  n’a|>- 
procherait  pas  davantage  de  la  vérité;  car  la  comparaison  du  mouvement 
de  l'eau  dans  les  ondes  avec  les  oscillations  de  l’eau  dans  des  siphons  est 
purement  précaire,  et  ne  .saurait  subsister  avec  les  lois  générales  du 
mouvement  des  fluides  dans  des  vases  ou  des  canaux. 

i.  Il  serait  peut-être  impossible  il’étahlir  une  Théorie  générale  et  ri- 
goureuse sur  les  ondes;  mais,  si  l’on  suppose  d’un  côté  que  les  éléva- 
tions et  les  abaissements  succcssil's  de  l’eau  au-dessus  et  au-dessous  de 
son  niveau  soient  infiniment  petits,  ce  qui  parait  conforme  à l’expérienre, 
et  i|ue  de  l’autre  la  profondeur  du  canal  dans  lequel  les  ondes  se  forment 
et  se  propagent  soit  assez  petite,  ou  peut  déterminer  les  mouvements 
de  l'eau  qui  les  produi'sent,  d’une  manière  approchée,  et  analogue  à celle 
que  nous  venons  de  donner  relativement  aux  mouvements  de  l’air  dans 
le  son. 

Car  soit  TV  {/îg.  /j)  le  fond  horizontal  d’un  canal  ou  ba.ssin  rempli  d’eau 
k une  hauteur  très-petite,  .\K  la  surface  supérieure  de  l’eau  en  repos  ou 


Vie.  t- 
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sa  ligne  de  niveau,  et  ABCD  cette  surface  lorsi|ue  l’eau  a été  mise  en  mou- 
vement par  quelque  causé  que  ce  soit.  Si  l’on  imagine  toute  fa  masse  de 
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l’eau  sia^iiaiite  partagée  en  une  inlinité  d’éléments  rectangulaires  égaux 

nEFi,  hVGd dont  les  hauteurs  aR,  fcF,...  soient  verticales,  et  dont 

les  largeurs  EF,  FG,...  soient  infiniment  petites;  on  pourra  supposer 
sans  erreur  sensible  que  dans  le  mouvement  de  l’eau  ees  éléinents  par- 
vieiiuuiit  en  *î9(9,  ptfyS,...,  en  conservant  leur  forme  rectangulaire  et 
leur  capacité,  à cause  de  l’incompressibilité  de  l’eau;  et  il  ne  s’agira 
que  de  déterminer  la  loi  du  mouvement  liorizontal  de  chacun  de  ces  élé- 
ments. 

5.  Pour  cela  je  suppose  que  la  courbe  PKII  (Jig.  3,  page  Sgg)  renferme 
celle  loi  d’une  manière  semblable  à celle  qui  a lieu  pour  les  particules  de 
l’air,  en  sorte  que  pendant  un  temps  quelconi|uc  représenté  par  l’arc  PH. 
le  point  E ait  ilécrit  l’espace  trcs-pelil  Ei  = PL,  et  que  les  points  F,  G 
aient  décrit  les  espaces  très-petits  Ff  =P\I,  Gy  = P.\,  en  prenant  les 
parties  Hl.  IK  dans  une  raison  constante  avec  EF,  FG. 

Or,  en  considérant  les  deux  colonnes  contiguës  je  remarque 

i|ue,  si  leurs  hauteurs  étaient  égales,  elles  exerceraient  par  l’action  de  la 
gravité  une  pression  égale  l’une  contre  l’autre,  d’où  il  ne  pourrait  ré- 
sulter aucun  mouvement;  mais  si  la  hauteur  «ê  de  l’une  est  plus  gratide 
que  la  hauteur  jîy  de  l’autre,  l’excès  as  — Jîy  doit  produire,  selon  les  lois 
hydrostatiques  connues,  dans  tous  les  points  de  la  ligne  j9p,  une  pression 
contre  le  rectangle  cxpriinéii'  par  cette  même  dilférence  de  hau- 

teur as — jSy,  en  faisant  la  pression  ou  la  force  accélératrice  de  la  gra- 
vité égale  à l’unité.  .Ainsi  la  pression  totale  qui  en  résultera  contre  l’élé- 
ment [jfy<i,  et  qui  tendra  à lui  imprimer  un  mouvement  horizontal,  sera 
fa;  — ^5)  X donc,  divisant  par  la  ma.sse  à mouvoir  fify5,  on  aura 

(«  — iS?)x39 

pour  la  valeur  de  la  force  accélératrice  horizontale  de  l’élément 
ou,  ce  (jui  revient  au  méim-,  du  point  9 suivant  la  ligne  9V. 

Maintenant,  puisque 

• ato (3  = a E F i,  jîsyô  = A F G d. 
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et  i|ue 
on  iiuni 


flEF6  = 6FG(/. 


fl  E F 6 n E F 6 

a£  = — ~ — » P?  = ■ 


«? 


?y 


iluiir 


, flEFix  9/— «?)  , . ..  flEFAxtvy  — tg) 

ae  — 3s  - cVsl-a-dirc,  = , 
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puisque  la  (lifTérenre  des  hauteurs  at,  /Sy  sur  les  hauteurs  primitives  «K. 
//F  est  supposée  très-petite,  et  qu’ainsi  sf,  97  lie  dillèrent  (priiitiniment 
peu  de  EF.  Done,  à cause  de  = aEF/>  et  de  égal  à très-peu  près 
à aE.  on  aura  pour  la  force  accélératrice  du  point  y l’expression 


Mais 


I gy  — 19)  X flE 

- — I 

EF 


89  = EF  -I  F9  - Ee EF  -e  PM  - PI,  EF  - Ml„ 
97  =r  FG  -4-  Gy  — F9  = FG  H-  PN  - PM  a:  EF  - NM  ; 


donc  la  force  dont  il  s'agit  sera 


ML  -NM 

éf' 


XflE. 


Et  parle  même  raisonnement  on  trouvera  la  force  accélératrice  du  point  c, 
c’est-à-dire  du  point  E dans  le  lieu  i,  exprimée  par 

(L/-ML^flE 

ëf’ 


(ayant  pris  l’arc  HA=  IH  et  abaissé  l’ordonnée  A/),  c’est-à-dire  par 


L/-  ML 

“iïï^ 


X 


«•'est  la  force  (|ui  fait  parcourir  l’espace  PL  dans  le  temps  PH  suivant 
l'hypothèse.  Donc,  pour  que  cette  hypothèse  soit  légitime,  il  faut,  .selon 
les  principes  de  Mécanique,  que  cette  force  soit  égale  au  rapport  de  la 
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dilli'i'eiiif  (les  vitesses  — -''j-J"-  à rélêiiUMit  du  temps  III,  e'esl-ii-dire  lU 


cause  de  IIA  = III ) égale  à 


L/-MI. 

Hï’ 


Os  deux  expressions  de  la  Ibrce  accélératrice  étant  comparées  donnelil 

ré(|uation 

(ïi)x«E  = ., 


Ia(|uelle  est,  comme  l'on  voit,  indépendante  de  la  ligure  de  la  courbe  PH. 

et  smi  seulement  à déterminer  le  rapport  constant  i lc(|uel  devient 

\alî.  Ainsi  la  loi  supposée  est  exacte,  et  la  courbe  PII  demeure  arbi- 
traire, comme  dans  la  Théorie  de  la  propagation  du  son. 

(i.  Il  est  visible  (|Ue  la  détermination  de  la  courbe  PH  depemi  des 
ébranlements  primitils  de  l’eau,  c’e.sl-à-dire  des  déplacemeiit.s  des  co- 
lonnes aEVl/,  b¥Gd,...  dus  à la  cause  (|ui  produit  les  ondes.  La  solu- 
tion est  donc  générale,  «|uels  que  puissent  être  ces  ébranlements;  et  la 
vite.sse  des  ondes  en  est  etitièrement  indépendante,  comme  celle  du  son  : 
car  il  n’est  pas  diilicile  de  voir  que  cette  vitesse  sera  exprimée  au.ssi  par 
le  rapport  constant  de  EF  à Hl,  puisque,  selon  la  runstruction,  après  le 
temps  III  les  points  F et  G se  trouveront  avoir  parcouru  des  espaces  res- 
pectivement égaux  à ceux  «pie  les  points  E et  F avaient  parcourus  an 
coinmencement  de  ce  temps,  et  qu’ainsi  leur  distance,  et  par  conséquent 
la  bailleur  de  la  colonne  qui  y répond,  sera  la  même  apr«\s  ee  temps  t|ue 
celle  de  la  colonne  qui  répondait  aux  points  E,  F au  commencement  de 
ee  temps;  de  sorte  que  ccllc-ei  pourra  être  censi'e  avoir  avaneé  pendant 
le  temps  U1  d’un  espace  égal  à sa  base,  qui  est  à très-peu  près  égale  à EF. 

Ür,  ayant  trouvé  (numéro  précédent) 


III  ' 


è«E, 


il  s’ensuit  que  la  vitesse  de  la  propagation  des  ondes  sera  celle  ipi'iiii 
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lill!) 

c'urpü  gruve  acquerrait  en  luinliani  île  la  inoitié  de  la  hauteur  «K  (ii“  8. 
Seetion  |)reinière),  c’est-à-dire  de  la  mnilié  de  la  hauteur  de  l'eau  dans  le 
canal.  De  sorte  qu’il  y a à cet  égard  une  parfaite  analogie  entre  la  pro- 
pagation du  son  et  eelle  des  ondes,  la  vite.sse  de  eelle-là  étant  due  à la 
hauteur  de  l’air  supposé  hoinogène,  et  la  vitesse  de  eelle-ei  étant  due  à 
la  hauteur  de  l’eau  dans  le  canal. 

7.  .Vu  reste,  quoique  la  Théorie  précédente  soit  fondée  sur  la  suppo- 
sition que  la  profondeur  de  l’eau  dans  le  canal  soit  très-petite,  elle  pourra 
néanmoins  toujours  avoir  lieu,  si  dans  la  formation  des  ondes  l'eau  n’est 
chranléc  et  remuée  qu’à  une  profondeur  tré.s-petite;  ecMiui  parait  très- 
naturel  à cause  de  la  ténacité  et  de  radhérence  mutuelle  des  parties  de 
l'eau,  et  ce  qui  se  trouve  d’ailleurs  eonfirmé  par  l’expérience,  même  à 
l’égaril  des  grandes  ondes  de  la  mer.  .Vinsi,  la  vitesse  des  ondes  étant 
eonniie  par  l’expérience,  on  (lourra  déterminer  récipro(|uenicnt  la  pro- 
fondeur à lai|uelle  l’eau  sera  agitée  dans  leur  formation,  cette  proluudeur 
étant  toujours  douille  de  la  hauteur  due  à la  vitesse  ob.servée.  ( t o_ve»  nos 
Hccherches  sur  le  mouvement  tles jhtides  dans  le  volume  de  cette  Académie 
pour  l’année  1781  (’),  où  la  Théorie  des  ondes  est  traitée  d’une  manière 
(ilus  dinrete  et  plus  générale  que  nous  ne  l’avons  fait  ici.) 


{•  ) OEuvrei  tit  Lti^ranfiry  t.  IV,  p. 


V. 
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Sl«  fSF. 

QUESTION  CONCERNANT  LES  ANMITÉS. 


[Noupfwtjr  df  V Académie  mrate  des  Sciences  et  BeUes-Lettre\ 

de  Berlin,  179a  et  1793.) 


Ce  Mémoire  a été  lu  à l’Académie  il  y a plus  de  dix  ans.  Comme  il  n'a 
^as  été  imprimé  dans  le  temps,  j’ai  cru  pouvoir  le  lui  présenter  de  nou- 
veau, à cause  de  l’utilité  dont  les  Ibrinules  et  les  Tables  qu’il  contient 
peuvent  être  dans  dilTérentes  occasions. 

1 . Voici  l’objet  de  la  question  : 

On  demande  ta  valeur  présente  d 'une  annuité  constituée  sur  une  nu  plu- 
sieurs têtes  dont  les  âges  sont  donnés,  à condition  qu’elle  ne  commence,  à 
courir  qu  après  la  mort  d’une  autre  personne  d’un  âge  donné,  et  qu’elle 
cesse  aussitôt  que  toutes  les  personnes,  sur  lesquelles  l'annuité  est  consti- 
tuée, auront  passé  un  âge  donné. 

Pour  se  faire  une  idée  plus  nette  de  l’état  de  la  question,  on  n’a  qu’à 
supposer  qu’un  père  veuille  assurer  h ses  enfants  une  rente  annuelle 
payable  seulement  après  sa  mort,  et  jusqu’à  ce  que  le  plus  jeune  ait  at- 
teint un  âge  donné,  par  exemple  celui  de  la  majorité:  il  .s’apit  de  déter- 
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miiiiT  la  soiiiiiu*  qu’il  duvrail  paypr  pour  ailictor  une  telle  rente,  l’âge 

<lu  père,  le  nombre  et  les  âges  des  enfants  étant  donnés. 

2.  On  pourrait  supposer  aussi  qu’au  lieu  de  payer  d’ahonl  une  eer- 
laine  suinine  le  père  s’engageât  à payer  annuellement,  mais  seuleinenl 
pendant  sa  vie  et  la  ininurité  de  tous  scs  enfants,  une  somme  donnée 
pour  leur  assurer  après  sa  mort  une  annuité  qui  ne  durerait  que  jusqu’à 
la  majorité  de  tous  les  enfants. 

La  ((uestion  présentée  de  eette  manière  est  nu  peu  plus  dillicile,  parce 
(lu’il  y a deux  annuités  à estimer:  l’une  eonsliiuée  conjointement  sur  les 
têtes  du  père  et  dos  enfants  mineurs,  et  l’autre  constituée  seulement  sui- 
tes têtes  des  enfants  et  sur  leur  minorité,  mais  qui  ne  doit  eommeneer 
qn’après  la  mort  du  père;  il  est  clair  que  l’état  de  la  question  exige  que 
la  valeur  absolue  ou  présente  de  cliaeune  de  ces  deux  annuités  soit  égale, 
pour  qu’on  puisse  échanger  au  pair  l’une  contre  l’autre. 

3.  Quoique  les  principes  nécessaires  pour  résoudre  ees  sortes  de  que.s- 
tions  soient  connus,  l’application  en  est  néanmoins  d’autant  plus  dilfi* 
rile  que  les  questions  sont  plus  compliquées:  et  celle  que  nous  venons 
de  |)roposer  l’est  assez  pour  que  celte  application  ne  se  pré.sentc  pas  faci- 
lement. Comme  la  solution  de  cette  ipicstion  pourrait  être  utile  dans 
qtieli|Ues  occasions,  j’ai  cru  qu’on  verrait  avec  plaisir  la  méthode  (|ue  j’ai 
imaginée  pour  y parvenir,  et  «[ui  réduit  la  ilirTiciillé  au  calcul  des  annui- 
tés ordinaires  et  constituées  sur  une  oiKpIusieurs  tètes.  Je  donnerai  d’ail- 
leurs des  applications  particulières  de  cette  méthode,  et  je  présenterai 
des  Tables  (|ui  serviront  à résoudre,  avec  une  exactitudè  suflisanle,  la 
plupart  des  cas  qu’on  pourrait  proposer. 

•V.  Je  l•emarque  d’abord  qu’on  peut  simplilier  beaucoup  la  question 
dont  il  s’agit  par  la  considération  suivante. 

Soit  X l’annuité  que  le  père  doit  payer,  et  dont  on  cberche  la  valeur, 
ut  a l'annuité  qu’il  veut  assurer  aux  enfants  après  sa  mort;  il  est  clair 
qu’on  peut  su|q)oscr,  sans  rien  changer  à l’état  de  la  question,  que  l’an- 
nuité X soit  augmentée  de  a.  en  sorte  que  l’annuité  à payer  par  le  père 
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soit  X 4-  a,  el  que  raiinuité  due  aux  enlants  eommence  en  même  temp.s: 
car  de  cette  manière  ce  que  le  père  paye  de  trop  est  iininédiatenient  rendu 
aux  enfants:  mais,  en  envi.sageanl  la  quesliuii  ainsi,  on  a l'avantage  (|ue 
les  deux  annuités  eommeneent  à la  même  époque  et  sont  semhlahles, 
excepté  que  rannuite  a + x dépend  de  la  vie  du  père,  et  (|ue  l'annuité  a 
n’en  dépend  point. 

5.  Dénotons,  en  général,  par  M la  valeur  jtré.sente  d’une  annuité  d’une 
unité  (par  exemple  d’un  éeu,  ou  de  cent  écus,  etc.)  constituée  uniquement 
sur  la  minorité  des  enfants,  c'est-à-dire  payable  tant  qu'il  y a des  enfants 
mineurs;  et  dénotons  par  i\  la  valeur  présente  d’um*  annuité  égale,  mais 
constituée  eonjointemenl  sur  la  tête  du  père  et  sur  la  minorité  des  en- 
fants, c'est-à-dire  payable  seulement  tant  qué  le  père  vit  et  qu'il  a des 
enfants  mineui's.  La  valeur  absolue  de  l'annuité  a -r-x  (|ue  le  père  est 
supposé  payer  sera  donc  [a  + x;N,  et  la  valeur  de  l'annuité  a (|ue  les 
enfants  reçoivent  sera  «M. 

Done,  pour  que  ces  deux  valeurs  soient  égales,  il  faudra  que  l'on  ait 
l'équation 

(fl  4-  x)  N = flM, 

laquelle  donne 

fl(M  — N) 

x_ 

c'est  l’annuité  réelle  que  le  père  doit  payer.  Kt  toute  la  dillieulté  se  ré- 
duira à déterminer  les  deux  i|uantités  .M  et  N. 

6.  Pour  ramener  cette  question  aux  notions  ordinaires  et  rendre  ce 

que  je  vais  dire  plus  simple  et  jdus  intelligible,  j’appellerai  le  père  P,  et 
les  différents  enfants  mineurs  .A,  B.  C 

Ensuite  je  désignerai  par  À.  U , la  valeur  d’une  annuité  d’une 

unité  constituée  uniquement  sur  la  minorité  de  l'enfant  .\,  ou  B,  ou  L,...; 
je  dé.signerai  de  plus  par  ,\B  la  valeur  d’une  pareille  annuité,  mais  con- 
stituée conjointement  sur  la  minorité  des  deux  enfants  .\  et  B,  c’est- 
à-<lire  payable  tant  qu'ils  sont  tous  les  deux  mineurs;  je  désignerai  de 
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iiu'ine  par  ABC  la  valeur  d’uiie  égale  annuité,  niais  constituée  sur  la 
iiiinurité  îles  enfants  A,  B,  C,  c’est-à-dire  payable  tant  qu’ils  seront  tous 
les  trois  en  vie  et  en  ininorilé;  et  ainsi  du  reste. 

Entin  je  dénoterai  de  même  par  AT*  la  valeur  d’une  annuité  consti- 
luee  sur  la  minorité  de  l’enfant  A et  sur  la  vie  du  père  P,  c’est-à-dire 
payable  pendant  que  renfanl  est  mineur  et  que  le  père  est  en  vie;  par 
ABÎ*  je  dénoterai  pareillement  la  valeur  d'une  annuité  constituée  sur  la 
minorité  des  enfants  et  B,  et  sur  la  tête  du  père,  c’est-à-dire  payable 
pendant  que  les  enfants  et  B seront  mineurs  à la  fois  et  que  le  père 
sera  vivant;  et  ainsi  de  suite. 

T.-tàda  posé  et  bien  entendu,  je  vais  parcourir  successivement  les  cas 
d'un  enfant  A,  de  deux  enfants  ,\  et  B,...,  et  je  déterminerai  pour  cbai|ue 
cas  les  valeurs  des  quantités  .M  et  N par  le  moyen  des  quantités  .V,  .AP, 

B,  .UÏ,  BP dont  la  signitiration  est  maintenant  connue,  et  dont  la 

déli'i-mination  peut  se  tirer  des  Tables  des  annuités. 

Et  d’abord,  s’il  n’y  a qu’un  seul  enfant  .\ , il  est  clair  que  la  valeur 
de  ,M  est  égale  à , et  que  celle  de  est  égale  à AP.  On  a donc  dans 
ce  cas 

M=-.Â,  \=ri'. 

8.  En  second  lieu,  s'il  y a deux  enfants  A et  B,  alors  la  valeur  de  .M 
doit  être  celle  d'une  annuité  constituée  sur  la  plus  longue  des  minorités 
de  ces  deux  enfants,  et  la  valeur  de  X doit  être  celle  d'une  annuité  con- 
stituée sur  la  plus  longue  minorité  des  enfants  et  en  même  temps  sur  la 
tête  du  pi-re.  Je  suppose  que  la  minorité  de  A soit  la  [>lus  courte,  soit 
parce  que  A meure  on  qu’il  atteigne  l’âge  de  majorité  avant  B.  Il  est 
clair  que  la  valeur  de  l’annuité  .M  devra  être  égale  à A,  plus  à la  valeur 
d’une  annuité  constituée  sur  la  minorité  de  U,  mais  payable  seulement 
à la  majorité  de  A.  Il  s’agit  donc  de  trouver  la  valeur  de  cette  dernière 
annuité.  Je  l’appelle  et  je  considi*re  que  si  j’y  ajoute  la  valeur  d’une 
annuité  constituée  sur  la  minorité  des  deux  enfants  .\  et  B,  valeur  que 
j’ai  designée  par  AB.  j'aurai  alors  la  valeur  d'une  annuité  payable  pen- 
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liant  la  minorilé  conimune  di^s  enfanis.A  et  H,  el  ensuile  aprè.s  l’exlinc- 
lion  de  lu  minorilé  do  A,  continuée  jusqu’à  la  majorité  do  li;  ce  qui  osl 
évidommonl  la  mémo  chose  qu’une  annuité  constituée  sur  la  seule  mino- 
rité de  B,  dont  la  valeur  a été  désijfnéo  par  B.  J’aurai  doue 


et  de  là 
doue,  puisque 
j’aurai 


X -I-  ÂB  = ll, 
\ = fi- AB; 
M = X + X. 


M = A -I-  B - AH, 


J'ai  supposé  i|ue  lu  minorité  de  A était  la  |)remière  à s’éteindre;  mais, 

si  l’on  su|q)osuit  que  ce  lut  celle  de  B,  un  parviendrait  au  même  résultat. 

» 

9.  Reste  maintenant  à trouver  la  valeur  de  N.  Pour  cela,  il  faut  faire 
un  raisouuenieut  seinlilalile  au  précédent,  mais  en  cuinbiuani  la  vie  du 
père  avec  la  minorité  des  enfants. > 

Je  considère  donc  que  la  valeur  de  N est  celle  d'une  annuité  constituée 
sur  la  tète  du  père  et  sur  la  plus  longue  des  minorités  des  deux  enfants  A 
et  B;  et,  supposant  que  la  minorité  de  B soit  plus  longue  que  celle  de  A. 
j’en  conclus  que  la  valeur  de  N doit  être  égale  à la  valeur  d’une  nunuilé 
constituée  sur  la  tête  du  père  et  sur  la  minorité  île  l’enfant  A,  valeur 
qu’on  a dénotée  par  ,\P,  plus  à la  valeur  d’une  annuité  constituée  sur 
la  tête  du  père  et  sur  la  minorité  de  l’enfant  B.  mais  qui  ne  commence 
qu’aprèsla  minorité  de  A.  .N'oininant  cette  dernière  valeur  X,  j’ohserve 
que  si  j’y. ajoute  la  valeur  d’une  annuité  constituée  sur  la  tête  du  piuT  et 
sur  la  minorité  commune  des  enfants  A et  B.  valeur  que  nous  avons  dé- 
notée par  ABP,  j’aurai  la  valeur  d’une  annuité  payable  pendant  la  vie 
du  père  et  la  minorité  totale  de  l’enfant  B,  c’est-à-dire  d’une  annuité 
constituée  sur  la  tête  du  père  et  sur  la  minorité  de  l’enfant  B,  valeur 
exprimée  suivant  nos  dénominations  par  BP.  Doue 

X -i-ÂfiP=  KP, 

V.  ;8 
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X=:Br*-ABi>. 

Dune,  puis(|iic 

N = ÂP  + X, 

on  aura  enfin 

N =ÂP  -4- Bl>  — AliP. 

El  l’on  Irouverail  la  même  expression,  si  l’on  supposait  ipie  la  mino- 
rité de  l’enfanl  H s’étei^nil  avant  celle  de  l’enfant  A. 

10.  En  troisième  lieu,  s’il  y a trois  enfants  A,  B,  (’.,  on  trouvera,  par 
des  raisonnements  analogues  que  je  supprimerai  pour  n’étre  pas  trop 

^ • _ _ 

M — À -I-  B -4-  U — AB  — AU  - BU  -i-  ABU, 

et  de  même 

' N =.  AP  + BT*  + UP  — ABP  - ÂÜP  - BUP  4-  ÂBUP; 
et  ainsi  de  suite  s’il  y avait  un  plus  grand  uomlire  d’enfants. 

1 1.  De  là  je  conclus,  en  général,  que,  (|uel  que  soit  le  nombre  des 
enfants  mineurs,  la  valeur  de  ,M  est  toiijoui's  égale  à la  somme  des  va- 
leurs des  annuités  constituées  sur  la  minorité  de  chaque  enfant  en  parti- 
culier, moins  la  somme  des  valeurs  des  annuités  constituées  sur  la  mino- 
rité commune  de  chaque  couple  d’enfants  pris  deux  à deux  de  toutes  les 
manières  po.ssihles,  plus  la  somme  des  valeurs  des  annuités  constituées 
sur  la  minorité  commune  de  chaque  trio  d’enfants  pris  trois  à trois  de 
toutes  les  manières  possibles,  moins,  etc. 

El  la  valeur  de  N sera  pareillement  égale  à la  .somme  ili-s  valeurs  des 
annuités  constituées  sur  la  vie  du  père  et  sur  la  minorité  de  chaque  en- 
fant en  particulier,  moins  la  somme  des  valeurs  des  annuités  constituées 
sur  la  vie  ilu  père  et  sur  la  minorité  commune  de  clnn|ue  couple  d’en- 
fants pris  deux  à deux  de  toutes  les  manières  po.ssihles,  plus  la  soiiiuie 
des  valeurs  des  annuités  eonstituées  sur  la  vie  du  père  et  sur  la  minorité 
commune  de  cha(|ue  tHo  d’enfants  pris  trois  à trois  de  toutes  Tes  ma- 
nières pussihies.'moins,  etc. 
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12.  La  ()ii(>slion  est  donc  ivdiiilc  inainicnaiit  ii  ironvcr  les  valeurs  de 
ces  dilFcTentes  aiimiités;  c'esl  à (]uoi  ou  peut  parvenir  par  le.s  rêfîles  con- 
nues pour  l’ijvaluation  des  rentes  viap;ères.  J’observerai  seuleinenl  qu’en- 
Ire  une  annuiUi  ordinaire  constituée  sur  la  vie  d’une  ou  de  plusieurs  per- 
sonnes et  la  inéme  annuité  constituée  sur  la  vie  de  r|uelques-uiies  de  ces 
personnes  et  sur  la  ininorité  des  autres,  il  n’y  a d’autre  diHérence,  si  ce 
n’est  que  la  première  doit  être  censée  continuée  jusqu’au  dernier  terme 
de  la  vie,  et  que  la  seconde  ne  doit  être  continuée  (|ue  jusqu’au  temps 
où  le  plus  âgé  des  mineurs  deviendrait  majeur:  parce  qu’alors  cette  per- 
sonne, devenue  majeure,  esL  par  rapport  à l’annuité,  dans  le  même  cas 
que  si  elle  mourait  tout  à coup  dès  qu’elle  atteint  l’âge  de  majorité. 

Voici  les  formules  générales  pour  le  calcul  des  annuités. 

13.  Je  désigne  par  (i),  (a),  (3),...  le.s  nombres  des  personnes  nées  en 

même  temps  et  (|ui  ont  atteint  l’âge  d’un  an,  de  deux  ans,  de  trois  ans 

Q‘s  nombres  sont  ilonnés  par  les  Tables  connues  de  mortalité,  et  varient 
suivant  ces  dillérentes  Tabbîs.  Suivant  la  Table  de  feu  Sussmileb,  donnée 
dans  la  première  édition  de  son  Ouvrage,  on  a 

(o)— louo,  (i)=:74ot  (a)  — G(mi,  (3)  = 6j.o 

Ainsi  ces  nombres  sont  supposés  connus. 

Je  suppose,  de  plus,  que  l’intêrêt  de  l’argent  soit  de  ni  pour  loo,  et 
je  fais,  pour’abréger, 

ni 

I -I = r. 

I oo 

Cela  posé,  la  valeur  présente  d’une  annuité  â vie,  constituée  sur  une 
personne  de  l’âge  a,  et  payable  au  commencement  de  chaque  ann)*e,  est, 
y compris  la  première  année,  de 

r r’  r' 

La  valeur  présente  d’une  annuité  à vie,  constituée  sur  deux  personnes 

78. 


620 


{a){h){c). 


(n-t-i)(/)-‘-0{c-4-0  fn-i-2)(A-t-a)Cc-t-î) 


fl  ainsi  de  suite. 

Et,  si  l’un  veut  i|ne  ccs  annuités  dépendent  de  la  minorité  de  quel- 
ques-unes des  personnes  sur  lesquelles  elles  sont  constituées,  alors  si  a 
est  râ{;e  du  mineur  le  plus  âgé,  il  ne  faudra  prendre  qu’autani  de  termes 
de  la  série  qu’il  y a d’unités  dans  aG  — a,  en  suppo.sani  que  la  minorité 
cesse  à a5  ans;  en  sorte  qu’il  faudra  s’arrêter  au  terme  qui  aura  r’*~“  au 
■dénominateur. 


14.  L’application  de  ces  formules  n’a  plus,  comme  on  voit,  d’autre 
iliiriculté  (|ue  la  longueur  du  calcul,  mais  on  peut  l’abréger  en  considé- 
rant (|ue,  comme  les  Tables  de  mortalité  ne  sont  pas  rigoureusement 
exactes  et  qu’elles  n’ont  même  été  construites  que  par  des' milieux  pris 
entre  dilférentes  années,  il  sullira  de  prendre  les  années  de  quatre  en 
quatre,  ou  de  cinq  en  cinq,  et  de  suppo.ser  <iuc  les  li'rmes  intermédiaires 
dans  les  formules  soient  en  progression  aritbméti(|uc. 

Or,  si  l’on  a la  série 

a,  b,  c,  <1,  e, ...,  U, 

et  qu’entre  les  termes  consécutifs  de  cette  .série  il  faille  placer  rn  autres 
termes  (|ui  soient  en  progression  arithmétique  avec  les  termes  donnés, 
en  dénotant  para',  a",...  les  termes  entre  a et  b,  par  b',  h",...  les  termes 
entre  b et  c,  et  ainsi  de  suite,  il  est  clair  qu’on  aura,  par  la  propriété 


a 
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connue  îles  propres.sions  arithmétiques, 

2 

I * > 4 » < t . W1  -t*  2 

2 

. .4  14  fv  'W 

c c -*■  + </=:  (c*-l-  II) * 

2 


fJone,  ajoutant, 

(1  + a' 4-  a"  -t- . . . ai  + 6'  4-  6"  4- . . . -f-  IC  -4-  e'  + c*  -t- . . . + + . . . + « 

= (<i  + î64ic4-irf4-...4- 

. a 


et  par  conséquent  la  somme  entière  de  la  série 


(o4-ii4-ic  + ...H-  u)  ^ — h — c — d — . . . 
2 


2 2 

= ..-♦-«)(/»  4-1)  — (rt-t-M}  — • 

2 


D’où  il  s'ensuit  iiue,  pour  avoir  la  somme  de  la  série  interpolée,  il  n’y 
aura  qu’à  multiplier  la  .somme  de  la  série  primitive  par  «i  4-  i , et  en  ri*- 

trancher  la  somme  des  deux  termes  extrêmes  multipliée  par 

Si  l’on  ne  prend  les  années  que  de  quatre  en  quatre,  on  aura  alors 
m = 3,  et  il  faudra  quadrupler  la  .somme  de  la  si'>rie  et  en  retrancher  les 
I de  la  somme  des  termes  extrêmes. 


15.  J’ai  calculé  de  cette  manière  deux  Tables  pour  le  cas  d’un  seul 
enl'ant  mineur,  et  en  prenant  successivement  pour  l'âge  de  l’enCant  i,  5, 
9,  i3,  17,  21  ans, et  pour  l’âge  du  père  3o,  3.^,  38,  4a,...  jusqu’à  90  ans; 
mais  dans  l’une  de  ces  Tables  j’ai  tenu  compte  de  la  mortalité  de  l’en- 
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iaiil  l'uiilüriiii'iiienl  à l’<‘tal  (k>  la  quesliuii;  dans  l'aulre,  au  cuiitrairu, 
j’en  ai  fait  ahsiraclioii,  c’est-à-dire  que  j'ai  supposé  (|ue  l’enfanl  par- 
vienne sùrenieni  à l'âge  de  la  majorité.  Voici  la  raison  qui  in'a  engagé 
à calculer  cette  seconde  Tahie  cmijointemenl  à la  première. 

16.  Il  est  visilde,  en  général,  (|ue  plus  le  nombre  des  têtes  sur  les- 
«nielles  une  annuité  quelconque  est  constituée  est  grand,  plu.s  aussi  doit 
être  grande  la  valeur  présente  de  cette  annuité,  c’est-à-<lire  ce  «|u'il  fau- 
drait payer  pour  l'acheter,  parce  que  le  risque  de  la  perdre  par  la  mort 
de  toutes  les  personnes  sur  lesquelles  elle  est  constituée  en  est  d’autant 
moindre.  .Mais,  d'un  côté,  quel«|ue  grand  que  soit  le  nombre  de  ces  per- 
sonnes, la  valeur  de  l'annuité  sera  toujours  moindre  que  si  l'on  n’avait 
point  d’égard  à leur  mortalité,  et  qu'on  snppo.sàt  que  la  plus  jeune  attei- 
gnit sûrement  un  âge  donné. 

De  là  il  .s’ensuit  que,  si  une  annuité  est  constituée  sur  plusieurs  per- 
sonnes, sa  valeur,  i|uelle  qu’elle  soit,  sera  toujours  néces.sairement  ren- 
fermée entre  res  deux  limites,  dont  l’une  sera  la  valeur  de  la  même  an- 
nuité e«)iistituée  seulement  sur  la  plus  jeune  de  ces  personnes,  en  ayant 
égard  à sa  mortalité,  et  l’autre  sera  la  valeur  de  l'annuité,  constituée  de 
même  sur  celle  personne,  mais  eti  n'ayant  aucun  égard  à sa  mortalité. 

lit,  .s’il  arrive  que  ces  deux  limites  .soient  peu  dilférentes  entre  elles, 
alors  on  sera  assuré  que  la  valeur  d<>.  l'annuité  est  à peu  près  la  même, 
quel  que  soit  le  nombre  des  têtes  sur  lesquelles  elle  est  constituée. 

17.  On  doit  donc  regarder  les  deux  Tables  dont  nous  venons  de  parler 
comme  les  limites  de  toutes  les  Tables  pareilles  qu'on  pourrait  construire 
pour  les  cas  de  deux,  de  trois,...  ou  d’un  nombre'  quelconque  d'enfants 
mineurs. 

Dans  ces  Tables  nous  avons  pris  pour  base  la  Table  de  mortalité  qui 
.se  trouve  dans  la  nouvelle  édition  de  l'Ouvrage  de  Sussmilrh  (tome  III, 
Table  ,\XII,  n“  4),  et  «]ui  a été  drcssf'c  particulièrement  pour  ce  pays; 
suivant  cette  Table,  on  a 

(o)=;uMio,  (i)  = 75i),  (5)  = 6o3,  (9)  = 55î,.... 
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A l'ognnl  (le  l’intérêt  de  l'argent,  nous  l’avons  supposé  à 4 pour  loo, 
ce  qui  donne 


, lo4  2<i 

loo  ï5 


Ces  Tables  donnent  immédiatement  la  somme  annuelle  ou  l’annuité 
que  le  père  devrait  payt|r  pendant  sa  vie  et  la  minorité  de  son  enrani, 
pour  lui  assurer  après  sa  mort  une  annuité  d’une  unité  (|ui  ne  durerait 
que  jusqu'à  ee  (|u’il  eût  atteint  .sa  vingt-ein(|uièiiie  année.  Dans  la  pre- 
mière Table  on  a fait  abstraction  de  la  mortalité  di;  l'enfant,  et  l’on  voit 
que  les  nombres  sont  tous  un  |)eu  |dus  grands  que  dans  la  seconde,  oti 
l’on  a tenu  compte  de  cette  mortalité,  mais  on  voit  en  même  temps  ([ue 
les  dill'érences  des  nombres  rorrespondants  dans  les  deux  Tables  sont  en 
général  fort  petites.  De  sorte  (|ue,  lors(|u’il  y aura  plusieurs  enfants,  on 
ne  se  trompera  pas  beaucoup  en  prenant  le  milieu  entre  les  nondires 
donnés  par  ces  deux  Tables  et  relatifs  à l’àge  du  père  et  à celui  du  plus 
jeune  des  enfants.  Mais  on  pourrait  peut-être  dans  ce  cas  ap|irocber  da- 
vantage de  l’exactitude  par  la  formule  suivante  : 

Soit  I -I-  n le  nombre  des  enfants,  .\  et  II  Uîs  nombres  donm-s  par 
la  première  et  par  la  seconde  Table,  pour  le  cas  du  plus  jeune  de  res 
enfants,  On  prendra,  pour  l’annuité  que  le  père  doit  payer,  la  (|uantité 

l‘*'’oiule  devient  égale  a H lorsque  n=;o,  et  égale  à \ 
lorsque  n — zo,  ce  qui  doit  être. 
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TABLE  I. 

EN  FAISANT  ABSTRACTION  DE  LA  MORTALITÉ  DE  L ENFANT 


! 

AGE 

4n 

pér«. 

AGE  I»E  l’enfant. 

1 

5 

» 

13 

17 

il 

1 

0,1699 

0,1399 

0, 1 ir»8 

o,oBi5 

o,o5a7 

o,oa5i 

î 

34 

‘957 

•597 

ia64 

09(0 

0617 

o3oo 

3 

38 

ai53 

i8u8 

• 4o3 

io33 

0661 

«>33a 

4 

4a 

a674 

ai  14 

1601 

• ■44 

0736 

o358 

s 

46 

33a7 

a0i6 

19-58 

i36i 

0840 

0389 

li 

5o 

4358 

3440 

a5w> 

i8o5 

1 to5 

o5*!i4 

T 

54 

570.5 

4555 

3754 

a4ia 

•489 

0676 

H 

58 

7360 

5945 

4^aa 

3171 

•96» 

0903 

» 

(ri 

9-^89 

8iM>a 

583o 

4094 

*498 

1 laa 

10 

6C‘ 

*.*7:7 

9760 

7604 

5417 

333i 

i5io 

11 

70 

45o5 

i,»i87 

9fm 

6908 

4334 

I9-5o 

lî 

74 

6987 

434> 

•,•473 

6346 

5af9 

a3l7 

13 

78 

9516 

6499 

3ai3 

9788 

6i5o 

3726 

U 

8 a 

Ï.1940 

868i 

4871 

i 

7/>9o 

3 166 

15 

86 

35fio 

a,oi3t 

6iaH 

•445 

7015 

3359 

Di 

90 

5770 

ai  i3 

7848 

'i856 

7018 

aafi  1 

TABLE  II. 

EN  TENANT  COMPTE  DE  LA  MORTALITÉ  DE  L ENFANT. 


AGE 

4b 

père. 

AGE  DE  l'enfant. 

5 

!» 

43 

il 

1 

3o 

O) i5i3 

0,i3i4 

0^  1069 

«7  <*79*1 

o,o5i4 

o,oa4C 

i 

34 

1740 

i5t  t 

1 aao 

f>9i4 

O&KI 

oag3 

■ 3 

38 

1707 

i354 

0979 

u665 

o3a5 

4 

4a 

a353 

1989 

1543 

1 1 1 1 

0718 

o35o 

S 

46 

2906 

a455 

18R1 

i3ao 

o8ao 

o38i 

r> 

5o 

3783 

3aa5 

a.<86 

1748 

1076 

049a  . 

7 

54 

49*7 

4a5i 

3-298 

al35 

<4i9 

o6(k) 

8 

56 

6a66 

553i 

4-a9 

IHÎÜ 

1910 

088  a 

9 

6a 

785 1 

7035 

5568 

395a 

a4i9 

1095 

10 

G6 

9844 

900iJ 

7a5i 

5aao 

3a3G 

<446 

11 

70 

<41991 

1 , 1 aof> 

9161 

(ma 

4auG 

‘«99 

12 

74 

3898 

3145 

1 ,0905 

8oaa 

5o59 

2273 

13 

7» 

5794 

5o66 

aS5i 

9393 

5951» 

2653 

14 

62 

7654 

698J 

4101 

1 ,d18i 

686 1 

307G 

15 

86 

87^9 

8214 

5ai4 

0957 

C8oa 

3a6a 

10 

90 

'AtOOOl 

9838 

G761 

2195 

673a 

2200 
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L’EXPUESSIOIS  1)1  TERME  GÉiXÉHAL 

OES  SÉRIES  RÉCURRENTES, 


■.cniüOl'K  I.  ÉQ(tATIO^  eiüim ATaici;  k des  «acines  ÉGAi.r.i>. 


V. 


7!> 
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L’KXPUKSSION  ni  TERME  GÉNÉRAL 

IIKS  SÉRIES  HÉCl’HKKM  ES. 

1.4>ft<kt/tt  I.  A DCk  tt.AI-i:»  I. 


< yt>mrau.r  .t/rtnttirey  tlt-  t*/4uttlri*trr  mutlt'  fir%  Si  trmr*  ri  Hrlles.tTU$-r\ 
de  Berhn,  annlVÿ  1791  i>l  1791.) 


J'ai  tloniir,  dans  li‘s  Mémoires  di*  177“»  une  inélliodr  cl  des  rm- 
iniilcs  lrés>siiii|ilfs  |Kiiir  avoir  le  lernic  ^■■lierai  d'une  suite  réeuiTeiile, 
dont  un  eoiinail  les  |>reiniei's  ternies.  .Mais  ees  roiinules  ont,  eiininie 
toutes  celles  i|ui  sont  des  l'onetioiis  des  din'ereiUes  racines  d'une  niénie 
ei|uation,  rinconvénient  de  ne  |tmivoir  .servir  (|iie  lorsque  toutes  les  ra- 
cines sont  iné{{ale.s.  Le  cas  de  ré{{alité  de  deux  ou  [tinsieurs  racines  de- 
mande des  réductions  et  des  transl'orinatiims  l'omlees  sur  ce  |iriiicij>e  du 
làilcul  diH'éreiilitd  que  des  i|uaiitités  égales  (jeuveiil  être  sn|qiosées  diC- 
l'érer  entre  elles  de  quantités  intininieni  petites;  niais  l'application  de  ce 
principe  aux  formules  dont  il  .s'agit  exige  des  attentions  paiiicnliéres,  et 

(•)  ta'  MensMO'  el  les  i|iiiilrr  siiiianls,  Im  derniers  que  taKraniie  ail  |aililii'-s  dans  le 
Hcrttni  t(e  i*  U a irnttr  tir  BrrUn^  Mml  f'iMnpris  mkia  le*  tiln»  «'«Humun  : He‘••hrrchr^^  ««/•  ^é/«- 
\rrur%  tV  rrlutifi  à $tiffrrrnisi  etuir^Miy  tie\  .lAvwtK/r»  firrt  t‘tirnl.%. 

[Sf*te  tir  rhilitrur.) 

(*•)  OAwvf.»  flf  l.n^ran^Vf  l.  !\’,  p.  i'»i. 

#*»• 
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lieu  à des  résultats  iiuuvcaux  et  muarquables  pour  leur  siiiipli- 
eité;  c’est  ce  qui  m’a  engagé  à en  faire  la  matière  de  ce  Mémoire. 

1 . Ji-  cummcnrerai  par  rappeler  les  principales  formules  de  l’endroit 
cité. 

Soit  la  série 

.K»t  ♦ •» 

dans  laqmdle  on  ait  constamment  rette  équation,  entre  n-t-  i termes  con- 
■s<>culils, 

\ 1 t e,  -e  B ïv.,.*  -t- . . . -e  N ) = o, 

A.  H.  ti,...  étant  des  coellicients  constants  ({ucicunques.  I.’expression  du 
terme  général  v,  sera  de  cette  forme 

_v,  rr  a x"  -t-  6 |â*  C7*  4- . . . . 

les  ipiantités  a,  fi,  étant  les  différentes  racines  de  l’équation 

(B  Va-  B )•  -t-  C r'  -t-  Or’  -t- . . . -r-  N/*  = o, . . . , 

(|ue  j’appelle  c<]uation  génératrice,  et  les  coefficients  a,  b,  c....  étant  de 
cette  forme 

y a-  3 . . )/.-»  a- 1 {Sy  a-  ^3  a-  yo  a- . . . ‘.r.-»'—  ■ . . 

X — p;  (x  — y I la  — 6), . . ’ 

/,  - -1  — ' » '11/ xj  a-  yj  a-...'j-._,  — 

^-xil|â-y)i3-T)...  ‘ ■■  ' 

et  ainsi  de  suite. 

Je  remarque  d’abord  qu’on  peut  donner  à ces  expressions  une  forme 
plus  simple,  et  plus  commode  pour  le  calcul,  en  observant  i|ue,  si  dans  le 
produit 

0'-^)ir-y  (v-i).... 

ou  change  après  le  développement  les  puissances 

r*.  r'.  >■'.  .»■’ r’  ' 

en 

» Vo  x„  .,  .v-o 
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on  aura  le  numérateur  <ie  l’expression  de  a-,  que  de  même  on  aura  relui 
de  l’expression  de  h en  faisant  le  même  changement  dans  le  produit 

t.r— attr  — yx.r  — 


et  ainsi  des  autres.  De  sorte  qu’avec  cette  condition  on  pourra  supposer 
d’ahord 

(a  — 3)la  — y («  — d)...’ 

I,  — i.»'—  «)!.>•  — y , 

— y (?  — (5)...’ 

I l’  — al  — P)  — lîl  - . . 

“ (ÿ"-  âT(ÿ~—  ? ) (Y-'ï  )77T  ’ 


S.  t>la  posé,  soit  |3  = a.  les  deux  premiers  ternies  aor“.  fcjS-'  de  l’ex 
pression  de  v^.  deviendront  infinis. 

Faisons,  pour  abréger. 


on  aura 


et  les  deux  termes 
deviendront 


i,-- yT(a --0— .- 

aa' -I- 


a-j3 


(£-_a)  (r-y)'r  - ■ y,  » , 

p—  X 


Faisons  maintenant 

j3  a “1“  &I, 

'»  étant  une  quantité  infiniment  petite,  on  aura 

a — 3 = — M,  P — a = f,l, 

(.»•— jî  )(.»■— y)'/— i y y-— y y—i)..., 

fip)=f<  a +«)=:/(  a) -4-  w -I- 
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Sulislituaril  ces  valeurs  dans  les  deux  leriues  dont  il  s'agit,  ellaçaiil  ee 
i)iii  se  détruit  et  faisant  ensuite  u =:  o,  un  aura  pour  résultat 

A Æ‘  ' * 

'r-'J -e  r-»  ’r-  /.'Lr-'» 

L'est  la  valeur  des  deux  premiers  fermes  de  l’expression  de  v^.  Et  le 
troisième  terme  cf  de  la  même  expression  deviendra  alors,  à cause  de 

i .r—  I ‘ > — ^ 
y — a;'  y — <5  . . . ' ' 

1,11  valeur  des  autres  ne  sera  sujette  à aucune  dillieulte. 

Si  outre  [-i  — a on  avait  encore  y — a.  ce  qui  est  le  cas  de  trois  racines 
égales,  alors /'’k  il<‘viendrait  inlini,  ainsi  que  la  valeur  du  truisièim- 
terme;  les  trois  premiers  termes  seraient  donc  inlitiis,  et  il  fauilrait  faire 
de  nouveau  y = « -t- 

Soit 


X — djix  — £J... 


on  aura 


r 1 /■  * 

fx)—'  —, 

x-f 


et,  dilférentiant  suivant  a. 


Doue,  faisant 
on  aura 


ilfix) I d f".  3 

(Ix  X — y dx 


y = a -H  (a. 


fix,=  -Cj‘J,  = . 

(fa 


f'.X'l 

X- y 


dx  -â' 


De  plus 

deviendra' 

et 

ileviendra 


->■-  '/  (.r-ô). .. 
aj  > ' — ij  . . ',1  >•— ô). . .. 

»-  — *)  .r  — y ' — ô i. . . 

(j  —x  ô)...— w(j-— ô) 
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. r>:ii 


Enfin  U-  Iroisii'nu*  tcrin*-  étant  représenté  par 


(J-—  xYly  — d).. 
(y  — ai* 


■ /'(y* 


ileviemira,  en  niellant  ot  + 'o  pour  y. 


X—  a)M.r -•  i)...  f, 

^/{a-l-oO,  i 


(,r  — ai'lr—  i) 


a ) -4-  f.> 


<//'(a)  r„>  (ffi  x) 


dx 


f/a’ 


Faisant  toutes  ces  subsliliilions,  eU'açaiiit  êé  ijui  se  délruil  et  raisanl  en- 
suite 'J  = O,  on  trouvera  pour  la  dé» trois  premiers  ternies  de 

la  i|iianlilé  f „Si  ;■ 


(r—i)..  ./’ia)  -I-  l.r—  all.r 


al*  .r  — ô|. . . 


L 'J’-Cj». 

X lia’ 


Si  l’on  avait  eneore  a,  en  sorte  que  les  quatre  raeines  a.  •/.  <î 
fussent  éjjales  entre  elles,  on  trouverait,  en  suivant  la  même  marelie, 
ipie  l«‘s  ipiaire  premiers  termes  de  rexpres,sion  de  y^,  savoir 


oa*-t- 1>|3'  ey*  -+-  di‘. 


. dont  ehaeuii  serait  intini,  pris  ensemble  se  réduiraient  :!  la  (|uanliié  sui 
vante 


(.>•—  Cl..  ./"(a)-l-  ij'-  — a|ij^—  e). 


<//'(«) 

"lia 


• r—  a ’,r  — c). 


i'ATjü’  ■ 

7 da’ 


-e  !>•—  ai’i.r—  t). . . 


a. 3 


d'f{a\ 

da?  ' 


iMi  fai.sani 


/'(a): 


(a-cHa-:)... 


etain.si  de  suite,  la  loi  de  la  projîression  étant  visible  d’elle-inènie. 
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<>33  SUK  L’EXPRESSION  DU  TERME  (iÉNERAL 

Pour  pouvoir  employer  ocs  expressions,  il  fHtidrH  développer  les  dif- 
férents produits 

<>■— yMr— ^)--->  (>*— 

(^—3)...,  (y— a)(y-— 3)...,  -y— d). . 

et  ainsi  de  suite  en  puissances  de  y,  et  clianiter  ensuite  dans  ces  puis- 
sances les  exposants  en  indices,  c’est-à-dire  changer 


en 


r‘>  • 

Vi,  .r„  .>• 


eu  conservant  les  coellicients  de  ces  puissances. 


3.  La  tlilUculté  (|ui  résulte  des  racines  égales  e.st  donc  résolue  triim- 
uiaiiière  générale:  mais  les  expressions  qu’on  vient  de  trouver  étant  don- 
nées en  fonction  de  toutes  les  racines  »,  y,...,  on  peut  dé.sirer  de  les 

avoir  en  fonction  de  la  seule  racine  «,  ce  (|ui  donnera  même  à nos  foi- 
mules  plus  de  .simplicité. 

Pour  cela,  nous  remarquerons  que,  puisque*»,  p,  y,.,,  sont  les  racines 
de  l’équation  (B),  on  aura 

h H-  B i-  ■+■  Cr’-h. . ■ -h  N.»-*  = N (y  — a ) (y  — 3)  (y  — yi 

Kn  faisanty  = a,  on  aura 

A -I-  Ba  -eC a' Na"  = o; 

retranchant  cette  quantité  du  premier  memhre  de  l'équation  précédent!’ 
et  divisant  ensuite  par  y — st,  on  aura 

Q -t-  B V -t-  Sy‘  -h  Ty*  -I-. . .-h  N»  = N y — 3) 'y  — ylly  — 3 . . ., 
en  faisant,  comme  dans  le  n“2  du  Mémoire  cité, 

0 = B -f- La I)  a’ , 

B * (j  -i-Da-e,.,, 

S =n-H..., 
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«aa 

Faisons  dans  l'équalion  prtk'édt‘nte_y=^p,  on  aura 

rflranrhant  rette  quantité  du  premier  membre  de  la  même  équation  et 
divisant  le  tout  parj  — jî,  on  aura 

g' 7 H'r-t- SV’ T>‘ + . . ■=  N(/— yji^— i). . 


en  faisant 

Q'=lt-(-S?-eT3’  + ..., 
R'=S-)-T3  + ..., 

S'  = T + . . . . 


Pareillement  on  trouvera 

Q'-e  U"/  ■+■  S"r*  + . . . = N(,)  — lî). . . 

en  faisant 

Q'V=  R'-t-SV  + TV’-*----* 

R '=S'4-T’y-*-.... 

S-  =r+.... 


et  ainsi  de  suite. 


i.  I®  Soit  maintenant  ,5  = a,  on  aura 

N (_V  — a)  (^  — y)  (r  — '5b  • ■ = 0 

— y 1 O*  — éj. . . = g’-e  RV  -e  S'_>*’  + . . . . 

Faisant  dans  Q',  R',  S',.. . ^ et  substituant  les  valeurs  de  Q.  R,. . . 
en  a,  on  trouve 


Q = C -*-ïUa^-  3Ea’^-...=  ^, 


R'=  I)  + aEa  +. . .= 
>IS 

■•••"  7/â’ 


(/R 

î?ï’ 


V. 


Ro 
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suit  L’EXPRESSION  llC  TERME  GÉNÉRAL 


i>3i 

Donc 


X-  y)(^— 


'/U 

da 


</R  (/S  , 

da-  ^ihi-' 


a"  Soit  y -(5  a.  on  aura  d'ahord 


N (_»•  — a)*l_r  — i |. . . = Q + R.)'  + Sr' 
dQ  </R 


’ da  da  '* 


N(.v—  *'  (r— 

\ (r  ^ Q"  -t-  R'.f  -t-  S*>  ■ 


,/S  , 

-y-  y’  -t-  . . 
(ta  ' 


Faisant  dans  Q",  R",  S",...  y — a,  cl  sultsliluant  les  valeurs  ci-dessus  de 
Q',  R',  S', . . . , on  trouve 


Ü=.I)-t-SEa 


I (/-y 
■>.  lia’  ' 


R = 


I rf>R 
a da'  ' 


S"  = 


i 

a da'  ’ 


De  sorte  qu'on  aura 
N(.r— il. 


I d'Q  I </‘lt  I (/'S  J 

a da’  a da'  a «fa’  * ■*"••  • 


et  ainsi  de  suite. 

Faisons  ces  suitstitniions  dans  les  l’ormules  trouvées  plus  haut  pour 
le  cas  des  racines  égales,  et  changeons,  euniine  nous  l’avons  prescrit, 
les  puissances  y”,  j‘,  y’,...  en.y,,  v,,  y,,...,  on  trouvera  ces  résullats 
l'ori  simples  : 

1°  Dans  le  cas  oii  a,  la  ipianlilé 


I «/[iD/, Itr, -t-Sv. -f- f a)l 

N ~ da 

pour  la  valeur  des  deux  ternies 

■«  ar'  -e  A P'  : 
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DES  SÉRIES  RÉCURRENTES. 
3"  Dans  le  cas  de  y = = a,  la  quantité 

± + • • -jfj  * '1 

ïN  ■ </a> 


pour  la  valeur  des  trois  termes 


et  ainsi  de  suite 


oar'  -f-  43*  -e  c-/‘; 


r>»5 


5.  En  considérant  ces  résultats,  il  est  clair  qu'un  eut  pu  les  trouver 
plus  simplement,  en  substituant  dans  l’expression  du  cuelTicienta,  à la 
place  de 

>V-.  — I |î  -e  y -+-  ô 4- . . . 4-  ( 3y  -4-  pd  + . . . — . . . , 

sa  valeur 

Q V,  4-  Rj*i  4-  S^*,  4-  . . . 

■ ^ - , 

et  considérant  cette  quantité  comme  une  fonction  de  or,  car,  en  la  dési- 
gnant par  F(a),  on  eût  eu.  de  même,  pour  le  coeirtcient  fr,  la  quantité 

J-,-,  — l a 4-  y 4-  d . .),n_,  4-  («y  4-  ad  4-. . — . . .=  F(P): 

de  sorte  que  l'on  eût  eu  pour  les  deux  termes  aar'  4-  6^'*  l’expression 

Îü^l/iîl  ^ üA)/(êl 

a-p  p-a  ’ 

laquelle  eùfdonné  sur-le-eliantp,  en  faisant  ^ = a 4-  u. 

</[F(a)/ia)l 

(/a 

On  eût  trouvé  de  la  même  manière,  pour  le  ras  de  trois  racines  é|{ales,  en 
faisant 


que  les  trois  premiers  termes 

(la* 4-  4 P* 4-  cy' 

Ho. 
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suK  i;f,xpkf.ssion  du  terme  <;énér\l 


<>;{(> 

iiiiniieiil  (lonn^ 

>/lU(»  /'(»  1 

<lx E(  a)f'(x)  ^ I' 

a - y » — /)*  (/—«'■ 

I f qui,  fil  t'aisaiil  -/  — x-t-  ta,  se  rfilail  à 

i ^^'[F|g)/'  a)| 

K tlx‘ 

r.’fsl  aussi  (le  eelle  niaiiibre  que  je  lu'y  élais  pris  iralioril  pour  l■ésou^ll•f 
If  cas  des  raeines  égales;  mais,  quoiqu'elle  eoiuluise  à des  résullals 
fxaeLs,  il  me  semble  qu'on  ne  peut  pas  l'adopter  sans  préeaution;  ear  il 
est  remarquable  que  la  quantité  qu'on  y prend  pour  une  simple  foiietioii 
de  « funtient  toutes  les  autres  raeines  ,'5,  7,...  sansa;  que,  de  même, 
eelle  (ju'on  y prendrait  pour  une  Ibnetion  de  ^ contiendrait  les  autres 
raeines  sans  et  ainsi  du  suite;  ee  qui  doit  au  moins  laisser  quelque 
doute  sur  la  bonté  de  cette  méthode;  mais  d'après  eelle  que  nous  avons 
suivie,  il  n'eit  doit  rester  aueun  sur  l’exaetitude  de  nos  résultats. 

6.  .Mais  eus  résultats  n'ont  pas  encore  toute  la  simplicité  dont  ils  sont 
susceptibles;  ear  les  i|uantilés  que  nous  avons  désignées  pary'(a), 
dépendent  à la  Ibis  des  dill'érentes  raeines  *,  7,  5,...,  et  il  faut  les  ré- 
duire à n'étre  ipie  des  fonetions  de  la  seule  raeine  a. 

Pour  cela  je  lais,  comme  dans  le  n“  2 du  .Mémoire  déjà  cité,- 

!•  = A -t-  Ba  -I-  Ca’  + Kg*  Na”; 

je  change  pour  un  moment  a en^y;  j'aurai 

l'=  O 

(loiir  l'équation  {.\)  du  n“  I ei-dessus,  dont  les  raeines  sont  a,  j'i,  7, . . . . 
De  .sorte  que,  par  la  nature  des  é(|uations,  j'aurai 

y-a  .>•-?  y-y)..., 

équation  identique. 
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DolU’  : 

t"  Kii  «iill'cmiiiaiit  et  faisant  ensuite/^:  «,  ou  aura 

,/(> 


a"  Si  « = |î,  on  a 


Soit 

■ III  aura 


I'  3) 

I'  = i_r-  a)>  !•'; 


(loue,  lüiréreiiliaiit  et  faisant  ensuite  _y'=--=  a. 


un  aura 


</l’  ■/■!>  „ i/M’ 


î. . î 


i/l" 


_ ■ <I‘V 

</a*  ~ <h‘ 


et  ainsi  lie  suite.  D'où  l'on  tire 

1 <J^  _ I ./‘t* 

» »/«’  ’ (/*  a. 3 f/a’ ' l/a'  3.4  '/a'  ’ ' 


1“  Si  a = — ■/,  on  a 


Soit 


P— -,Nie  a * I'— ÔK.)' — s'- • • • 
* 1''==  N ij-— O 


on  aura 


l’  = 0--  al’ P . 


Diirérentiant  et  faisant  eiisniie  v-  «,  on  aura 


</P  f/'l’  >/*l‘ 


</‘P_  ,1^  i/j- 

f/a'  ' l/a  ’ l/a* 


i/K 

i/a’ 


il'oii  l'on  lire 
n •__!  'ü.'  _ ' 

J..3  l/a'’  l/a  1.3. 4 i/a' ’ i7a-  ~ 3. 4 i/a' ’ i/a’  ~ î-'i.lii/a'' 
et  ainsi  île  suite. 
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(i:W  SUR  I.  EXPIIF.SSION  l)i:  TERME  GÉNÉRAI. 

On  aura  <lonr  par  res  suhsliliitioiis,  en  supposant  qu’on  ait  mis  « à la 
plaep  (ie_v  dans  P , P" 

\ y ^ ■ 

^ “ pr  * * ï — ' p>'  ’ 

et  ainsi  de  suite  (2).  Dune  enlin.  suinitituant  ees  valeurs  dans  les  for- 
innles  du  n"  3,  on  trouvera  : 

i“  Que,  lorsque  v les  deux  ternies 

» 

«a'  -t-  fc,3' 

de  l’expression  du  terme  (jénéral  v^.  se  réduiront  à eette  expression  ■ 


Q r--*-  ür*  \ 

I’  : ' / 

V»  ~ 


en  faisant 


p, I rf’P  rfP'  I f/'P 

"*  7.  dx'  ' da  7 . ’i  dx" 


a“  0i'®>  lorsque  * = y,  les  trois  termes 

nx’  4-  cy* 


se  réduiront  à 


Qr,  a-R,n-*-Sj-.  O-...  , 

P'  ^ * 

fia' 


) . 


en  faisant 


, _ _I_  '/P  _ _î_  'f‘P  r/'P^ 

a. 3 dx*  ’ dx  a. 3. 4 dx*  ’ dx  3.  j.5  //a*  ’ 


3“  Que.  lorsque  * = jî  = y 5.  les  quatre  termes 
aa'  a-  A3'  + c/'  •+■  di’ 


se  réduiront  à 
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<■11  l'uisunl 


1^  r/M;  </P  1 r/'P  (/•!*"  I </'P 

‘ “ * . 3 . 4 <;*•  ’ 'rfa  ’ i . 3T{  . I rfâ‘  ’ </a‘  ~ 3 . 4"  5 . (i  </»•  ‘ 

r/’P"  I f/’P 

</a’  4-5-<».7  </a 

et  üiiisi  <le  üuite. 


7.  Os  Ibrimilos  sont  un  peu  «liderenles  He  relies  <]ue  j'avais  diiuiu'es 
sans  d<'muns(ralioii  dans  le  M<-inoire  eilé  pour  li-  ras  <le  r<>jfidile  <les 
rai'ines. 

Je  m’étais  apen.'u  de  leur  inexaetitude  après  l'impression  du  Meinoir)-; 
mais  entrainé  par  il'aulri's  objets,  j'avais  toujours  dill'éré-  à n-vvnir  sur 
eelui-ei  que  je  reffardais  eoiuiin-  moins  important;  et  j’ai  <-t<'  pn'Vi'nu  à 
eet  éftard  par  un  Meinbri'  de  la  Soriélc'  Italienne,  Jean  Fran<;ois  Malfatli. 
i|ui  a donné  sur  ee  sujet  un  savant  Mémoire  dans  le  tome  III  du  Htniei/ 
<le  rette  Soeiété.  (bmme  l'analyse  de  eet  Auteur  est  fort  lonj;ue  et  ron- 
duit  à des  résultats  un  peu  eoinpli(|ués,  j'ai  ern  ilevoir  rliereber  à résou- 
dre celte  qu<-stiou  d'une  manière  plus  directe  et  plus  conforme  à |a  sim- 
plicité de  la  métinxie  générale  exposée  dans  mon  Mémoire  de  1770: 
c’est  ce  i|ui  a occasionné  l<*s  leclu'rches  préct-dentes  ; mais,  ipioi<|ui‘  b-s 
formules  auxquelles  je  suis  parvenu  ne  paraiss<'nt  rien  laisser  a désirer 
pour  la  simplicité  et  la  généralité,  néanmoins,  comme  c<-s  formules  sont 
ililférentes  pour  les  différents  cas  de  l’égalile  de  deux  racines,  île  trois. 

lie  quatre on  pourrait  di’siri'r  encore  une  formule  qui  renfermât  tons 

ces  cas;  cl  voici  celle  que  j'ai  truuvi'»e,  et  que  je  pri'*si-nte  aux  Géomètres 
en  les  invitant  à la  démontrer  directement. 

Kn  conservant  les  valeurs  de  I’,  Q,  1$,...  des  n‘"  3 et  6,  savoir,  en 
faisant 

P = A B a -s- 1;  a’  D *■  -<-  E a'  , 
y=  B -+-  Ca  + t)a'-<-  Ea‘  . .. 

R = 0 -c  Da-e  Ea'-<-..., 
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suit  i;e\pkessu)N  i»u  tekme  génék\l 

je  laiü,  pour  abrégiT, 

t ~t-  U_>'i  -f*  S_>  ï 1 + . . • } ac^  ~ t"  a » 

V'iv.)  liéiioUiit,  l'oinme  l'on  voit,  une  fonction  donnée  de  a. 
Je  eon.sidère  eni^uile  la  formule 

,,  <IV(x)  '.>*  K( a I 

r 2 -K*  fl»  "'  ■ -4-  — 3 — ; — -4- . . . 

- ’J* 

ilx  a </a'  a.3  </a’  ' 


et,  après  l’avoir  développée  en  série  suivant  les  puissances  ascemlanles 
de  U,  je  ne  retiens  que  les  ternies  où  la  quantité  <a  ne  se  trouve  point,  en 
rejetant  ceux  qui  se  trouveront  divisés  on  multipliés  par  des  puissances 
de  je  dis  que  ecs  termes  seront  ceux  de  l’expression  du  terme  gé- 
néral y^,  qui  proviendront  de  la  racine  a,  soit  (jue  cette  racine  soit  une 

racine  simple,  ou  double,  ou  triple 

Ainsi,  si  a est  une  racine  simple,  on  aura  tout  de  suite 

K.  a 
itV 
rfa 

pour  le  terme  dii  à cette  racine. 

Si  a est  une  racine  double,  alors  t-  ' ' et  la  formule  se  réduira  à 

oa 


K(a, 


</Fia) 

</a 


1 da‘  *.3  rfa‘ 


(/Fa  , I (/>!’ 

F ( a ) (/a  * ï . 3 i/a‘ 

fjt  I r/‘P  .1  (/‘I’  ,’  

a (/a’  2 (/a*  \a  (/a-  / 


Donc  les  termes  dus  k la  racine  double  a seront 


ou  bien  (6) 


(/a 

Trf-1»' 

2 (/a’ 


I rfM> 
a. 3 (/a’ 


J_  ‘f Fia)  (/!’' 

f (/a  Ihî 
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roitiinc  011  l'a  li-ouvf  ilaiis  le  iiuiiu'tu  i-ilo. 
Si  « l'sl  uni-  raciiio  alors  on  aura 


(/I*  »/•  I' 

Æ - "•  T:0  - 


Cf  i|tii  rcdiiira  la  toriiiuif  à ccllf-ci 


h ( 5C  ) -^  'n 


fiv  g) 


fil*  l</*P  w (/*P 

51.3  v/a’  ^ 4 


il’  El  a 
a da- 
i/  ‘ P 

■ 4.5  7ii' 


6^1 


Faisant  Ir  <lfvelu|)|)f ment  suivant  les  mctlimlcs  ordinaires,  on  iron- 
vera  (jiie  les  ternies  indé|iendants  de  w .seront  les  inênies  (|ue  ceux  (|iii 
résultent  des  forniules  données  ci-dessus  |)our  le  cas  de  trois  racines 
éf>ales:  et  ain.si  de  suite. 


tti 
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LES  SPHÉROÏDES  ELLIPTIOLES. 


(iVw/irflWJ-  ytt*nHurr.\  tte  t* .icatiémie  moitié  tte>  Stitturs  rt  firltcs-Leilrcs 
de  fierlifty  anoêt*:»  179J  et  179!.) 


J’pijli'iuls  \y*r  sphéiwdes  dtipliqucs  ceux  tloiil  loutes  les  sections  suiil 
des  ellipses,  et  dont  ré<|U!ition  géiléciile,  réduite  à l:i  forme  la  plus  sim-  . 
pie,  est 


J'ai  donné  dans  le  volume  de  l'aunee  177^  un  Mémoire  sur  raltractioii 
de  ces  sortes  île  sphéroïdes  ' , . Je  me  propose  dans  celui-ci  de  présenter 
aux  Géomètres  (|uelt|ues  formules  générales,  qui  pourront  être  utiles 
pour  la  solution  de  dill’érentes  questions  relatives  k ces  mêmes  sphé- 
roïdes. 


1.  Supposons 

î : rcosiè,  .)■  — rsiiiii»  sili»,  .r /•siii  J»  C0S9  ; 

/■.sera  le  rajoii  partant  du  centre  qui  est  l'origine  des  trois  coorduniiées 


(*)  OEuvm,  fit  1.  111,  p.  6iy. 


% 
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ti'di 

■r,  V.  z;  ^ s».Ta  l'aiiglt^  lail  par  ce  rayon  avec  runc  des  ordoiinér»  a,  el  7 
sera  l'angle  (|ue  la  projcclion  du  même  rayon  sur  le  plan  des  euordon- 
nei's  .r  et  V l'ail  avec  l’une  des  ordonnées  x.  Kn  suhslituanl  res  valeurs 
ilans  réi|ualiuii  du  sphéroïde,  un  en  tirera 

I _ ros‘5  sin'-|>  sin'9  oos'iji.  # 

r*  fl’  A’  c’  ’ 

el  de  la  on  aura  les  valeurs  de  x,  y,  z en  4 el 

2.  Désignons  par  M la  masse  totale  ou  plutôt  le  voinnie  du  sphéroïde; 
on  aura,  roinme  l'on  sait. 


(/\l  — r’rfr.sin  rf'|  rfc,  ; 

el  pour  avoir  la  valeur  de  .M  il  l'audra  intégrer  d’ahoril  depuis  r =:  o jus- 
qu'il /■  égal  au  rayon  du  sphéroïde,  r'esl-à-dire  en  doiinanl  à r la  valeur 
trouvée  ri-dessus:  on  intégrera  ensuite  depuis  = o jusqu’à  ’i  = 1 Ko", 
el  enliii  depuis  0 = 0 jusqu'à  5 = '3(jo“. 

Iiilégrailt  d'ahord  suivant  la  variable  r,  on  aura 

-/M  =.  sii^rf'l/i/y 

oii  il  faudra  substituer  pour  rsa  valeur  en  ^ el  tj,. 

Soit  pour  plus  de  simplirilé 

fl  , /i  = - , r = ‘ • 

V » V t 

011  aura 

^ I 

r=  ( * sin’'|/  eos’ç  -e  ^ siii''^  sin’o  -+-  •/  ros‘.j,|  ^ 

Supposons  de  plus 

Il  — asin’'|ros’î,  ^siiU'^i  sin’&  yros’ij/, 
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Iil7 


,/jl  — sin'|<</'j<rfo 
3 U’’ 

3.  CoiisidtTuns  inainlenanl  les  ruriiuilps 

x’rAI,  a’dIM,  x'rf.M rQ-=</M, 


en  sulislituani  pour  a;,  v,  s leurs  valeiir.s  rsin'jM'osf . rsiniisinp,  / cos  i. 
el  pour  r/.M  l’éléiiieiil  inlégratil  ensuite  siiivanl  r,  el  fai- 
sant r = , on  aura  après  eelte  première  inté|;ralion 

VR 


x-./.M  = 


sin’i}'  ros‘q>.sim|(rfij/rf^ 


5R’ 


, siii’<ïi  sin'9.slniji(/i{<(/9 

5u‘ 

_ ros’^<.siinj<(/4<</y 
511* 

slii*4iPos‘9.sin<|i</’|</y 

-R* 


xQ  '</M  : 


sin''^  ros’4  siii’a.siniJ/(/'4ir/9 
'R’ 


Si  maintenant  on  eompare  ees  ilillèrentes  expressions  à eelle  île  i/M 
trouvée  ei-<les.sus,  il  est  fae.ile  île  voir  i|u‘elles  peuvent  toutes  se  ileiluire 
lie  eelle-ci  par  la  simple  variation  îles  eonstanles  «.  7.  .\insi,  ilénolant 
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t;i8 

p:if  3 les  relatives  à ces  (jiianlilés,  <n>  aura 

sin’if/’itfo 
. 3 K* 

, a i'/M 

> »r/M  = - 5 - > - 
5 0^ 

Z*ë/M  -r  — •=  -H-  » 

5 oy 
...  a a 

.t  ’ r/M  = » 

5 7 oflt* 

/ 

...  2 2 6*?/M 

5-^ 

• .....  ....| 

et,  en  ({éiiéral, 

}■»  =.  rtr  î •-•--••( m T n • l)  j — , -—^1  ; 

579  da“o^"o/ 

la(|iiantitê  : « h- n -t- inili(|ue  lu  nombre  des  laeleiirs  • • • (ju’il  fanl 

prendre,  et  le  signe  supérieur  doit  avoir  lieu  lorsque  en  nomlire  seia 
pair,  l'inférieur  lorsqu'il  s«>ra  impair. 

Pour  avoir  les  valeurs  totales  de  ees  dilférentes  formules,  il  ne  faudra 
pins  que  les  intégrer  relativement  à et  f,  et,  eomme  les  variations 
de  a,  |5,  7 sont  iinlépelidanles  des  variations  de  et  f,  il  est  flair  que 
les  intégrations  dont  il  s'agit  le  seront  aussi.  Dénotant  donc  ees  intégra- 
tions totales  par  le  signe  j , un  aura  d'abord 

M — 

J 3R’ 

et  ensuite 

f J-"»  = -.«.*•/)  ~ • 

J ■ > : !»  ■30-33*0-/' 
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Ainsi,  lui^iin'oii  iiura  trnuvü  la  valeur  de  la  masse  M en  l’onelioii  de  9, 
(i,  y,  on  pourra,  par  de  simples  dilierentialions  relatives  à ees  eonsianles, 

trouver  les  valeurs  des  intégrales  de  .c’f/M,  v’c/.M et  généralement 

de  .r""  pour  toute  la  mas.se  du  sphéroïde. 

A l’égard  des  qiiantili's  où  i/M  .serait  multiplié  par  des  piiissanees  im- 
paires de  X,  y.  î.  il  est  faeile  de  voir  (|ue  leur  intégrale  totale  serait  tou- 
jours nulle,  les  mêmes  éléments  se  trouvant  av(»e  des  signes  eoutraires 
et  se  détruisant  par  eon.séquent  réri|)roquement. 

4.  Cherelions  done  la  valeur  de  .M.  Soit  eos'^  — h;  on  aura 


</M  : — : 


[a  ros’ç  -e  jîsin’9  -1-  (y  — a ros'9  — ^ sin’9  u-]’ 


dont  l'intégrale  relative  il  « est  (en  prenant  une  constante  i) 

_ I nrfo  _ 

^ ( a cos’9  -I-  J3  siii’9)  V [a  ros’9  -i-  ^ sin‘9  -e  (y  — a cos’9  — j3i  siii’ç  «'] 

tiomme  cette  intégrale  doit  commencer  à ij/ = o et  linir  à •(>  = 180",  il 
faudra  qu’elle  soit  nulle  lorsque  « = 1 , et  complète  lorSque  « = — 1 . 
Donc  on  aura  d’ahord 

k : 

3(a cos’9  ^ siii’ylv)' 

et  l’intégrale  complète  sera 


^ - — — - — ■ 

^ aros’9 -I- |3sin‘<piv'y 

laquelle  devra  encore  être  intégrée  depuis  y = o jusqu'à  ^ = Atio".  Di- 
visant le  haut  et  le  lias  de  la  fraction  par  «cos'y,  et  oli.servant  que 

=t/tang9,  cette  dillérenticlle  deviendra  |^en  faisant  /= 


3 va?ÿt'  -t-  t'J 
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7 aretaiigf 

3 


Lorsque  j o ou  a / rr  o,  et  lorsque  ^ ^60"  ou  :i  de  nouveau  / = o; 

done  aretangt  est  dans  le  uremier  cas  1=0  el  dans  le  second  = ’itjo''. 


Doue  la  valeur  cnmidèle  de  cette  dernière  intéjtrale  sera  ^ Doiir 

eniin  t)it  aura 

M - - ■ 

^ V»r'/ 


5.  Cette  quantité  dillerenliée  siieeessiveinenl  donnera 


ÔM  _ 

1 w 

o'M  _ 

1 M 

ÔM  _ 

1 M 

ix  ~ 

SI  9C 

0? 

» y 

ôy 

’ y’ 

d>\l 

1 ^ M 

O'M  _ 

1 

1 31 

SI  SI  ïX* 

ÔXÔ3 

7t 

5 

el  ainsi  île  suite.  De  sorte  qu'on  aura,  en  général. 


■îa*  ô|i"8y' 


[ I .î  5 

[ h O.  •> 


...  H 5 
(/»)  - - -• 


. un 


I 3 a 

7.  7.  :• 


/) 


^1 


le  signe  supérieur  a lieu  lorsque  m-k-  n -+-/est  pair,  rinlerieur  lorsque 
ce  noinhre  est  impair,  et  les  (|uantités  (m,.  n),  (/  dénotent  le  nomlire 
I 'i  5 

des  l'arteui's-i  -1  qu’il  faut  nuilliplier  ensemlile. 

Donc  enfin,  faisant  cette  suhstitntion  dans  la  formule  intégrale  du  n“  3 
el  remettant  pour  «.  /i.  y leurs  valeurs  ^-1  on  aura,  en  général, 
celte  formule  trè.s-remarqualile 


ml]  ji  .3.^.  .in)]],  3.5.  /J 
I). . .(m  /I  -4-  f) 


ntl  M = I 36o*’  X a/w. 
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G.  De  ce  que 

I •—  O,  Ç xzilM  = i>,  ( yzilW  — <•, 


il  s'ensuil  que  les  axes  des  coordonnées  r,y,  z sont  les  trois  axes  prin- 
cipaux du  splicroide.  Les  luoniciits  d'inertie  autour  de  ces  axes,  iloni  la 
déteruiinalion  est  néi-e.s.saire  pour  le  calcul  de*la  rotation,  seront  doue 
pxpiiuiés  par  les  rorniules 

Ç {y' i' )d\\,  J’{x' -h y’'<IM, 

dont  les  valcui's  sont  par  la  formule  generale 

Mfrt’-i-c>)  M(n’-+-6=) 

— ' —5 — rr“- 

Dans  la  Théorie  de  la  libration  de  la  Lune  \ .\[émm'rvs  de  17S0  T)], 
ou  a fait 


et  regardant  e et  * comme  des  quantités  très-petites  vi.s-a-vis  de  l'uiiilé, 
ce  qui  sulllsait  alors  pour  mon  objet,  un  a trouvé  pour  les  moments  dont 
il  s'agit  les  ({uantités 


5>1  , 

-TT  I'  • 


jM 


c'(i 


• e). 


îM 

-TT-  cV  I -I-  e -I-  / 
5 


M étant  = ^ 3(Jo"xc’  (1  j.  En  comparant  ces  valeurs  avec  les  pré- 

cédentes, il  est  aisé  d’en  conclure  (|u’on  peut  rendre  les  formules  de  la 
Théorie  citée  rigoureil.ses,  en  prenant  d'abord  pour  .M  sa  vraie  valeur 

I Tüo“  X abc,  et  faisant  ensuite  * 

— c*  . ft’  — f* 

ac'  ’ JC' 


I ( * ) OHmrrt  lie  leigrmige,  t.  V,  p.  i . 


82. 
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Au  re.slo  les  <|uaiitités  que  nous  dési$;tioiis  ici  par  a,  b,  c,  ,M  le  sont  dans 
l'eiidroil  cité  par /,  g,  h,  ni. 

7.  I)n  sait  i|ue  rallractiun  du  sphéroïde  sur  un  [loint  qiielronqiiedont 
la  position  dans  l’espace  serait  déterminée  par  les  coordonnées g,  b 
rapportées  aux  mêmes  axes  (|uc  les  coordonnées  jr,  y,  z dépend  de  la 
t'ormule 

r </M 


que  j’appelle  V.  l’intégration  étant  rapportée  il  toute  la  masse  du  sphé- 
roïde. (’,ar,  si  dans  la  quantité  V regardée  cuiiime  ronction  dey,  g,  h on 

, ...  ...  </V  «A  d\ 

lait  varier  separeuieiil  ces  dernières  quantités,  on  aura  -jj.<  -j-t  pour 

les  allracliuns  totales  parallèlement  aux  axes  des  coordonnées /,  g,  h. 
Kl  si  l’on  change  ces  coordonnées  en  un  rajon  vecteur  a avec  deux  an- 
gles ).  et  ;i,  tels  que 

A — ocos).,  g psiii).  siii  U,  y — P siii).  cosu. 


ou  aura  iioiir  I attraction  suivant  le  ravoii  a,  et  - ~ t - . . -r  nour 

«P  ' • • P «/.  pSIIIA  o,u  ' 

les  deux  attractions  perpendiculaires  au  rajoii.  Tune  dans  le  plan  qui 
passe  par  l’axe  des  ordonnées  /i,  et  l’autre  perpendiculaire  à ce  plan. 

I.a  recherche  de  rallractiun  du  sphéroide  dépend  donc  sinipicnieni 
de  la  délenninalion  de  la  i|uanlilé  V en  ronction  de  n,  b,  c.f,  g,  h.  Dans 
le  .I/c>wwVie  déjà  cité  sur  l'atiniction  des  s/ihrmiilrs.  l'iù  résolu  la  (|ueslion 
pour  le  ca,s  où  le  point  attiré  est  dans  l’intérieur  ou  à la  surface;  et  dans 
une  .Addition  à ce  Alénioire.  imprimée  dans  le  volume  de  l’année  177Î, 
je  l'ai  résolue  aussi  pour  le  cas  ou  le  point  attiré  est  sur  le  prolongeineiil 
d’un  des  trois  axes,  [.es  autres  cas  ont  été  ré.solus  d'ahord  par  Legendre 
pour  les  seuls  sphéroïdes  de  révolution,  ensuite  par  Laplace  et  Legendre 
pour  des  sphéroïdes  (|uelconques.  On  ne  peut  regarder  leurs  solutions 
que  comme  des  chefs-d’œuvre  d’analv.se,  mais  on  |ieul  désirer  encore 
une  solution  plus  directe  cl  jilus  simple;  et  les  progrès  naturels  de  l’.Ana- 


</\ 
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Iv.sc  (lunni'nt  lieu  de  respérer.  En  attendant,  voici  l’usage  qu’on  pour- 
rait faire  des  formules  précédentes  dans  cette  reelierche. 

K.  Si  l’on  réduit  le  radical 

I 

\ v/—  — — il* 

i-n  série  aseeixlanle  relativeineni  aux  quantités  v,  s,  la  i|uanliie  V se 
trouvera  composée  de  termes  de  la  forme  i j" , dont  on 

aurais  valeur  par  la  formule  du  n“  5.  le  coellieient  à ne  dépendant  (|ue 
•les  (luantités/,  g,  h. 

Si  le  point  attiré  est  assez  éloigné  relativement  aux  dimeiisiotis  du 
sphéroïde,  ce  qui  est  le  cas  des  corps  célestes,  celle  réduction  eu  série 
sera  toujours  assez  exacte,  et  il  sullira  de  ne  tenir  compte  que  des  pia-- 
miers  termes,  comme  dans  les  Prohlèmes  de  la  précession  des  équinoxes, 
•le  la  liliration  de  la  Lune  ou  des  autres  Planèl<‘s. 

En  suhsiituant  p cos/.,  psin).  sin;x,  p.sinXcosu.à  la  place  •le  /•.  g,  f 
(7 ),  on  pourra  réduire  le  radical  dont  il  s’agit  en  une  série  de  la  forme 

P P*  P’ 

h‘s  (|uanlités  (i),  (a),  (3j,...  étant  îles  fonctions  homogènes  de  j-,  v,  ; 
ih‘s  dimensions  i,  a,  'f,....  .\insi,  en  multipliant  par  r/.M  et  intégrani, 
on  aura 


Mais,  par  ce  <|ue  nous  avons  ohsiTvé  plus  haut  (3),  il  est  clair  <|Ue  les  va^ 
leurs  de 

seront  milles;  i|ue,  de  plus,  dans  lesvaleursde 
/\a)r/M,  J {4!./M 
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les  «jiiMtitilés  |inivon:iii(  d(‘S  leriiies  de  ( aj.  <|ui  coiilieiidraieiil  des 

piiissMiiees  iiii|t:Hres  de  j-,  v.  : seroiil  nulles  aussi.  D’où  il  s’eiisilil  i|iie 
l’on  aura  siiiijdeiiienl 

\ H-  ^ y — ^ . -e . . . . 

ç |S’  p'  p’ 

les  (juaiitités  ' a f 'i  i.. . . élani  de  la  forme 
(a  — Vx' -t- B v’ •»- Ts', 

(4)  — \'.t‘  4-  B iv.r’  V’  + E'x‘3'  -i-  F'  i 'i’, 

(l>:  = A'x‘  B"f‘  -+•  C';'  • I)  x‘i'"  -i-  E'x‘z* 

-t  F x'i  * -t-  (i"x=r‘  -t-  IF')  ':'  + l'r’î*  -e  K"x- ) 

el  ainsi  de  suite 

Les  eoeilieieiils  A,  B,  C.  A’,  U',...  seront  des  foiielions  des  aiii^les  À 
<‘l  u.i|u’oii  déterminera  laeilemeiit  par  dillerenls  movens. 

Ap|dii|uani  doue  à ces  quaiilités  la  formule  jténéralo  du  u"  5 ci-des- 
sus, ou  aura  sur-le-cliamp 


(a)</M  = -^  ( \fl"  -4  Bé>  -4  (>> 


rtl 

(4)  '/M  ~ . 3 Vfl‘  3 B'A*  -4  3 Ce*  -4  It'a’A'  -4  E'a'c’  -4  F'fr'c'  . 


f 3. 5 A"n-  -4  3.5  B'  6‘  -4  3. 5<;'c‘  -4  3 Ü'  n‘A'-4  3 E'  «‘c‘ 

-4  3 F'  -4  3 ti'n'c'  -4  3 H'7i'c’  -4  31'  A’c*  -4  K'/i'f/’c’): 


el  ainsi  de  suite. 


y.  J’observe  maiiileiianl  qu’il  y a nécessairement  entre  les  dilfereuls 
coefficients  B,  C,...  des  relations  indépeudauti‘s  des  angles  ).  el  u. 
dont  ils  sont  fonctions,  et  qui  viennent  de  ce  que  la  série 


P P’  P’ 
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ivsulti'  ilii  ilt‘vel(i[tpi'mt'i)t  lit*  b l'riiction  Iri’alionncllc 


> (/ - ji'  + - ,r  )■  -H  J — Z • 

<laiis  laqiK'lle  f,  j’,  h sont  doiiiu'cs  on  p.  À,  u miiiiôro  |iiti  i-(Ii'|iI  On 
sait  i|ii'(>n  nuniinant  ri'tte  rravtion  n.  elle  satisfait  à ri'‘i|uation 

(/•'«  tpH  d'u 
dx-  *'  dr‘ 

<|ncllos  i|iie  .soient  les  valeui's  de/,  g,  h,  eoinine  on  petit  sVn  assurer  par 
la  illUerentiation.  Dune,  snlistitnant  à la  place  ilc  u la  série  dont  il  s'agit, 
il  faudra  i|n'on  ait  autant  li’éqnations  seinhialiles  pour  eliaenne  des  i|iian- 
tités  ti).  fa).  ' J,' e’est-à-dire 


d‘[i  d‘  it  (/'(Il  _ d‘  ji  i/'(  *l  »/'  s)  ^ 
dx'  ^ djr'  ^ dz'  ~ "■  dx'  dr'  ^ dz'  ~~ 


et,  eoninie  ees  é(|iiations  doivent  être  indepeiiilantes  d'aiieuue  relation 
filtre  X,  y,  Z,  il  faudra  égalera  zéro  les  ternies  <|ui  après  la  dilférenlia- 
tion  resteront  alfeetés  îles  ménii's  produits  de  ees  varialiles. 

.Ainsi  rér|iiation 

d'i  •>.  #/*  a ] i/-',  a . 

dx'  dr'  -dz'  ~ " 

donnera  l’équation 

V - 11  , t:  = O. 


l.'ei|ualion 


i/‘{4  </'  4i  (/-I4 

UI--  " dÿ‘~  Ær 


«ionnera  trois  équations 

4 . 3 \ ' -t-  a 0'  -4-  3 = n. 

4 . 3 lï‘  3 |V  3 E'  «I, 
4.3t:'  + 3E  O. 

l/é(|uatioii 

f/*  Hj  t>  . 

~dx''  '*■  dy''  ~dz^  ~ 
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■iiiniii-i’ii  CCS  six  i'‘(|uations 

(i . 5 A”  -t-  a D"  f 51  E'  o,  4 • ^ **  4 . 3 K'  ~ î h — u. 

(i.5B"  O,  4.3E"-t-4.3C.’'-*-?  k"  o. 

<i.  5 (/  'I-  ?.  0"  ■*■  -y  O,  4*3 11"-^-  4*31*  4-  51  K"  - ii; 

i‘l  iiiiisi  (les  iiiili'cs. 

|)onr  : 

i"  Oïl  aura  k — — H — C;  ('(‘lie  valeur,  siilislituée  tlaiis  re\|iressi(iii 
(le  donnera 

</M  = [H  4’  — a‘  C r' — n'i], 

2"  On  aura 

2.3  A- - tV- E',  2.311  -ir-r,  2.3i;'--E-F: 

ees  valeurs,  subsliluées  dans  l’expression  de  ^ . 4 )(/.'!.  la  réduirnul  à 
celle  forme 

^(4  ) </.M  — ^ j ^ [ — D'i  4’  — a’  j’  — E'(c‘  — a‘  ’ ~ F'(  e'  — 4'}* j. 

'4®  On  aura  d’aliord 

3.5  A'=-l»' - E",  3.5B"  - F-H".  3.50'  -G'-I; 

ensuite,  tirant  des  trois  dernières  conditions  les  valeurs  de  K",  G",  K", 
on  aura 

K'^--2.3H'-2.3I",  I”-E',  F ll'4- r- I»  ; 

et  par  consé(|uent 

S.SB'^i -ait"- 1-4.  I)  , 3.5C"  = - ir-  al"-  E". 

Les  coelficients  .V",  B",  C”,  F",  G",  K"  sont  donc  donnés  en  U',  K". 
H",  r,  et.  ees  .substitutions  étant  faites  dans  l’expression  de  Ç 0»)  rf.M. 
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|(6)</M=  j-  ^ -[D'i /;>-«=  >4-  E-Cc* -«>!•-  ll'lc’— A'j* 


et  ainsi  de  suite. 


10.  Cuiiime 


-HIT  b’—  «=)  (c>—  A’;*4-  r,f’-  A' 3 IT  c‘-  a’  ) (e>-  h’  >]; 


A’  = c‘  — ( h‘  — «'  I, 


il  est  visible  (|iir  les  valeurs  de  J'(  'H  '/•'I* • • • trouvent  ex-- 

|iriiuées  par  .\l  luultipliée  par  des  i'üiirtious  de  h‘  — a*  et  c’  — a‘.  Si  l'oii 
pouvait  tirer  de  riuduetioii  préeédcute  une  eunelusion  générale,  il  s’en- 
suivrait i|ue  la  (juantité  V'  du  n"  7 ei-dessns  pourrait  toujours  s'expriuier 
par  ,M  multipliée  par  une  funetiuu  de  i’  — a®  et  de  c‘  — a’;  que  par  eoii- 

sequeut,  il  eause  de  .M  = ^ 3(i<>"  x a//c  (5).  ou  aurait,  eu  général,  rela- 
liveiueul  aux  quantités  a,  //,  c qui  entrent  dans  la  valeur  de  V, 

\ abc  ( A'  — c*  — ; 

la  earaeteristique  F dénotant  une  l’onction  des  deux  quantités  renfer- 
niées  entre  les  eroehels  et  séparées  par  une  virgule. 

Supposons  i|u’en  mettant  a’  -t-  e,  6*  -t  e,  c’  -t  e à la  place  de  a’,  A*,  c* 
dans  la  <)uantité  V,  elle  devienne  V",  e étant  une  quantité  arbitraire,  un 
aura  doue  pareillement 

\ ' = y i,«‘ 4- e I (A*  ■(  e (c’-(-e)K^A’ — a’,  c'  — a’;; 


V-v/'(- J)  (-?)(-?)■ 


.Viiisi,  si  l’on  peut  trouver  la  valeur  de  V’  pour  une  valeur  quelconque 
de  e,  on  en  tirera  celle  de  V. 

11.  Pour  ap|diquer  à cette  rceberelie  les  rurniules  données  dans  le 
■Mémoire  cité  de  1773,  et  pour  rendre  les  dénominations  employées  dans 
ces  formules  eonfornies  à eel  es  des  formules  précédentes,  nous  ebange- 
V.  83 
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nuis  dans  cfllos-lh  k pn  c’,  m pn  - < et  n pn  j,>  pour  i|up  l’i’iniiilion  dp 
rpilipsoïdp  soit  poiiiinp  ci-dpssus 


«’ 


nous  y pliungerons  piisuilp  Ips  quantiti's  a,  b,  c.  qiit  rpprpspiUaipnt  Ips 
poordonni'ps  du  [loint  atlin*  en  /,  g,  k\  Pt  nous  eonsei’VProns  IVinpIoi 
des  <|uanlilps  r,  p,  q,  dont  la  première  représente  la  dislaiipp  du  point 
Attiré  à la  inuléeiile  i/iM;  les  deux  autres  représentent  les  angles  déerils 
pai'  ee  rayon. 

D'après  ces  dénoininations  on  aura,  par  la  iiu  tliode  du  l’rohlpme  III 
lin  même  Mémuire, 

f — X - r^xnp  eosq,  g — rsiii/»  sim/,  h — i — rrosp. 


et 


</M  = r'sxwpilpilqilr. 


et  par  ponséquetil 


f/M 


yl/— X|>+  (g— — a)' 


rilrsiixpilpilq 


Intégrant  d’aiiord  relativement  à r suivant  les  procédés  |lu  Problème  IV 
pour  les  points  extérieurs,  ou  aura 


( r‘‘  — r"’)  <\\\pilpilq 
a 


r'  et  r"  étant  les  deux  racines  de  l'équation  en  r.  résultante  de  la  substi- 
tution de 

_/■— rsio/j  ros(/,  g — rsiii/»  siuiy.  fi—rro'^p 

à la  place  de  x,  v,  z dans  l'eiiuation  du  spbéroide.  On  intégrera  ensuite 
relativement  à p et  q,  et  l'on  prendra  les  intégrales  entre  les  limites  don- 
nées |iar  l'égalité  des  racines  r'  et  r";  mais  b>rs(|iie  l'équation  n'aura 
i|u'une  racine,  alors  on  intégrera  depuis  p ■■=  o jusqu'à  p -=  180"  et  de- 
puis f/  = O jus(|u’à  q 180",  suivant  les  ri'gles  presi'rites  dans  le  n*  ,î 
du  Mémoire  cité. 
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M r’  — 7 N r P = <>, 

eii  sii|i|>o.saiit 

sm'peos'q  ^ siipj»sin‘ÿ  ^ ros‘p 

«'  6‘  f“  ’ 

v_/sln//cosç  ji'siti^sin^  /i  rosp 
> - ^^5  H-  - —p  ^ 

I.  S' 

P — ’=r  4-  P-  + - - I. 

a’  b’  c'  . 


liSll 


Lrs  (leux  rarines  r'  et  r”  sont  iloiic 


(le  sorte  (|u'on  aura 


-N±v^’- 

M~”' 


M‘ 


par  ('oiise(|ueiit  la  valeur  de  d\'  .sera 


...  ïN^'S’-MP  . , , 

ll\  = siiipilptlij. 


O:  (|ui  rend  l((s  intégrations  (|ui  re.stent  à faire  très-dilliciles.  e’est  le  ra- 
dical; mais  ce  radical  disparailrail  si  P o.  Ur  un  peut  prendre  P = o 
dans  la  valeur  de  c/V'  en  détormiiianl  eonveiiablement  rarhilraire  c. 

12.  Supposons  doue  (jue  dans  les  expressions  de  M,  N,  P on  nielle 
partout  a’  -i-  e,  -h  e,  + e il  la  place  de  «’,  6’,  c‘‘,  et  ipie  ei*s  expres- 
■sions  deviennent  alors  .M',  N',  P':  ou  aura  de  même  (10) 

,/V'=  swpilptl,/. 


Donc,  si  l'on  prend  e,  en  .sorte  que  P'  = o,  e'esl-â-dire  que  l'on  ail 


l,‘ 

f- 4-e 


I = O, 


85. 


Digitized  by  Google 


fHiO  MÉMOIKE  SCR  LES  SPHÉROÏDES  ELLIPTIQUES.  • 
alors  la  valour  de  dV  se  sim|)liticra  et  deviendra 

a N’’ 

rfV'—  ~^|7-sinprf/)f/</. 


De  plus,  dans  ee  cas  rêt|uation  en  r deviendra 
M'r — aN'  = o 

et  n’aura  plus  qu'une  seule  racine;  de  .sorte  ijue  les  inléprations  relatives 
i\  P e\.q  .seront  indépendantes  et  devront  se  faire  depuis  />  = o jus(|u’à 
P = i8o",  et  depuis  9 = 0 jns(|ii’à  q = 180”.  Ainsi  l’on  aura  la  valeur 
eoniplète  de  V'  par  cette  double  intégration  de  la  forniulc  suivante 


ro'^q  gsinpsiiu/ 
fl*  s-  e h*  -t-  e 

sio‘/»eo''^  sio'/>  .sin’i/ 
a’  -t-  e h‘-^  e 


ros/»  y 
c’  + ej 


qu’on  peut  réduire  à eelle-tri  plus  simple 


sin’//  ■ 


//<-»■»■?  ^ g sin  y 
\ rt’  -f  - €?  a^-h 
sîii'/>rns’y 

-4-  ef  A*  -4- 


i-  '--V 

' r’+r) 


eos’p 


j sin’ 


eos’p  , 
c‘  -h  ej 


siiiy;(//)  ilq. 


par  la  rai.son  que  toute  formule  telle  que  (iv.ospdp,  où  Q serait  une 
fonetion  raliunnelle  de  sin’/>  et  eas’9,  étant  intégrée  depuis  /i  = o jus- 
(]u’â  P = 180",  donne  un  résultat  nul. 

I.’intégrale  relative  à p n’a  aucune  diirieulté;  il  n’y  a qu’à  faire 
eos/j  = U,  et  l’on  aura  une  dill'érentiellc  rationnelle  en  u,  mais  dont 
l’intégrale  renfermera  un  are  de  cercle;  l’intégrale  relative  à q se  trou- 
vera de  la  même  manière  en  faisant  tangy  = t,  et  sa  valeur  complète 
sera  algébrique;  ainsi  il  y a de  l’avantage  h commencer  par  eette  der- 
nière; mais  l'intégration  suivante  relative  à q dépendra  alors  de  la  rccti- 
licalion  des  sections  coniques. 

Au  reste,  comme  la  propriété  (pie  nous  avons  trouvée  par  induction 
dans  le  n"  10  a été  démontrée  rigoureusement  par  l.aplace  et  Legendre, 
les  résultats  précédents  doivent  aussi  être  regardés  comme  rigoureux. 
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LA  MÉTHODE  D’INTERPOLATION. 


de  r.tvadênne  mvtde  f/r’.»  Sitemes  et  HeHe\~lj’iirvs 
lie  BethHy  AXiwèe-r-  I7yjt  H 179^.) 


I.ii  niétlioilc  «l'iulrrpolatioii  est,  après  les  logarithmes,  la  tiéeouverle 
la  pliisiilile  ((u'oii  ail  faite  dans  le  ealeiil;  elle  est  surtout,  eoinme  les 
logarithmes,  d’un  usage  imiuetise  dans  rAstronomie,  où  elle  sert  iioii- 
seiileiiietil  pour  remplir  dans  les  Tables  les  lieux  intermédiaires  entre 
eeux  (|U*UM  a ealeulés  direetemeiit,  mais  eneore  pour  suppléer  dans  une 
suite  d'ohservalions  à relies  ipii  man(|uent.  Lorsi|ue  les  nombres  donnes, 
entre  lestpiels  il  s'agit  d’instù-er  <les  nombres  intermédiaires,  sont  en  pro- 
gression arithinétitjue,  il  est  naturel  de  supposer  i|ue  les  teripes  inter- 
médiaires lorment  aussi  une  même  progression  arithméti(|ue  avee  les 
nombres  donnés.  Il  n’y  a doue  alors  (|u’à  insérer  des  moyens  arithmé- 
tiques entre  les  nombres  donnes  : e’est  en  quoi  eonsiste  la  méthode  des 
parties  proportionnelles  <lont  l’usage  parait  eonnu  de  tout  temps. 

Mais  eette  méthode  si  simple  ne  peut  avoir  lieu  (|u'autant  i|ue  les 
nombres  donnés  émissent  ou  déeroi.ssent  également,  e'est-k-ilire  par  des 
dilTérenees  eonstantes.  Si  ees  diirérenees  ne  sont  pas  eonstanles,  on  ne 
peut  pas  supposer  non  plus  t|ue  relies  des  termes  intermédiaires  le 
soient,  et  la  qnesfion  se  réduit  alors  à trouver  lu  loi  de  l'augmentation 


Digitized  by  Google 


M EM 01 U K 


)>lii 

un  illinimilion  «les  iiuiiibr«'s  (loniu*s  puni'  punvuir  v ussujeillr  uussi  les 
nunilii'es  inti'rmédiaires  : e’est  l'ubjel  «le  la  nnHIimIe  (l'intei  iHilutiuii. 

O i|ui  s«!  (>n-sen(e  «le  pins  simple  dans  ccUe  reeberelie,  e’esl  d’exa- 
niiin'i'  si  les  «lilVérenees  d«'s  nuinbi'es  d«)nn«<8  lui'inenl  elles- mêmes  une 
pi'ii^eessi«m  ari(lim«>ii«|ue;  dans  ee  eas  il  es!  visible  i|u'nii  peni  ap|di- 
i|uei-  la  mêtinnie  des  parties  prtiporliunnelles  à la  suite  «les  dill'érenees, 
«‘iisuite  il  n’y  aura  «|n’à  remonter  «le  «ette  suite  à celle  d«‘s  nuinlm's 
eln'rebés.  Di-  même,  si  les  «lifl'éreiiees  «les  nombres  «lunnés  ne  formant 
pas  une  progression  aritbmeti(|de,  les  dillerences  «le  «'«'S  «liirêrene«‘s. 
«|n’on  a|>p«dle  différences  secondes,  «'il  fonnent  elbis-ini'ines  une,  on 
poiiiTa  tr«iuver  les  termes  intermt'diaires  «!«•  celte  dernii're  suite,  et  re- 
nnniler  de  là  suecessiveim'iil  à eelle  des  «lillérenees  premières  et  eidin 
à eelle  «les  numiin's  à interpoler.  (i'«'Sl  sur  ee  principe  «|u'«'sl  fondée  la 
Tbèurii'  «irdiiiaire  de  rinlerptdation , la<|uelle  se  ré«luit  ainsi  à la  sulii- 
li«m  «!«■  e«’  l’roblème  : • 

hUitnl  donnée  une  sidte  de  termes  dont  les  différences  d’un  ordre  r/iiel- 
conque  soient  constantes,  troueer  un  nombre  quelconque  de  termes  inter- 
médiaires qui  suivent  la  même  loi. 

.M«mlon,  Aslron«nne  «le  l.you,  est  le  premier  ijui  ait  envisaj;«‘  riiilei-- 
polaliou  sous  «'«■  point  «le  vue.  «lans  s«>n  Ouvrage  intitulé  : Obseivationes 
diametrorum  Stdis  et  hume,  etc.,  et  imprime  à Lyon  en  «(«^«j.  .\yaut  «'ii- 
li'epi'is  de  calculer  une  Table  des  d«‘elinaisuns  du  Soleil  pour  eliai|iie 
degré  L-l  uiiuute  de  longitude,  il  a vu  (|u’on  pouvait  se  cunleuler  «le  la 
cab'uler  diieclem«’Ul  «!«■  d«'gie  eu  degré,  et  de  rél«'u«lr«'  ensuite  de  mi- 
nute en  minute  par  la  mélbude  des  «lillérenees.  Il  expliijue  par  «lilfé- 
reuts  e.\«'mples  l’usage  de  celle  uietb«)de,  et  il  donne  «Paprès  Fran«;ois 
Regnauil,  à «|ui  il  avait  propose  «'elle  «|nestion,  nu  proci-dé  général, 
mais  très-long,  pour  tr«>uver  la  lui  «les  termes  à inlerpofer  «lans'une 
Table  duni  les  termes  ont  des  «lillerenc«‘s  constantes  d'un  ordre  «loiiné. 

Il  parait  néanmoins  «pie  la  Tbeurie  de  rint«-rpolaliuu  est  plus  au- 
cieune;  el  il  est  bien  naturel  d«!  penser  en  ell'el  i)u’elle  a du  se  présenter 
aux  inemiers  « alculatenrs  des  Tables  li-igonométri«|ués  el  lugarilbmi- 
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qm?s,  vu  les  seeoui's  protlij!;ieux  qu'elle  oITre  dans  ces  sortes  de  ealeuls. 
Aussi  je  trouve  (|ue  Henri  Brip^s,  qui  a ealeulc  le  premier  les  loga- 
rithmes des  nomlu'es  naturels  depuis  l'unité  jusqu'à  aoooo,  et  depuis 
qoooo  jus(|u'à  looooo.  propose,  pour  remplir  la  lacune,  une  méthode 
d'interpolation  fondée  sur  la  considération  îles  dillérenees  succe.ssivcs, 
qu’il  dit  avoir  employée  avec  sueeè.s  dans  la  construction  du  Canon  trigo- 
nométrique  pour  les  sinus  et  tangentes  des  degrés  et  centièmes  de  degré, 
(rqvei  le  Chapitre  XIII  de  son  Arithmetica  logarithmica,  et  le  XH'  de  sa 
Trigonometna  Britannica.)  Cette  méthode,  dont  Briggs  donne  les  résul- 
tats sans  démonstration,  a été  ensuite  généralisée  par  Dites  dans  sa  Ca- 
nonotechnia  sive  conslructio  tabularum  per  differentias : mais  re  dernier 
a également  supprimé.la  démonstration  de  s<‘s  formules,  et  je  ne  ronnais 
personne  qui  jusqu’ici  ait  entrepris  d’y  suppléer;  ce  qui  vient  peut-être 
de  ce  que  d’un  côté  ces  formule.s  sont  un  peu  compliquées,  et  de  l’autre, 
de  ce  que  l’usage  en  a été  ahandonné  depuis  que  Newton  en  a proposé 
de  plus  simples,  fondées  sur  la  ronsidéralion  des  courbes  paraholiques. 

Tout  le  momie  connait  la  formule  de  Newton  pour  trouver  une  ordon- 
née quelconque  d’une  couche  parabolique,  par  les  diirérences  successives 
des  ordonnées  équidistantes;  c’est  celle  dont  ou  se  .sert  journellement  en 
Astronomie  pour  interpoler  les  lieux  des  Planètes.  Cette  formule  donne 
en  effet  tout  de  suite  le  terme  que  l’on  cherche,  et  est  par  conséquent 
très-utile  pour  calculer  la  valeur  de  quelques  termes;  mais,  comme  elle 
demande  un  calcul  particulier  pour  cha(|ue  terme,  elle  est  peu  commode 
pour  construire  des  Tables,  où  l’on  aurait  un  grand  nombre  de  tonnes 
conséenlifs  à interpoler;  au  lieu  i|ue  la  méthode  de  Mouton,  qui  consiste 
à déterminer  par  les  dillérenees  de  la  série  donnée  celles  de  la  série  in- 
terpolée. et  à remonter  de  celles-ci  aux  termes  de  cette  série,  a l’avan- 
tage de  réduire  tout  le  calcul  à des  additions  successives;  ce  t|ui  doit  la 
rendre  aussi  propre  pour  la  construction  des  Tables  que  celle  de  Newton 
l'est  peu. 

Mais  la  dilliculté  est  de  trouver  ces  dilfércnces,  quel  que  soit  le  nom- 
bre des  termes  à interpoler  et  l’orilre  des  dilfércnces  constantes  de  la  série 
primitive.  Mouton  a fait  le  premier  celte  remarque  importante  que.  dans 
V.  8} 
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une  série  qui  conduil  à des  diflerenees  consumes  d’un  ordre  qiiclcou- 
(juc,  si  l’on  prend  U-s  termes  de  deux  en  tieux,  ou  de  trois  en  trois,  ou,... , 
on  il  une  siirie  du  même  jjenre,  mais  dont  la  différence  constante  est  égale 
à la  différence  constante  de  la  première  série  multipliée  par  le  nonilire  a, 
ou  3,  ou  !|,...  élevé  à une  piiis.sance  égale  à l'exposant  de  l'ordre  de  la 
différence  constante.  D'où  il  a conclu  réciproquement,  qu’en  insérant 
dans  une  série  à différences  constantes  des  termes  intermédiaires  qui  di- 
visent chaque  intervalle  en  a,  3,  4.---  parties,  la  nouvelle  série  aura  des 
diirérences  constantes  du  même  ordre  que  celles  de  la  série  donnée,  et 
qui  st'ront  égales  à celles-ci  divisées  par  li-s  nonilires  a,  3,  4»"-  élevés  à 
la  puissance  dont  rex|K>sant  indiquera  l'ordre  ries  différences  constantes. 

On  peut  donc  trouver  ainsi  la  dilPémir'e  constante  de  la  série  interpoli>e, 
et  il  ne  s’agit  plus  <|ue  d'avoir  les  différences  des  ordres  inlérieurs,  rit 
même  il  sullit  d’avoir  les  premiers  termes  des  suites  de  ces  dill'érenr'es. 
Mouton  ne  donne  pour  cela  que  quelques  rêgli‘s  particulièrt‘S  sans  dé- 
monstration, et  il  renvoie  pour  la  solution  générale  à la  méthode  de  Ke- 
gnaud,  (|ui  consiste  à construire  une  série  dont  les  différences  d'un  ordre 
donné  soient  constantes,  à prendre  cette  stVie  pour  la  série  interpolée,  et 
à comparer  .ses  termes  pris  de  deux  en  deux,  de  trois  en  trois,  ou,... 
avec  ceux  de  la  série  donnée  à interp(der,  suivant  qu’on  veut  partager 
l’intervalle  d’un  terme  à l’autre  en  deux,  en  trois  on  en  un  iiomhre  plus  ^ 
grand  de  parties;  mais,  quoi(|u'on  puisse  toujours  de  cette  manière  Ks 
soudre  la  (|uestion  dans  cha(|ue  cas,  il  reste  néanmoins  à trouver  des 
forninles  générales.  I.alande  est,  je  crois,  le  seul  qui  en  ait  cherché  pour 
les  cas  de  la  seconde  et  de  la  troisième  diHérence  constante,  dans  un 
Mémoire  sur  les  interpointions  imprimé  parmi  ceux  de  l’Académie  des 
Sciences  de  Paris  pour  1761.  Sa  méthode  est  à proprement  parler  celle 
de  Kegnaud  réduite  en  Analyse,  et.  si  l’on  voulait  rappli«|uer  aux  st'-iies 
dont  les  différences  constantes  seraient  d’un  ordre  supérieur  au  troi- 
sième, on  tomlierait  dans  des  calculs  longs  et  peut-être  impraticables;  à 
plus  forte  raison  serait-il  comme  impossible  de  parvenir  par  cette  voie  à 
la  solution  générale  pour  des  différences  constantes  d’un  ordre  (|uelcon- 
(|ue.  J'ai  donné  en  177a  une  formule  qtii  renferme  cette  solution  dans 
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un  Ménioirc  qui  a pnur  lilrp  : Surit/if  nmn>elle  espèce  (le  calcul,  et  qui  est 
imprimé  dans  le  vuluiiie  de  cetle  année  (");  mais,  eomme  je  ne  pensais 
pas  alors  k l’usage  dont  elle  pouvait  être  pour  les  interpolations,  je  ne 
elicreliai  pas  k développer  cette  formule. 

Je  crois  donc  devoir  revenir  sur  eel  olqel,  et  donner  ici  une  solution 
complète  du  Problème  dont  il  s’agit,  pour  servir  de  Supplément  au  Mé- 
moire cité,  La  méthode  que  j’ai  employée  dans  ce  Mémoire  est  fondée  sur 
une  analogie  singulière  qui  a lieu  entre  les  exposants  des  puissances  et 
les  indices  du  rang  des  termes  dans  une  série,  ou  de  l’ordre  des  difl'é- 
rences  de  ces  termes,  en  vertu  de  laquelle  on  peut  traiter  ces  indices 
eomme  si  e’élaient  des  exposants,  et  y appliquer  les  mêmes  règles.  Je  ne 
m’arrêterai  pas  ici  k démontrer  celte  analogie,  dont  on  peut  aisément 
vérilier  les  ré.sultats  |>ar  les  méthodes  connues;  je  me  contenterai  de  m'en 
.servir,  ainsi  que  je  l’ai  déjk  fait,  comme  d’un  instrument  propre  k décou- 
vrir des  formules  qu’on  ne  pourrait  trouver  par  les  moyens  ordinaires 
qu’en  connaissant  leur  forme  tl’avance;  je  l’emploierai  même  ici  irum* 
manière  plus  .simple  et  plus  uniforme,  ce  qui  servii-a  k donner  encore  k 
ce  nouvel  instrument  d’Analyse  un  plus  grand  degré  de  perfection. 

1 . Pour  distinguer  les  indices  des  exposants,  je  les  placerai  au  bas  des 
quantités,  comme  ceux-ci  le  sont  au  haut;  on  suivra  d’ailleurs  le  même 
algorithme  pour  les  uns  et  les  autres. 

Soient  donc 

r.,  T„  T.,  T, T„  T,,.,,  T.„, 

les  termes  consécutifs  d’une  série  quelconque,  et 

D„  D„  D, 

Ies,dill'érence.s  sueces.sives  de  ces  termes,  c’est-k-dire  I),  la  difl'érence  pre- 
mière T,  — T,,  D,  la  dilférence  seconde  T,  — al,  -t-T«,  Dj  la  diH'érence 
troisième  T,  — 3T,  -i-  3T,  — T,,  et  ainsi  de  suite.  On  aura  sur-le-chamj> 
l’expression  de  la  difl'érence  par  l’opération  suivante. 

(•)  OEuvret  rie  jMgraiif^et  I.  III,  p.  44^- 

«4. 
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n,  = T.  - T„  * 


en  éleviinl  les  deux  membres  à l’indice  m,  un  aura 
l).  = (T,  - T.!.: 

développant  le  second  membre  cninme  un  binôme,  en  inetlant  lesexpiv 
sants  au  bas  pour  servir  d’indices,  on  aura 

(A)  D.  = T.-mT_4-  , 


formule  connue  el  qu’on  peut  trouver  par  induction. 

Si  l’on  fait  ///  = o,  on  a 

D.  = ï., 

d’où  il  s’ensuit  (jue  le  terme  D,  (jiii  doit  précéder  le  terme  U,  dans  la  série 
des  dilTérences  est  égal  à T„. 

Si  l’on  fait  m négatif,  les  dilférenccs  se  changent  en  sommes;  de  sorte 
que  désignant  les  sommes  cle  différents  ordres  par 

S,,  S.,  S, 

on  aura 

S,  = »_„  S,  = D_, S. 

par  conséquent,  en  cliangeant  m en  — m.  on  aura 


S,  — T_ -e  niT_«_, 
formule  connue  aussi. 


m m , 


2.  Si  au  contraire  on  veut  avoir  l’expres.sion  d’un  terme  qiiclconqué  T„ 
par  le  moyen  rb?s  différences,  on  reprendra  l’équation 


laquelle  donne 


I).  = T.  - T„ 


T,  = T.  -t-  I). 
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OU  bien,  en  nielliint  pour  T,  le  lenne  D„  <|ui  lui  est  égal. 

T,  = D,  + D,; 


élevant  à l’exposant  ou  indice  n,  oh  aura  de  même 

*l  » = ( D,  -e  D, 

et  développant  par  la  formule  du  binôme,  en  ayant  .soin  de  mettre  les 
exposants  au  bas  pour  servir  d'indices. 


(B) 


T.=  D.-e  «D, 


n ( rt  — I ) 


i m- 


n{n 


(n D 
a. 3 


où  l’on  se  souviendra  que  D„  est  la  méme.cbose  que  T,,  (“est  la  rorimile 
dilTérentielle  de  Newton,  ilont  ou  .se  s<“rt  communément  pour  les  inter- 
polations. en  donnant  à l’indice  n des  valeurs  fractionnaires. 

Lors(|ue  n est  un  nombre  entier,  on  peut  construire  cette  formule  par 
des  adilitions  succes-sives:  la  manière  la  plus  simple  est  de  ranger  les 
dilférences 

D„  D„  D„  D„... 

tians  une  ligne  borizontale,  et  de  former  au-dessous  successivement  d'au- 
tres lignes  correspondantes,  en  faisant  chaque  terme  de  ces  lignes  égal 
à la  somme  de  celui  qui  est  au-dessus  et  de  celui  (]ui  est  à la  limite  de 
celui-ci  dans  la  ligne  immédiatement  supérieure;  la  pi'emière  ligne  ver- 
ticale contiendra  par  ordre  les  termes  D«  ou  T„.  T,,  T,,  f, Ou  peut 

ainsi,  quand  la  série  des  diHércnces  se  termine,  ce  (|ui  a lieu  pour  toutes 
les  suites  qui  conduisent  à des  ditrérences  constantes,  construire  une 
Table  aussi  étendue  que  l’on  voudra,  pour  avoir  successivement  tous  les 
termes  de  la  suite  propo.s«'-e. 

.Mais  ce  moyen  mécanique  ne  peut  plus  être  employé  lorsque  le  nom- 
bre n est  fractionnaire.  Alors  il  faut  calculer  chaque  terme  .séparément 
par  la  formule  (B),  en  donnant  successivement  à n les  valeurs  conve- 
nables; ainsi,  s’il  était  question  d’interpoler  partout  un  terme  entre  deux 
termes  consécutifs  de  la  série 

T..  T„  T 
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il  l'üuilrail  trouver  les  valeurs  des  termes 


T,.  T„  T 

» î » 

en  faisant  successivement 

I 3 5 

n = 

ï » » 

et  ainsi  des  autres  cas  semidaldes.  La  niétliude  de  Muuton  a l'avantaite 
de  réduire  tous  ces  cas  au  premier,  et  de  rendre  par  conséquent  le  pro- 
cédé des  additions  successives  applicahie  aux  interpolations,  comme 
nous  le  verrons  plus  lias. 

H.  Si  l’on  voulait  que  la  rorniule  i B}  lïit  ordonnée  suivant  les  puis-^ 
sauces  mêmes  de  n,  ce  qui  en  rendrait  peut-être  l'usape  plus  commode 
dans  le  cas  de  n fractionnaire,  rien  ne  serait  plus  aisé  que  de  lui  donner 
cette  forme  par  le  moyen  de  notre  Analyse. 

On  n'a  qu’à  reprendre  l'équation 

T,  = D.  D„ 

et  l’écrire  d’abord  ainsi 

T,  =^l).(i-t-D,); 

ce  qui  est  la  même  cliose,  puisiiue 

D.  X I),  = D.^,  = D„ 

en  observant  pour  les  indices  les  lois  di*s  exposants;  on  transformera 
ensuite  i -l-ü,  en  e étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyper- 

bolique désigné  par  lug  est  l’unité;  ce  qui  donnera 

T,=  D.X 

et,  élevant  les  deux  membres  k l’exposant  ou  indice  n, 

T.  = D,  xe”'** 
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ur  on  a par  les  formules  connues 


^io«(. „ |„gj,  1)^)  ^ [log(i  + ^ I [log!i  -e  l>.)]’  + . . .: 

tloiu:  on  aura 

(C)  T,  — D.  4 n log(i  ■+- 1),)  ^ [log(  I 4-  I).)]'  -1-  [logi  14-  It,  ’ -1- . . 

j'ai  négligi-  ici  de  mulliplier  par  Ü,  les  termes  qui  eonliennenl  des  puis- 
sances de  log(t  4-D|).  parce  que  celle  mulliplieation  n’_v  apporterai! 
aucun  eliangemenl,  l’indice  o ne  punvani  rien  changer  à ceux  aux(|iiels 
il  s»(  trouverait  ajout(>. 

Maintenant  il  n'v  aura  qu'à  développer  logfi  -H  D,)  par  h>s  formules 
ordinaires,  et  l’on  aura 


T. 


= n.4-n  I!.--  P:  4-  , I),- 

\ 2 3 

2l  D,  H-  i D,- 

2 \ J.  3 


- 1», 


n.  - 


où  il  reste  encore  à développer  les  puissances  de 

r>,  - - I),  4-  5 1>.  - . . . 

■À  i 

à la  manière  ordinaire,  en  trailani  h‘s  indices  comme  îles  exposants. 
Lelle  formule  ne  s<‘ra  doue  (|ue  le  déveliqipemeni  de  la  formule  (H)  en 
eir<>etuant  les  multiplications  et  ordonnant  suivant  les  puissances  de  »; 
mais,  de  la  nianière  doilt  elle  est  présentt'c.  on  y voit  la  loi  des  termes 
(pt'il  s(*rait  très4linieile  de  découvrir  par  le  develiqipemeti!  dont  il  s’agit. 

4.  Au  n‘ste  la  formule  (Cj  donni'  le  moyen  de  trouver  d'une  maniiu'e 
générale  l’expression  de  la  ditrérence  d'un  ordre  ipieleonqt^e  de  toute 
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série  ulgéhi  ique  dont  le  lerine  général  T„  serait  de  la  Ibrine 


■ T,  = P.  + nP,-(--P.H--^P.-e..., 

91  9k. i • 


P.-  l’i . Pj.  • . • étant  des  eoeflîeients  dunnés,  et  n étant  supposé  siiecessi- 

venient  o,  i , a,  3 Car,  en  comparant  celte  expression  de  T„  à celle 

de  la  rorniule  (Cy,  on  aura 

P,r  n,  = T..  P,  = log  I It,  , P,  = [log;i I), 
el,  en  général. 


1*,=:  [log!i  + I),:]'. 


Celte  équation  donne 


<lonc 


P.  = logii -t- t),  , I + D,  = c’’- = I P,  + - P. P, 

7 7 


l»,=  P,-e  - IS-t-  - -5  P,-i-..., 
7 2.3 


et  de  là,  pour  un  indice  quelcoiii|ue  s, 


I»,  = ( P, -f- - P,  + -iv  P, -4-  J -P. 
V 2 2.3  a. 3.4 


)■ 


oii  il  n\v  aura  qu’à  développer  la  puissance  s.  en  convertissant  les  expo- 
sants (le  P eu  indices,  et  oliservant  relativement  à ces  indices  It-s  mêmes 
lois  (|ue  pour  les  exposants.  Otle  t'ornuile  peut  être  utile  dans  (|uel(|ues 
occasions;  elle  l'est  sui>toul  pour  transformer  une  sérié  de  la  forme 


P.  * /I  P,  -4-  " P, _ P.  -f- . . . 
■f.  3.3 


en  une  si-rie  équivalente  de  la  forme 


..  r.  n n — I „ « n — I n — 3),. 

t).  -t-  n D,  -I I>;  -e  = I»,  -e 

3 3.3 
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5.  UonsitItTüMS  luuiiitcnant  deux  s«‘rics  forri'spoiulantt's,  riine  repré- 
scnli^p  par 

T.,  T„  T„  T,.... 

don!  les  diHéreiiees  sueeessives  snieiil 

D.,  D„  n.,  D„ . . . 

eoniiiie  plus  liaiil,  l'autre  représentée  par 

t*»  /l|  tu  tj,.  . . 

et  dont  les  dilléreuees  sueeessives  sofeiil 

(/„  //„  f/„ 

supposons  que  les  termes  de  la  première  série  soient  identiques  avce  les 
termes  de  la  seeoiide  pris  à des  intervalles  égaux,  de  manière  que  l'on 
ail,  en  général, 

T,- 

e’est-à-dire  que  si  par  exemple  m = a un  ail 

T.  = /„  T.  = r„  T.  = <„  T.=:r.....: 

si  m=  3 un  ail 

T,=  /„  ri  = /„  T,  = T,  = t„ 

et  ainsi  de  suite;  on  propose  de  trouver  la  relation  entre  les  dill'érenees 
Do.  D,,  Dj,...  et  les  dill'érenees  d„,  d,,  d,,.... 

L'équation 

T,  = r„ 

se  réduit,  en  extrayant  la  raeine  s,  à 

T.  = t.. 

et,  mettant  pourT,  sa  valeur  D,  -t-  D,  (2)  de  même  que  pour  /,  sa  valeur 
</,  4-  rf,,  elle  donnera 

D,  -e  D,  — ( //,  4-  '■  ; 

d’où  l'on  tirera  la  valeur  de  D,  en  d,,  ou  de  d,  en  I),  suivant  (pi'iin  vou- 
V.  ■ K5 
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Hra  avoir  les  ditrérences  de  la  première  série  exprimées  par  celles  de  la 
seconde,  ou  récipro(|uemenl. 


fi.  -Vous  aurons  d’almrd 


donc 

c 

ei,  élevant  à l’indiee  s. 


!),  = (€/.  . II.; 

D.  = T.-  t.-  J.-, 

I>i  ( (/,  + f/„ 


• !).:=[(  (/,  l/,  ),  — d,  I,. 

Or  fin  développe  dans  la  série 

fl,  -+-  ind,  ■+■ : d,-t-  - — rt,  O-  . . . : 

* n-S 

donc,  laisant  celte  sulistilution,  on  aura 
(I), 


,,  , , »H(m  — I)  , ni[m  — t){m  ~ , I 

II.  = I m </,  + — - ~ d, -h  </,  -e . . . J ; 


a. 3 


on  dévelop|iera  le  second  inemhre  de  celle  é(|iialion  ronime  si  c'élail  la 
puissance  s'*"'  d’un  polynonie  eu  d,  eu  ayanl  soin  de  placer  loiijuurs  au 
hasde  là  lettre  d les  exposants  qui  devraient  alTecler  la  i|uanlité  r/siiivaiil 
les  règles  des  exposants. 

,\insi,  si  l'on  suppose,  pour  ahréger, 

|m(m— Il  , «i(  m — i)(m  — î.)  |‘ 

mx-i x’-i ^ ' X'  -h... 

7 TL.i  I 

= Vx*  4-  H 4-  Cx**’  4-  Ex'7*  4- . . . , 
on  aura  sur-le-champ 

II,  — Al/,  -r-  lld,^,  -f-  i*d,^i  -I-  Kl/,.,.,  -f- . . . . 
telle  formule  peut  servir,  eoninie  l’on  voit,  à trouver  les  dill'éreiices 
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dp  Ions  Ips  ordres  d’une  série  proposée  diiiis  la(|uelle  ou  ne  prendrail 
les  ternies  ipie  de  deux  en  deux,  ou  de  trois  eu  trois,  ou,  en  ({énéral . 
de  m en  m. 

A l’é(,oird  des  eoellieients  A,  B.  C, on  peut  les  trouver  par  le  déve- 

loppement de  la  puissanee  s du  pidvnûine,  ou  bien  par  la  eomparaisoii 
des  termes  i|ui  eontiendront  les  mêmes  puissaiiees  de  x,  après  avoir  pris 
les  difTérenlielles  logarithmi*|iies  des  deux  membres.  (’a>  dernier  prorédé 
donne  les  l'ormules  suivantes  dont  la  loi  se  présente  d'elle-niéme 

\ = »e, 


2i(m  — ii(/ii  — J — I ni  — I 

» 5 , î n -Jl  ' 

1^.  _ Ai  (m  — il'ra  — i)(ni  ~ y — i (m  — i)tni  — »)  ^ i — a ni  — i 

1.3.4  ^ ^ 3.  a 


7.  I.a  même  p(|uatinn 

n,  + D,  =1(1/. -t-i/,).. 


en  extravaiit  (mur  ainsi  dire  la  raeine  m,  donnera  eelle-ei 
rf,  + rf,  — ( D.  > D, I, , 

d'où  l'on  lire,  à cause  de  ti„  = 1),. 

rf,=  in, -I- n,i,  - I)., 

m 

et  de  là 

d,r- 

formule  ((il’on  développera  eomme  la  précédente;  H il  est  clair  (|u'il  n’y 

»î. 
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jiura  pour  cela  qu*à  cliangcr,  dans  les  f'uniiutcs  du  numéro  précédent, 
I)  en  (i  m en  Ainsi  Ton  aura,  en  pénéral, 

b D,^,  c D,+,  -h  e D,.,.,  -i- . . . , 

en  Taisant 

1 

— t 

m' 

, I — m 

w r'  s a, 

7IW 

2 i 1 1 ^ m ) 1 1 — 3t  /« } 1 — I i — m . 

2 2.3  m*  2 2 m 

3«  I — m)(i  — 3m)  2#  — i il — — 2mi  , s — a i — m 

<•--= ^ - - - — — *+—5— — c, 

3 2.3.4  m*  3 2.3  m*  3 am 


(les  l'unnules  rciif'cnnont  la  solution  générale  «lu  Prolilénio  do  Moutou. 
En  eiïel,  si  l’on  a à interpoler  la  s«?rip 

T.,  T.,  T. 

dont  les  diirt-reiiees 

D,,  D„  • 

sont  connues,  et  qu’on  veuille  partager  en  m parties  elia«|ue  intervalle 
d’un  terme  à l’autre  en  y ins«!'rant  m — i termes  interin«‘diaires  <|ui 
soient  liés  entre  eux  et  avec  ceux  de  la  .série  donnée  par  une  même  loi, 
en  supposant  que 

soit  la  nouvelle  série  inter|>ol(';e,  il  faudra  par  les  conditions  du  Problème 
que  les  termes  de  cette  série,  pris  de  m en  m,  coïncident  avec  li's  termes 
«le  la  série  donnée,  en  sorte  qu’on  ait 

r*  — li,  — T(,  ta.  — T,, 

ce  i|ui  est  l’équation  fondamentale  d’où  nous  sommes  partis  pour  la  »>- 
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liilioii  ilii  Prol>lùmi'  (|ue  nuus  vciiuns  de  trai(<’r{5j.  Ainsi  l'un  aura  pai' 
lus  furmules  ci-dessus  l'expression  de  la  dill'érence  d'un  ordre  (|iiel- 
i-oni|ue  s de  là  série  interpolée,  au  moyen  des  dilTérenees  données  de  la 
sérié  proposée.  On  ronnaiira  donc  par  là  les  différences  sureessives 


de  la  série 


il  » ix*  tit  • • • 


dont  le  premier  terme  t,  = T,,  et  au  moyen  de  ces  différences  on  pourra 
trouver  successivement  tous  les  termes  de  cette  série  par  des  additions 
successives,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le  n°  2.  parce  (|u'en  employant 
ces  différences,  un  terme  quelconque  l„  de  la  série  dont  il  s’aj{il  sera 
exprimé  par  la  formule 

, , . nin  — I)  , «{«  — i)(n  — a)  . 

l,-t-  nd,  A (/,  -H  — 

a a. 3 

dans  laquelle  n sera  un  nombre  entier  comme  dans  le  n“  2. 

8.  Si  Dr  est  la  dernière  différence  de  la  s«>rie  donnée 


en  sorte  que 


E#,  II»  r», • . « , 


Dr».,  = O,  D,».,  = o,.... 


i“  Kn  faisant  s — r. 


d.  = « D,  et  U r::  — ; 

m' 


ce  qui  s'accorda  avec  tre  <jue  Mouton  avait  trouvé  par  induction, 
a"  Kn  fai.sant  r = r — i , 

! ' I»  .11,  . ‘ 1 (r  — i)(i  — ml 

u_.  — aD,-i  -I-  olV,  ei  a — > b — ' ^ 

ü*  Kn  faisaiil  f = r — 2, 


tlf.  = a Dr_i  4-  b 4-  C Dr 
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1*1 

I , I r — 7 ) I — m I 

n =;  *—1“:*  A = - - r » 

m'  ’ 7 nr  ' 

( r — 7)11  — m ) f I — 7/ïï  t ( r — 7 ) i r — 'i*i  ( i — m * 

7.3m'  8 m'  ’ 

fl  d(>  .suite.  A l'égaril  des  diirérenees  plus  hautes  que  la  r""',  elles 
seronl  toutes  iiulles,  eoiuine  ou  le  voil  par  la  formule  eu  faisant  î>r. 
Ainsi  il  sullira  de  eliereher  les  valeurs  de  d,,  d,,  r/,,...  jusqu’à  d^\  et 
l’on  pourra  ensuite  employer  les  additions  suceessives  pour  former  et 
eonlinuer  aussi  loin  (|u'un  voudra  la  Table  des  termes  


h.  Si  dans  la  formule  / t)  du  n"  (>  ou  fait  m iiiliniinent  grand,  et  par 
ronséquent  les  dilTéreiiees  représentées  par  inliniment  petites,  on  aura  • 
la  relation  entre  les  différenees  finies  et  les  dilférenlielles  il’une  fonetion 
queleon(|iie.  Considérant  doue  une  fonction  y de  x,  dont  les  ilill'érenees 
finies  soient  dé.signées  par  l)v,  et  les  «lilférenlielles  par  dy,  celles  de  x 

l’étant  tie  même  par  Dæ  et  dx\  il  n'y  aura  qu’à  faire  m — et  écrire 

l)v,  dy  au  lieu  de  U et  d,  en  plaçant  .suivant  l’usage  les  indices  de  l'ordre 
des  dillérences  et  des  diirérentielles  au  haut  îles  lettres  D et  d.  On  aura 
ainsi 


F) 


, / l).crfr 


7 r/x* 


C)x*  (/\) 


où  il  n’y  aura  qu’à  développer  le  second  membre  comme  une  puissance  .« 
du  polynôme  en  ayant  soin  d’écrire  d”"'y  au  lieu  de  fd^yf. 

Par  cette  formule  on  peut  trouver  les  dilférences  finies  de  tous  les 
ordres  au  moyen  des  dilTérentielles,  et,  si  l’on  fait  s négatif,  ce  qui  chan- 
gera les  différences  en  sommes  et  les  dilférentielles  en  intégrales,  on 
aura  la  somme  d’un  ordre  quelconque  des  termes  d’une  série  par  les 
intégrales,  et  les  dilférentielles  de  Ifl  fonction  qui  ex|»rimc  le  terme  gé- 
néral de  la  série. 
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10.  Réri|iriHjiicm(‘iil,  si  dans  la  inêiiif  l'orimile  (D)  on  idiaiigc  l)  i-ii  // 
et  m en  ^ cuinine  nous  l’avons  dil  dans  le  n"  7,  et  ({lie  par  euiise(|iienl 
suivant  l'Iiypothèse  du  numéro  préeédent.  on  éerive  d’y  au  lieu  de  Ü,, 
D'y  au  lien  de  d,  et  an  lieu  de  m (|ui  devient  alors  une  t|uantilé  iiili- 
niment  petite,  on  aura 


(K) 


oii  il  faudra  de  niêine  développer  le  seeond  nieinlire  eoiNUie  une  pnis- 
saiiee  s,  en  ayant  soin  d’éerire  l)'""y  au  lieu  de  (D'"y)". 

(àîlte  lurmule  donnera  les  dillérentielles  de  tous  les  ordres  d'une  foiie- 
tion  (|ueleon<jue  par  le  moyen  de  s«-s  dilléreilees  (inies,  et.  si  l’on  fait 
* .f  négatif,  elle  donnera  les  intégrales  de  la  l'onetion  par  le  moyen  îles 
sommes  et  des  diO'érenees  des  valeurs  de  la  même  fonction  répondantes 
aux  valeurs  de  .r  dont  D.e  est  la  dilférenre  Unie;  ce  qui  revient  à la  dé- 
termination des  aires  par  les  ordonnées  équidistantes.  ’ Voyez  là-dessus 
le  .Mémoire  cité  dan^  le  volume  de  1772  (’J.j 

11.  On  peut  traiter  par  les  mêmes  principes  les  séries  douldes,  tri- 
ples,..., c'est-à-dire  celles  dont  les  termes  varient  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs manières  dilférentes,  et  qui  forment  des  Tailles  à doulde,  à.  triple 


entrée, Soit,  par  exemple. 

la  .série  double 

f... 

T,., 

T,..  T.,. 

T.... 

T.,. 

T... 

1...  T.„ 

T,... 

T.., 

T,., 

■f...  T.., 

1 «.*» 

T... 

T,., 

T,,.  T,., 

T.... 

T... 

T,., 

T. . T,.. 

r.,.. 

dans  laquelle  un  terme  quelconque  comme  a deux  indices,  le  pre- 
mier 01  pour  marquer  son  ranfî  ilans  la  direction  horizontale,  et  le  se- 
cond n pour  marquer  son  ranj;  dans  la  direction  verticale. 

*)  (Âfittv/T*  f/tr*  Lagrau^r,  t.  III.  p.  44*- 
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Si  l'on  (lésipno  dp  môme  p;ir 

i>...  i>. D...  n,.„  I), n...  D,..,  n,., 

cl.  en  général,  par  les  difTérenees  successives  de  ces  termes,  de  ma- 
nière que  le  premier  indice  m indique  des  ditrérences  prises  dans  le  sens 
liorizonlal,  el  le  second  n des  ilifTérences  prises  dans  le  sens  verlical,  on 
aura 

I),..  - T,,.  - T.,. 

Ilj.,  ~Tj.,  — aT,., -f-  r,,, 

IV.raT..,-T.,. 


I),.,  - T,.,  - T,.,  - (T,..  - T...  = T„.  - T,.,  - T,.,  -f-  T... 


el  ainsi  de  suite;  el  l’on  pourra  trouver  tout  de  suite  l'expression  de  D„  „ 
par  une  opération  semblable  à celle  du  n”  1.  < 

12.  r.ar,  puisque 

D,,..  = T,..  - T...  et  D,.,  = T,.,  — T.,., 

on  aura  d'abord,  en  élevant  aux  indices  m el  n, 

D.,.  = (T,.,  - T... = (T..,  - T.,.  I. , 

et,  multipliant  ces  équations  l'une  par  l’autre,  en  observant  de  rapporter 
toujours  les  premiers  indices  aux  premiers  et  les  seconds  aux  seconds,  il 
viendra 

— T,.,),, 


c'est-à-dire,  en  développant  d'abord  les  deux  l'acteurs. 
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MaiiiU'iiaiil  il  n'y  iiura  plii.s  i|u';i  l'iiire  le  priiiluil  de  res  i|iiantili‘s,  en  oli- 
Kervaiil  la  règlo  jirescTÎto,  «il  l'on  aura 


...  »r»i— 

I I W—t.*  I «•'],«  — . . 4 


- «i« 


«miT« 


//I  m — r 1 

: I.-., 


n[n  — I ) ...  « f « — I ) ... 

— — 1 — «I 


13.  Réci|iru(|UcinKiil  on  aura  roxprossion  d'on  tfrinr  qu(di’un(|U<‘  T„ 
par  li‘s  iliUÏMvnci's.  au  inoyon  dos  équations 


à ranso  ili- 


I 1.4  — -t-  ttl,4  ri  l.,|  U*.*  "4  It*.n 

T...=  I),.. 


roinini-  il  résullo  do  la  rorninU'  préréilpiilr:  car,  en  élevanl  d'almi'd  la 
preniii're  à l'indice  m et  la  seconde  à l’indice  n.  les  nniltipliani  ensuite 
l’une  par  l’autre,  ou  aura 

T-..=:  J».,  - 1'..,  .. 

d'oii  l'on  tirera  coiiiiiie  dans  le  numéro  précèdent 

+ 1)..,+  ..J 

X [ 1). . + Il  I),.,  -t-  - II,.,  -e  ■ . . j 

= ü,.,  + o,n,...4. + 


I.  I,  — *)  i, 

n iJ,.,  -e  «III  l),,i  -e  ii — - I)., 


in  n — I Il  n — 1 1 ,,  « ii  — i , iii(ni  — i)  ,, 

U..1-1 i«l)..iH ^ 0;. 


V. 


Wi 
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1i.  On  poiil  aussi  élomlre  par  d«*s  operations  semblaliles  les  formules 
«les  n“*  6 et  7 pour  les  interpolations  aux  séries  doubles.  Kn  ell'et,  si  l’on 
ima(>ine  la  nouvelle  série 

«*.•»  ti, /|.i,  /»,i. ...«  ti,»»  0,1, 

dont  les  dill'erenees  soient  deVignées  par 
«f*,n  «f|.*l 

el  ijiii  soit  telle  qu’nn  terme  queleoiu|ue  soit  égal  à T^.^:  en  faisant 
.»  = 1 et  r==o,  un  aura 

tj*,*  I 

el,  faisant  x = o,  r = i , on  aura 

Oj,  l*., 

«leux  i'‘<|ualions  qui,  étant  élevées  l'une  à l’indice  s el  l’aulre  à l’imliee  r, 
et  miilti])liées  ensuite*  l’iiiie  par  l’autre,  redonuenl  l'équation  générale. 
Or  ces  deux  é(|tialions,  en  y substituant  1)0.0  + Oi.»  « la  place  de  T,.,, 
I),  , + l)„ , à la  place  de  T,.,  et  de  même  à la  place  de  „ 

el  «/o,o  + «/o.,  à la  place  de  par  eonséqueut  (</«,o -i- f/,,o>  à la  place 
de  «*t  («/n.o + «/..,)«  à la  place  «le  t,.».  deviennent 

I*.  . s l)..t  t + «fl.»)-  <-t  •),.,■-«  I>., t 

«roii,  à cause  «le 

I)*,»  I ~ O.i  ~ «f«.« 

comme  il  r«*sulle  des  formules  ci-dessu.s,  on  aura 

t)i.»  *'  «f,,t  f/,.* — (/*j* , l)*,«  ^ ' [1  «f,.*  ■«' «f. • 

II,.,  .4  «/,.,  , Ü..r  = [(</,.•  -e  0 — ; 

par  eonséquenl,  en  mullipliant  l'une  |«ar  l'autre. 

II,.,  ['«f,.,  "«  «A,*  m “*  «A.,]f  [ «A.*  «A.,  ■ «A.,j,* 
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rl,  i|(>vflo|)|iaiit  lt*s  deux  fiictetirs. 


, m m — I . m!/«  — i)im  — yi)  , 



•>.  :<.3 


I , /l'rt  — I , «f /I— I }(«  — •<)  , 

xln</..,  a-  ^ -d,.,-*-... 


r>8.< 


Dp  sorte  qu’il  n'y  aura  plus  qu'à  dévrloppcr  suivant  les  indices  s et  r, 
comme  on  l'a  fait  dans  le  n"  fi,  et  ensuite  elleetuer  la  multiplication 
comme  dans  les  ileux  numéros  précédents.  On  aura  ainsi  pour  les  séries 
doubles  une  formule  semblable  à celle  du  n"  ti  pour  les  séries  simples. 

Pareillement,  par  l’extraction  des  indices  /«  et  «,  on  aura 

f/.,.  + =1;  ( D,.,  4- 

d,.,  4-  D,,,liî 


et  de  là  on  tirera  par  un  procédé  semblable  au  précédent 

d,.r  " ft*.*  4-  — Dt.«]«  X [( D,,,  4-  lf,,i 11  — It*.,],, 

m m 

savoir 


jrf...- 

m 5/»'m  y 

U-) 

Ib..4-...| 

^l).„4- 

n T/i  ' n ^ 

\n 

U-’) 

où  il  faudra  encore  développer  le  second  membre  comme  dans  la  for- 
mule (H)  ci-des.siis.  Cette  expression  de  d,j.  sera  analogue  à celle  de  d, 
du  n"  7,  et  pourra  servir  aux  mêmes  usages  pour  l’interpolation  des 
Tables  à double  entrée. 


15.  Knfin,  si  l’on  suppose  m et  n infinis,  les  dilféreilees  désignées 
par  d deviendront  inliniment  petites,  et  l’on  aura  pour  les  fonctions  à 
deux  variables  des  formules  analogues  à celles  des  n“*  9 et  10.  Ainsi, 
en  regardant  z comme  fonction  de  x ety,  et  désignant  par  la  caractéris- 

86. 
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li(]ii(>  [)  l<“S  (lifl'ére“n(’t\s  finies  el  par  la  caraetéristi(|iie  rf  les  dill'érentielles, 
on  fera 

I).r  De 

m = n = ; > 

ax  dr 

et  la  formule  IH)  se  Iransformera  en  relle-ei 

. , iüxdi  Dj'i/'î  Dr*rf*3  \‘/Derf3  D)’(/’î  Dj‘*(/’3 

(M  + ^-3-^-  -e.  .)  -e  s-  ^...)  . 

iloni  il  faudra  développer  le  second  memlire  par  les  melhndes  ordinaires, 
en  regardanf  el  Irailanl  les  exposants  des  iliiférenlielles  de  z comme  des 
exposants  de  puissances.  Olte  formule  donnera  la  valeur  de  la  dilfé- 
renee  (inie  de  z de  l’ordre  s par  rapport  à x,  el  de  l'ordre  r par  rapport 
à V.  exprimée  par  les  dilférentielles  de  z relativement  à x et  v. 


I(>.  Faisant  les  mêmes  substitutions  dans  la  formule  (I),  et  écrivant 
les  indices  de  l’ordre  des  dilTérences  et  des  dilTérentielles  en  forme  d’ex- 
posants suivant  la  notation  reçue,  on  aura  cette  transformée 


/D'-'i  — iD**3-(-  ;D'“3— ...\ 

‘ /D*-'î  — J D'-’i  -1-  \ D*-’3  — . . . y 

• fix*  dr' 

\ Dx  ) 

\ ïir  } 

qu’tin  développera  suivant  les  méthodes  ordinaires,  en  observant  relati- 
vement aux  exposants  des  ditrérences  les  mêmes  règles  que  pour  ceux 
des  puissaiiees,  et  ayant  soin  de  calculer  séparément  les  premiers  expo- 
sants qui  sont  relatifs  à la  variable  a;  et  les  secotids  qui  se  rapportent  à 
la  variable  y'. 
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L ÉftllATION  SÉCILAIBE  DE  LA  LUMi. 


\yt*uveattjr  ,%trt$tnirr«  de  V .fradrmie  de\  Scirnrrs  et  ReUe\- lrll$r\ 

de  HetUn,  anmV;:  179Ï  ol 


Ü:ins  la  Théorie  des  rarialions  séculaires  des  éléments  des  l‘lanélcs  (|iii 
est  imprimée  dans  les  vnimnes  des  années  1781  et  je  n’arais 

point  eonsidéré  les  variations  des  mnnvemenis  moyens,  paire  ipie  j’avais 
erii  pouvoir  les  regarder  eomme  invarialiles  ii  eanse  de  rinvariahilité  des 
(grands  axes,  que  j’avais  iléinonlrée  d’nne  manière  direrle  el  générale. 
Ayant  ensuite  examiné  plus  serupuleusement  ee  point  important  de  hi 
Théorie  des  Planètes,  j’ai  reeonnn  ipie  les  mouvements  moyens  pouvaient 
être  sujets  à des  variations  séculaires  dépendantes  des  carrés  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons,  et  j’ai  donné  le  premier  dans  un  .Mémoire  im- 
primé dans  le  volume  de  178T,  la  Théorie  et  les  t'ormules  de  ces  varia- 
tions '").  J’en  lis  alors  l’application  à Jupiter  el  it  Saturne:  mais,  n’ayant 
trouvé  pour  les  variations  de  leurs  mouvements  moyens  ipie  des  i|uanlilés 
pres<|ue  insensihies,  je  pensai  qu’il  était  inplile d’étendre  celte  recherche 
aux  autres  Planètes.  D’autres  idijels  m'ayant  ensuite  fait  perdre  celui-ci 
de  vue,  je  négligeai  d’appliquer  aussi  mes  l'ormules  ii  la  Lune,  ce  qui  tie 

(•)  OEuvreii  de  /Mgrnn^f  t.  V.  p.  ia3  cl  ii  i. 

(••  ) OJSuvres  de  lui^range,  l.  \\  p.  38i. 
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(li■lllallliilit  <|U(*  des  siibsliliitiulis  mimériqiics  Irè.s-f'aciles  et  |)liis  simples 
(|ut:  pour  les  i’Iaiiéies  principales.  Vers  la  lin  de  17S7.  Laplace  annonça 
il  rAcadémie  des  Sciences  de  Paris  qu’il  avait  trouvé  imnen  d*ex|)li(|uer 
réquation  séculaire  de  la  Lune  par  la  variation  de  l'excenlricité  du  So- 
leil; et,  [lar  le  Mémoire  qu’il  a donné  ensuite  sur  ce  sujet  et  qui  est  im- 
primé dans  le  vidiunc  de  178(1,  on  voit  (|ue  cette  équation  est  produite 
par  les  mêmes  termes  qui  composent  ma  rorimile  des  variations  du  inou- 
vemeiil  moyeu.  Comme  ce  résultat  est  un  des  plus  inléres-sants  de  la 
Théorie  {{énéralj-  des  variations  séculaires,  j'ai  cru  devoir  le  développer 
dans  ce  .Mémoire,  pour  compléter  mon  travail  sur  une  partie  si  impor- 
tante de  r.Vstronomie  physiipie. 

I . Lu  regardant  la  Terre,  la  Lune  et  le  Soleil  cunime  lormant  un  sys- 
tème particulier  de  trois  Planètes  qui  .s'attirent  mutuellement  et  dont  les 
deux  dernières  tournent  autour  de  la  première,  il  est  clair  que  ce  système 
peut  être  comparé  à 4'elui  ilii  Soleil,  de  Jii|iiter  et  de  Saturne,  que  nous 
avons  consitléré  à part  dans  notre  TTiéorii‘  des  variations  séculaires,  et 
pour  leijucl  nous  avons  tionné  des  rormules  générales,  .\iusi  il  sullira  de 
siihstituer  dans  ces  lormulcs  la  Terre  au  Soleil,  la  Lune  à Jupiter  et  le 
Soleil  àSaturne;  de  sorte  que,  comme  les  lettres  sans  trait  s’y  rapportent 
à Saturne  et  celles  avec  un  trait  à Jupiter,  nous  rapporterons  ici  les  pre- 
mières à l’oiTiite  «lu  Stdeil  autour  île  la  Terre  et  les  secondes  à l’oiTiite  de 
la  Lune.  Quant  aux  ma.s.ses.  nous  remarquei'oiis  que  nous  avons  pris  pour 
plus  de  sim|dicité  dan.s  nos  rormules  la  masse  du  Soleil  pour  runité  des 
masses;  mais  il  est  facile  de  voir,  en  remontant  aux  équations  t'oiida- 
meiitalcs.  qu’il  la  ripicur  c'est  la  massi>  du  Soleil  augmentée  de  celle  de 
la  Planète  dont  on  cherche  le  mouvement,  qui  doit  être  prise  pour  l’u- 
inte  des  masses  des  Planètes  perturhat rires,  parce  que  son  inouvemcnl 
autour  du  Soleil  n’est  pas  sinr|dement  dù  à l'action  du  Soleil,  mais  à la 
somme  des  aetions  mutuelles  du  Soleil  et  de  la  Planète;  ainsi,  pour  ap- 
pliquer à la  Lune,  en  tant  qu'elle  est  déraii}>ée  par  le  Soleil,  les  éi|uatiuns 
de  Jupiter  dérau};é  pai’  Saturne,  il  n'y  aura  qu'à  ref;arder  comme  rela- 
tiu's  il  la  Lune  les  i|uantités  désijjnées  par  les  lettres  alVeclées  d'un  trait. 
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et  eoinme  relatives  au  Soleil  eellcs  qui  le  sont  par  «les  lettres  sans  trait'; 
et  (|uant  à la  inas.se  T qui  dans  ces  équations  exprime  le  rapport  de  la 
masse  de  Saturne  à celle  du  Soleil,  on  plus  exaetemeiità  la  somme  des 
mas.ses  de  Jupiter  et  du  Soleil,  il  faudra  la  supposer  égale  au  rapport  de 
la  masse  du  Soleil  à la  somme  des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  e’esl- 
à-<lire,  à cause  de  la  petitesse  de  la  masse  de  la  Lune  à l'égard  de  celle 
de  la  Terre,  simplement  égale  au  rapport  de  la  masse  du  Soleil  à celle  de 
la  Terre;  ce  qui  revient  encore,  eomine  l’on  voit,  à substituer  le  Soleil  à 
Saturne  et  la  Terre  au  Soleil. 

i.  Ola  posé,  voici  d’abord  la  formule  <|ue  nous  avons  trouvée  dans 
la  troisième  Section  du  .Mémoire  cité  de  1783  pour  la  variation  séculaire 
du  mouvement  moyen  de  Jupiter  produite  par  l'action  de  Saturne  ("J 

,/V' 

Pour  l'appliquer  à la  variation  séculaire  du  mouvement  moyen  de  la 
Lune,  causée  par  l'action  du  Soleil,  il  n'y  aura  donc  (|u’ii  supposer  que 
P est  l'angle  décrit  par  le  inouvemeut  moyen  et  uniforme  de  la  Lune  au- 
tour de  la  Terre,  (|ue  est  l'altération  de  son  mouvement  moyen,  et  <|ue 
les  ijuantités  x\y'.s\  «'se  rapportent  à la  Lune  et  les  quantités  a-,  v, 
s,  U au  Soleil,  de  manière  qu’en  faisant  suivant  les  dénominations  de 
notre  Théorie  des  variations  séculaires  fii"  17  <le  la  deuxième  Partie,  Mé- 
moire de  178a (")  J 

a:=;).sin^,  y = ).cos9,-  i = Ssinf,i,  u = 9coso), 
x'=X'siiiy',  y'=^'coso',  fl'siii'.i',  »'=  fl'cosr.1' 

on  ait  / et  X'  pour  les  excentricités  du  Soleil  et  de  la  Lune,-  7,  9'  pour  les 
lieux  de  leurs  apogées,  0,  0'  pour  les  tangentes  de  leurs  inclinaisons  sur 
l’écliptique  life  de  1700,  et  *a,  pour  les  lieux  de  leurs  nœuds  sur  cette 
écliptique.  A l’égard  îles  coelücients  fo).  f t),  (aj,. . .,  ils  sont  des  fonc- 

(")  OJKuvres  t/r  Lof^ranfift  l.  V.  p.  4«'i. 

(•*)  OJiitvrev  df  l.  V,  j>.  ’i39. 

V.  a. 
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lions  (l<innécs  ilo  la  i|uantilé  “ = <»ù  r sera  maintenaiil  la  tlisiani'e 

iiioyennc  du  Soleil  el  r'  la  distance  moyenne  de  la  Lune  à la  Terre. 

Mais  avant  de  donner  tes  valeurs  de  res  eoeffirients  nous  devons  rerli- 
lier  une  inexactilude  <|ui  s’est  plisséi?  dans  rexpression  dn  eoelïicient  (a) 
du  11"  22  ilii  Mémoire  cité  f).  Dans  le  nuinéiatenr  de  celle  formule  le  se- 
i-ond  terme  est  r’r'*(r,  r'),.  au  lieu  qu'il  doit  être  rVf/-,  r'),.  comme  il 
est  ai.sé  de  s’en  convaincre  en  faisant  les  substitutions  imiiquées  dans  le 
numéro  précédent.  Au  moyen  de  celle  correction  la  valeur  générale  du 
eoelïicient  f a)  ilevient  égale  à celle  du  coelRcienl  l/j)  prise  avec  un  signe 
contraire;  el  c’est  ainsi  (|u’il  faut  corriger  les  expressions  ilu  coelli- 
cienl  ' a)  des  ii""  23  el  27  pour  Saturne  et  Jupiter.  De  celte  manière  l’é- 
.qiiation  pour  la  délerminalion  de  la  i)uantilé  ^'se  .simplitie  et  ilevieni 
,/V' 

^ ■=  io)  + (i)(x'’-(-r'’)-+-(  3' )-♦-(.} — — 

oit  l’on  aura  (n“  27  du  .Mémoire  cité) 


(o).— ï 


ïî’M  — tia'N 
D-i')' 


, „-(>î’M  + :i(:"-3î*}N 

’ 5:>-  ;*)M  -ti  -liî*-  :•)>! 
IJ)-»  --  4(, 


(4)-^T 


iî'Jtt  ^ tî'N 
»l  I — a’)*  ’ 


M = I 4 -I-  3’i*  y’î‘  + . . ., 

N = aï  — a^s’ — 3yî‘ — . . 

en  supposant 

r , r I I I ^ 

I—  -,  J— -•-»  y=-...,. 

1 ^ \ U ^ 

\ l’égard  de  la  quantité  T qui  repré.sentait  la  masse  de  Saturne,  ou 
plutôt  le  rapport  de  cette  masse  à celle  du  Soleil,  elle  di'vra,  comme 

(*)  OEüvrts  de  l^grttnge^  t.  V,  p.  4**7. 
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noii.s  l’avons  vu  ci-dessus,  être  siip|ioScc  égale  au  ra|i|iorl  de  la  mas.se  du 
Soleil  à celle  de  la  Terre.  Or,  nominaiit  n le  rapport  du  mois  péi'iudi(|tie 
à raiiiiée  sidérale,  ou  sait  (|ue  le  rapport  île  la  masse  de  lu  Terre  à celle 
du  Soleil  est  exprime  par  —,  de  sorte  qu’on  aura  T — ; et,  suivant  les 

déterminations  que  noua  avons  données  dans  le  11“  (j  de  la  deuxième 
Partie  de  la  Théorie  des  rarialions  se'culaûvs  .Mémoire  de  178a),  on  a 

lo(,'n  S,S”34)o<rt,  n 0,07  }Hoi . 
lopz  = 7,3t)'io3!,o,  5 — o,üu:».j83. 

.Ainsi,  ; étant  une  fraction  fort  petite,  on  pourra,  en  développant  les 
expressions  des  eoellieients 'oj,  (1) s’en  tenir  aux  ternies  ijui  con- 

tiendront les  puiss,inees  de  z les  moins  élevées.  On  fera  donc 


et.  sulistiluani  ces  valeui-s,  on  trouvera  en  ne  retenant  que  le  premier 
terme 


O)  — — /|% 


K 


3i  = 


Ui'i 


n‘z. 


i4i  = 


in‘ 

* 


8.  Il  reste  encore  à déterminer  les  (juantités  x,  y,  x'.  v , s,  u.  s'. 
Comme  les  quantités  x,  v,  s,  u se  rapportent  maintenant  k l’orliite  du 
Soleil  autour  de  la  Terre,  il  est  visible  qu’elles  ne  sont  autre  elio.se  que 
eelles  que  nous  avons  désignées  par  .r“,  y",  $“,  «'  prises  avec  un  signe 
contraire  ( parce  que  celles-ci  .se  rapportaient  à l'orbite  de  la  ferre  autour 
du  Soleil ,,  et  dont  nous  avons  donné  les  expressions  générales  et  eom- 
pli-tes  dans  la  deuxième  Partie  de  1a  Théorie  citée. 

.Mais,  pour  les  <|uanlités  x',y',  s',  u'  qui  se  rapportent  maintenant  k 
l’orbite  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  il  faudra  les  déterminer  par  des 
équations  analogues  k relies  qui  ont  servi  k déterminer  ces  i|uantités 
pour  Jupiter  en  tant  qu’il  est  dérange  (lar  Saturne.  Il  n’y  aura  donc  i|u’k 
appliquer  ici  les  équations  dilférentielles  du  n“  de  la  deuxième  Partie 
de  la  Théorie  citée  ' Mémoire  \\e.  178a  ' j ; mais,  eomnie  dans  les  formules 


OEutfU's  dv  l.  V.  i8K. 


MÉMOIRE 


Ü»2 

_3 

|ii'imitivvK  de  la  première  Partie  on  avait  substitué  simplement  r *f/t, 

r'  ^tlt, .. . pour  tip,  ilp’, . . . parce  (]ue  les  Planètes  étant  toutes  retenues 
dans  leurs  orbites  par  l’attraction  du  Soleil  leurs  vitesses  angulaires 
moyennes  sont  simplement  en  raison  inverse  des  racines  carrées  des 

a 

cubes  des  distances  moyennes,  il  faudra  ici  restituer  r'*  dp'  pour  dt, 
puisque  le  Soleil  et  la  l.une,  quoique  décrivant  leurs  orbites  autour  de 
la  Terre,  sont  ce|)eudant  retenus  dans  ces  orbites  par  des  forces  dilTé- 
rentes,  la  Lune  par  raltractioii  de  la  Terre  et  le  Soleil  par  sa  propre  at- 
traction sur  la  Terre:  de  sorte  que  leurs  vitesses  angulaires  moyennes  ne 
s)>nt  plus  simplement  dans  le  rapport  inverse  des  racines  carrées  des 
cubes  des  distanees.  Un  aura  donc  dr  cette  manière  les  quatre  équations 


dy'  t 

T-7 — r”  [i,  o]x  - «,  • 

(fp 

-4-  u) 

ap 

tilt'  i 

-i  7 — O!  < / — J ) O. 

dp 


Les  valeurs  des  coelTicients  (i,o)ct  [i.  o sont  données  par  ces  formules 
fn"  3 de  la  deuxième  Partie  citée  (')] 


PT 

,rV 


3a(i  -e  z»)N  — 
(1  — 


les  i|uantités  M,  N,  i et  T étant  les  mêmes  ipie  ci-ilessus;  de  sorte  qu’à 
( * } OEtti»rry  tle  Lagtangtt  l.  V,  p.  ai5. 
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l’aii.s**  <1r  la  pctilcssa;  de  la  valeur  de  z,  on  aura  simplement 


3 

4 


[i,o]  = 


i5  n’2 


i.  Si  donc  on  fait  ecs  substitutions,  et  que,  pour  éviter  toute  eonfu- 
sion,  on  désigne  par  p,  nr,  ■{<,  |,  nj  les  valeurs  de  r',  p',  i',  x',y'  qui  si- 
rapportent  maintenant  à la  l.une,  (|u’on  fasse  de  plus,  pour  abréger. 


tin  aura  ees  équations  relatives  aux  variations  séeulaires  de  la  l.une 


1 7 n’r,  — 

tiss  4 


■(> 


T n‘p_r''='-  O, 


•Èl 

ttta 


3 is 

- /JÏ  t , 

■S  ’ 


i5  . 

—T  n*p,ir  = O, 
i(>  ^ 


ih  ^ ^ fls^  fixj  , <hr 

*/*n  4 Æ 4 " 


,/i  _ 


r/® 


= — n'  — I ;•  -t-  »:>)  — /i>p(Çx'-é»:,)  ")  + ^ (<r' -t-  a' — Jr"' — j-"-  . 


i(i5 


ürt* 


dans  lesquelles  s sera  l'angle  du  mouvement  moyen  uniforme  de  la 
Lune,  la  variation  .séeiilaire  de  ce  mouvement,  p la  distanee  moyenne 
de.  la  Lune  à la  Terre,  eelle  du  Soleil  étant  prise  pour  rnnité,  eu  .sorte 
que  p = i,  et  n la  longueur  du  mois  périodique  en  prenant  rannée  pé- 
riodique pour  l'unité. 

Les  valeurs  des  quantités  x~,  y',  s",  u"  ont  été  données  dans  la 
deuxième  Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires  [n*”  63  et  70  ilii 
Mémoire  de  178a  (‘)j,  et  elles  sont  de  eefte  forme 


x"  — A"  >!«{«/  -t-  y)  -e  B“’siii  ( ///  -t- 
y"=  A"cos(«t  -e  a)  -e  B'eos  ht  + 
sT  — A'sitiâ  -(-  B"siu(Ât  -t- 
«"=  A'cosa  -t-  B'cosfî/  -e 


(•)  OEtwres  fie  Lufirungr,  t.  V,  |j,  3i7  el  3îV>. 
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Ifs  <lo  (-liiu'iinc  de  ces  valeurs  étant  au  nomlire  de  six.  La  varia- 

Ide  t re|irésetile  dans  ces  furinules  le  lein|is  compté  depuis  répu(|ue  ' 
de  1700  et  expriiiié  en  années  Juliennes;  de  sorte  que,  comme  nous 
avons  désiÿ^né  par  rangle  ^ le  mouvement  moven  de  la  Lune,  ou  aura  à 
peu  près 

7/r  ■■  ~n 

ou  ri('oureu.senienl 

</s!  _ Il 
Ht  «’ 

en  ilesi^nant  par  II  l'angle  «pie  le  SoL-il  parcourt  relalivetnent  aux 
étoiles  lixes  dans  l’espace  d'une  année  Julienne,  et  que  nous  avons 
trouvé  — 1 ’>'i  ( 11“  1,5  de  la  deuxième  Partie  de  la  Théorie  citée). 

5.  Voilà  les  lormules  et  les  données  nécessaires  pour  déterminer  les 

variations  séculaires  de  la  Lune.  Nous  remarquerons  d'ahord  que,  comme 

la  valeur  dep  ou  de  J est  très-petite,  on  pourra  dans  la  première  a|q>roxi- 

mation  négliger  dans  les  e(|iialions  ci-tiessus  les  termes  mulli pliés  par  o's 

vis-à-vis  de  ceux  ipii  sont  simplement  multiplies  par  De  plus  les  ll•r- 

//*■  . (/«"  . . , ..  . n/i  nr 

mes  et  se  IrouveronI  mulliphes  par  ^ ou  -jj-  ou  et.  comme 

la  plus  grande  des  valeurs  h,  c,  d,.  ..  est  moindre  que  ati"  «"Sd  cl  7ti 
de  la  deuxième  Partie  citée;,  il  s’eiisuil  ipie  les  inultipli<'aleiirs  de  ce> 
lermes  deviendront  extrêmement  petits,  de  sorte  qu'on  pourra  aussi  les 
négliger  sans  crainte  d'erreur. 

Par  ces  réduelions  nos  équations  devieiidninl 


</' 

fir 

3 V 

7 »‘r. 

-» 

■ </s> 

, - 0, 

'h 

3 

f/îïT 

dtp  ~ 

; /Ï-Ç  n-  0,  • 

11 

- n* 

7. 
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Li;s  (|uatr«  prniiii'rc.s  iloiiiiünl  iralion) 


^tif  + n lin  — O,  a lia  -h  udiÈ  — O-, 

il’oii  roii  lir»‘ 

5' -I- V)’ = ronst.,  a*  + u’ ^ oonsi. 

Comnu'  Ifis  (cniifs  conslanls  dp  la  valeur  de  ^ ne  |ieiiveiit  diiiiiier  dans 

relie  de  l'angle  que  des  termes  |)ru|>ürtioiinels  à is,  et  qui  duiveni  par 
eonsequeiit  si?  fondre  dans  le  mouvement  moyen,  il  est  elair  qu’on  peut 
les  rejeter  ilans  la  détermination  île  la  variation  séculaire  ’i;  de  sorte  que 
eelte  détermination  se  réduira  à l'équation 


</ra 


3n' 


dans  laquelle  (ii“  i ei-dessus) 

x">  + r"  = À". 

étant  l'exeentrieité  de  l’orliite  de  la  Terre  ou  du  Soleil.  .Vinsi  l'on  aura 
simplement 

où  il  ne  faudra  plus  que  suhstituer  la  valeur  de  X'*  tirée  de  la  Théorie 
eitée. 

ti.  Nous  y avons  donne  deux  formules,  l'une  pour  trouver  la  variation 
annuelle  de  eette  quantité,  l'autre  pour  trouver  sa  valeur  au  liout  d'un 

lù” 

temps  indélini.  .Si  a et  l>  sont  les  valeurs  de  X*  et  ~ pour  1 700,  on  aura, 
pour  un  nomlire  t d'années  comptées  de  cette  époque, 

X'  — a -f  ht, 

jiourvu  (|Ue  ce  nomlire  ne  soit  pas  trop  grand.  Or  on  a (n“"2(i  et  suivants 
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l>9fl 

(le  la  (Icuxiëmp  Pai-lîp  ritéo) 

Pi 

ï A — — o",i7(ili  —o", 00081/  — o",it>oau'—  o',o4<)4.“*''l'0'^>“i — o",oo8ou'', 

Ifs  (|uaiitit(‘s  IX,  ix\  tx",  fx",  ix'  étant  les  corrections  (|u’on  pourrait  faire 
aux  masses  que  nous  avons  iléterminéesde  Salurne,  Jupiter,  Mars,  Vénus 
et  Mercure,  de  uianièrc  que  ces  masses  soient  auginenlées  dans  les  rai- 
sons de  I à t-l-fi,  H-;/,  i-t-u", Donc,  suÉslituantn’ -+- pour)."’. 

el.néfjligeanl  le  tei-ine  tout  constant  a’  qui  nt;  donnerait  dansip  qu’un 
terme  proportionnel  au  mouvement  moyen  on  aura,  à cause  de 

, Tl'/t 

ffCT  ' ♦ 

« 

celle  valeur  de  réqualiou  séculain-  comptée  cle  1700 

. 3«II 

. — X 

oit  l’on  remarquera  <(iie,  comme  la  valeur  de  aJ»  est  exprimée  en  se- 
eond(-s,  ainsi  que  celle  de  11.  il  faudra  diviser  l’une  ou  l'autre  par 
20(12(1,4, R nomhre  de  secondes  de  l’are  égal  au  rayon.  De  cette  manière 
on  trouve  pour  l'équation  séeulaire  du  mouvemenf  moyen  de  la  Lune,  la 
formule 

i\i  — o'',ooio45y(’  -f  <)',ooooo47 u/’ o",ooot)488î/'  (■ 

-I-  o",0002<)7fio"/’  — o", 0007,476  U'*/’  -e  o',  0000474  I’, 

l étant  le  nombre  des  années  Juliennes  écoulées  avant  ou  après  l’époque 
de  1700. 

. .\insi  l’on  aura  pour  le  premier  siècle,  en  faisant  100, 

4»  = io",45p  -e  ç)",4H8u' -e  7", 1)76^" — 7",47t'»t/". 

-Mayer  l'a  établie  de^',  ce  qui  .s’accorde  assez  bien  avec  notre  détermina- 
tion eu  rejetant  les  corrections  des  masses.  On  voit  aussi  que,  s’il  fallait 
diminuer  beaucoup  la  ma.sse  de  Vénus,  eoinnie  quelques  Astronomes  le 
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pri'lpiidciil,  i'éi|iiation  sénilaiif  en  serait  augmentée;  [)ar  exemple,  si 
l'on  voulait* réduire  cette  masse  à la  moitié,  il  fandrail  faire  u."  = — 

ee  (|ui  donnerait  t", d’augmentation  pour  ré(|iiation  du  premier 
siéele. 


7.  Quoique  la  lurmule  précédente  puisse  servir  pour  plusieurs  siècles 
.sans  erreur  sensilde,  il  est  néanmoins  important  pour  l'.Aslronoinie  phy- 
sique d’avoir  la  véritable  loi  de  cette  inégalité  séculaire  de  la  Lune.  On 
la  trouvera  en  snlistituant  pour  ).*’  sa  valeur  donnée  par  les  formules  du 
n"  6.f  (Partie  citée).  Car,  puisque 


>."  x^‘  -t-  _r". 


il  n’y  aura  qu’à  ajouter  ensemide  les  carrés  <le  x*  et  dey",  en  négligeant 
les  termes  tout  constants  par  la  raison  donnée  ci-dessus.  On  aura  ainsi 
après  rinlégration 


3nll  A'  B 
/I  — iT 


sîn[(a 


/»  / -e  * - 


3»  Il  A't.' 
« — c 


sin[(o  — c)  / -4-  a — y] 


en  faisant  tontes  les  comliinaisons  deux  à deux  des  six  coellicients 
H '.  C'\  D",  E".  F" , ainsi  ()ue  des  six  angles  at  -e  «,  ht  +-  (3.  c/  t y,  dt  -t-  3, 
et-k-i,  ft  + u\  mais,  comme  les  valeurs  de  a.  h,...  stnit  données  en  se- 
condes, il  faudra,  de  plus,  multiplier  chaque  terme  de  la  formule  préeé- 
dentc  par  l’angle  égal  au  rayon,  pour  avoir  exprimé  en  angles.  Nous 
nous  dispenserons  de  donner  ici  la  valeurjiuinéri<{iie  de  cette  expression 
de  l’équation  séculaire  de  la  Lune,  parce  qu’elle  parait  peu  nécessaire 
dans  l’état  actuel  de  l’Astronomie,  et  qu’elle  est  facile  à trouver  d’ail- 
leurs, puis(|u’un  a les  valeurs  numériques  de  toutes  les  quantités  d’on 
elle  dépend.  Peut-être  serait-il  utile  d’avoir  égard  à ces  équations  dans 
la  comparaison  des  lieux  de  la  Lune  Irès-éloignés,  pour  en  déduire  le 
vrai  mouvement  moyen,  c’est-à-dire  la  partie  de  ce  mouvement  qui  est 
\.  8H 
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r«'‘»‘llfini'nl  uiiiformt!,  et  qui  dans  le  inouvuinent  moyen  des  Table»  de 
«•elle  Planète  est  eneore  combinée  avec  la  partie  de  ré(|iiatimi  séculaire 
()iii  croit  proportionnelleincnl  au  temps,  tant  (|ue  les  aii{;les  a — b)l, 
[a  — c)l,...  s(Uil  peu  considérables. 

Enfin  cette  formule  pourrait  servir  pour  avoir  une  valeur  de  plus 
appruciiée  <|ue  celle  (|ue  nous  avons  «lonnée  plus  liant,  en  résolvant  les 

sinus  en  série  suivant  les  puis.sances  de  [a  — h,t,  (a  — c,i négli- 

};eant  les  termes  constants,  ainsi  que  ceux  (|ui  ne  contiendraient  que  la 
première  puissance  de  t,  et  qui  sont  déjà  compris  dans  le  mouvement 
moyen  des  Tables. 
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MÉMOIRE 


UR 

UNE  LOI  GÉNÉHALE  D’OPTIOUE'’. 


{ SfmvratLt  dr  I* Jratièmir  mYah  flr\  Srienrry  fi 

de  anmV  i8ol.) 


Le  Mémoire  $ttr  la  Théorie  tUs  lunettes,  i|ui  fsl  im|>rimé  dans  le  Rwufil 
(le  l’année  1778  (").  contieni  des  lornuiles  générales  pour  déterminer 
la  ruutc  des  rayons  qui  traversent  un  nombre  (|ueleonque  de  lentilles 
dont  les  foyers  sont  donnés.  &>s  formules  donnent  un  résultat  remar- 
(|ual)le  par  sa  simplicité  et  sa  généralité.  (|ue  je  n'ai  fait  qu'indiquer 
dans  le  Mémoire  que  je  viens  de  citer,  et  (|iii  mérite  particulièrement 
l'attention  des  savants,  parce  (|u'il  oll're  une  lui  aussi  utile  eu  Opti(|ue 
que  la  loi  des  vitesses  virtuelles  l'est  en  Mécanique.  C'est  ce  que  je  vais 
développer  dans  ce  nouveau  Mémoire. 

Je  commencerai  par  rappeler  les  formules  principales,  relatives  à l'olt- 
jet  dont  il  s'agit.  Si  l’on  considère  un  rayon  qui  traverse  successivement 
plusieurs  lentilles  rangées  sur  un  même  axe,  et  qui  change  de  direction 
à la  rencontre  de  chaque  lentille;  et  qu’on  nomme,  comme  dans  le  .Mé- 
moire cité. 

X,  x“,  X" j-i“> 

(•)  I.u  à l'Académie,  le  17  mars  i8o3. 

{'•)  OEupreï  tit  Lagranf;t,  I.  IV,  535. 
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l<'s  t;iiigciiU‘s  (les  angles  (|ue  la  direetion  du  rayon  fait  suceessiveineiit 
avec  l’axe,  et 

y,  x“,  X',...,  xl“~0 

les  distances  à l’axe  des  points  des  lentilles  par  les(juels  passe  le  rayon, 
distances  (|ue  nous  prendrons  pour  les  demi-diamètres  des  ouvertures 
des  lentilles,  on  aura  ces  relations  entre  les  (|uantités  x,  x’ , x",... 

x’  =.  rx'  -f-Q'  x, 

x^  =;  r x'  -I-  Q~X, 

X"  = P-'x'  + 0'*X, 


(V)  xc)=  P»x'-+- Q."ix, 

dan,s  les(tuell(‘s  les  (|iiantités  P",  P’ P'™’,  Q",  Q' Q"  sont  des 

roin^tious  d(!s  distama-s  entre  les  lentilles  et  des  distances  focales  des  len- 
tilles, c’est-à-dire  des  distances  de  leurs  foyers  pour  les  rayons  parallèles 
et  iiiliniment  proches  de  l’axe,  en  faisant  abstraction  de  l’épaisseur  des 
lentilles  et  d((  la  dilTérente  réfrangihililé  des  rayons. 

Nous  avons  donné  dans  le  Mémoire  cité  les  valeurs  de  ces  fonctions; 
mais  il  sullira  ici  de  rappeler  la  loi  (|ui  règne  entre  elles,  et  qui  est  ren- 
fermée dans  cette  formule  générale 

lB(  P!-)Q(— -0  — Qi-ip(«-«i= 

[ Dans  le  Mémoire  dont  il  s’agit,  on  avait  trouvé  la  formule 

pi-+')Q(0  _ Q(k+Op(»l  ± I.  , 

où  le  signe  supérieur  était  pour  le  cas  de  ).  pair  et  l'inférieur  pour  celui 
de  /.  impair:  mais  un  s’était  tnunpé  sur  les  signes:  car  les  deux  équations 
tr(»ii  l’on  avait  déduit  celte  formule  étant  (15; 

pCwi)  — oéP<*'  Pl'*-0  ir  O, 

QO-0  _ .4.  Q(-o= 
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SUR  i:nk  Mti  r.ÉNÉlui.K  n oi'TiyuE. 
elles  (loimeiil  éviilemment 

el  par  eiinséqueiil 

Pii+OQ.M  _ Qii+i)p.i)_  P A)Q,1-II_  Q OPI*-»; 

il'où  l'on  voit  (|iie  la  valeur  de  P '■•■'■Q  — Q ''*'  P ''  est  eonslanle'poiir 

toutes  les  valeurs  de  À.  Or,  i'aismil  ).  = o.  un  a 


pnis(|iie 


P'O-O'P  I. 

P — I,  y 1,  P - O,  y =o. 


Dune  on  a.  en  général, 

p**oyiO_y,*+op(0— i; 

el,  mettant  f/n  — i)  à la  place  de  X,  on  aura 

P ->yi— o_  y>»ipi-  ■)=!. 

Au  reste  celte  méprise  sur  les  signes  u'inllue  en  rien  sur  la  suite  du 
Mémoire,  mais  je  suis  Ineii  aise  de  prulilcr  de  celle  occasion  pour  la 
réparer. . 

yuoi(|ue  ees  l'ormules  n'aient  été  Irouvées  (|ue  |iour  les  rayons  ipii  sont 
réfractés  par  des  lentilles,  elles  s'appliquent  également  auv  rayons  re- 
lleetés  par  des  miroirs;  car,  les  funetions  P",  P",...,  Q",  Q’,...  ne  dépen- 
dant que  des  distances  focales  des  lentilles  et  de  leurs  distances  entre 
elles,  il  n'y  aura,  pour  changer  une  lentille  en  miroir,  qu'à  |irendre  la 
distance  focale  du  miroir  à la  place  de  celle  de  la  lentille,  en  lui  don- 
nant le  signe  — , pour  <|ue  le  foyer  se  trouve  au  devant  du  miroir. 

Ainsi  l'on  peut  regarder  les  formules  précédentes  comme  contenant 
toute  la  Théories  de  lu  Dioptriipie  et  tiatoptri(|ue.  en  tant  tpi'on  fait  ah.s- 
IraclioH  des  ell’ets  de  l'aherraliun.  soit  de  réfrangibilité,  soit  de  sphé- 
ricité. 

tk'la  posé,  considérons,  en  général,  un  télescopé  ou  un  microscope 


70i  MEMOlKF. 

i)Ui'U'uii(|uc  coinposi'  (lt‘  n Ipiitiilcs,  iloiit  la  iirpuiiéir  soit  l’olijpctif  Pt 

iloiit  la  /i'''"''  soit  l’opiilairo.  Soit  un  objpt  ponsidéri-  poiiiiiip  un  point 

plapp  à la  ilistailPP  a au  (Ipvant  dp  rolijcrtif,  Pt  à la  distaiiPP  h dp  l’axp 

ipii  passp  par  Ips  pontrp.s  dp  toutp.s  les  lentilles;  et  soit  un  rayon  (|tii, 

partant  de  ret  objet,  entre  dans  l’objeetif  ii  la  distanre  x de  son  eentre. 

Il  est  faeile  de  voir  qui"  pp  rayon  fera  avec  l’axe  nn  angle  dont  la  lan- 

x'  — Il  , , 

genlp  sera  — ^ — : de  sorte  (|u  on  aura 


A la  sortie  de  ce  rayon  |>ar  l'oenlairp.  la  tangente  jr  deviendra 
pnistpie  l'orulaire  est  supposé  être  la  n'  lentille.  Or.  en  faisant  ni  — ■ut 
dans  la  formule  generale  f ),  on  a 

J.  »)  _ Q » 

et.  siibslitnanl  pour  x- la  valeur  i|u'on  a trouvée  ei-dessus.  on  aura 


/ O k h 

I-,  I P »;.4-  i — 1 x' — g »), 

\ a ! 


là'tle  valeur  de  x exprime  la  taugente  de  l'angle  que  le  rayon  fait 
avee  l’axe  après  sa  sortie  de  l’oeulaire;  et  l'on  voit  qu’elle  est  dilfcrente 
pour  les  dilTérents  rayons  qui.  partant  du  même  point  de  l’objet,  enireni 

dans  l’objectif  à dilTêrentes  distanres  .»■'  de  l’axe.  .Mais,  pour  que  tous 

« 

ees  rayons  puissent  former  dans  l'(eil  une  image  distinete.  il  faut  qu’ils 
y entrent  parallèles  «lu  à trè.s-peu  |très  parallèles:  or  ils  ne  peuvent  être 
parallèles  entre  eux  qu’autant  que  la  valeur  de  x ” sera  la  même  pour 
tous  les  rayons;  ainsi  il  faudra  que  rette  valeur  soit  indépendante  de  la 
quantité  x’.  et  que  par  ennsê(|iient  on  ait 


(l’est  la  eondition  néeessaire  pour  que  l'assemblage  des  n lentilles 


Digitized  by  Google 


7(15 


sut  UNE  LOI  (itNEKALE  b'OPTKjUE. 
puisse  l'oniier  uii  téleseopi;  ou  un  luicrosrope.  Pour  le  microseope  la  ilis- 
lanee  a est  ordiiiaireineut  très-petite,  et  l'üii  peut  la  prendre  à volonté; 
mais  pour  les  téleseopes  cette  distance  doit  être  fort  grande,  et  rctll  peut 
la  supposer  inlinie.  Alors  la  condition  se  réduit  simplement  à 

P")  O. 


La  valeur  de  x'”'  deviendra  donc  — -Q'"  . Or  - est  la  tangente  de 

l'angle  sous  letpiel  l’œil  placé  au  centre  de  robjeetil’ verrait  la  ligne  h 
perpendiculaire  à l'axe;  mais,  par  le  télescope  ou  le  microscope,  cette 
même  ligne  sera  vue  sous  l’angle  dont  la  tangente  sera  x'”',  égale  à 

— donc  le  diamètre  des  objets  vus  par  le  télescope  ou  le  micro- 

scope sera  augmenté  dans  la  raison  de  i à — Q'”'.  Ainsi  l'amplilicatii'in 
des  diamètres  apparents,  ou  le  grossissement  linéaire  produit  par  l’in- 
strument, sera  exprimé  par  la  Ibnctiou  — Q ” . 

Voyons  maintenant  comment  ou  peut  déterminer  la  valeur  de  cette 
fonction  sans  connaître  sa  composition  ni  les  (juantités  dont  elle  dépend. 
L’équatioti  (C)  donne 


substituant  cette  valeur  dans  l’équation  H)  après  y avoir  fait  m ■=  an. 
un  aura 


I 


d’où  l’on  tire 


-Qi*»' 


a 


p,  1^1) 


(Considérons  l’expression  de  x'’*"'*,  en  faisant,  dans  la  formule  Aj, 
m — 'in  — I , on  aura 

V.  «9 
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Aiiusi  rainpiilicalion  (li's  iliaméiri's  tlea  objets  apparents,  que  nous 
avons  vu  être  proportionnelle  à — Q , sera  aussi  exprimée  par  le  rap- 


Or  est  dans  ee  eas  la  distanee  au  rentre  de  robjeelif  du  point  où  un 
rayon  parti.de  l’axe  traverse  l’objcetif,  et  est  de  même  la  distanee 

au  rentre  de  l’oeulaire,  du  point  ou  le  même  rayon  traverse  l’orulaire: 
ainsi  l'au(;mentatiun  du  diamètre  de  l'objet  sera  dans  la  proportion  de  la 
première  distanee  à la  seeonde. 

Si  l'on  suppost'  un  point  lumineux  plaeê  dans  l'axe,  à l'endroit  où  est 
l’objet  vu  par  le  têleseopc  ou  le  mieroseope,  il  est  visible  qu’il  enverra 
dans  l’objeetif  un  cône  de  lumièi'e  dont  la  base  sera  l'aire  de  l’objectif; 
et  celle  lumière,  si  elle  ne  rencontre  aucun  obstacle  dans  le  passage  de 
l’objectif  à l’orulaire,  sortira  tout  entière  par  l’oculaire  eu  formant  un 
cylindre  autour  de  l’axe.  I]ar  la  valeur  de  x qui  est  la  tangente  de 

l'inclinaison  des  ravons  à l’axe  en  sortant  de  l’oculaire,  étant  --  -Q'”’, 


devient  nulle  lorsque  ô = o;  de  sorte  que  tous  les  rayons  doivent  sortir 
parallèles  à l’axe. 

Dans  ce  eas  donc,  en  considérant  les  rayons  qui  passent  par  les  bords 
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suit  UNK  I.OI  (IKNÉR  VLK  llOl'TIUUt. 

«il»  l’olijoclif,  il  est  riairqiin,  si  l’on  prend  le  ileini-diainéire  de  l’olijeelif 
pour  j'.  la  valeur  eorn'spiindante  de  ' sera  le  denii-diainéire  de  la 
seelion  du  cylindre  de  lumière  qui  sortira  par  l'oeulaire.  D’où  il  s’eusuil 
que  les  diamètres  des  olijels  apparents  seront  toujours  augmentés  dans 
la  raison  du  diamètre  de  rulijeetil'au  diami'lre  de  la  section  tlu  cylindia- 
lumineux  sortant  de  l’oculaire;  de  suite  qu’il  n’y  aura  qu'à  mesurer  ce 
diamètre  et  le  comparer  à celui  de  l’idijectif,  pour  avoir  rauj^mentaliou 
du  diamètre  des  objets  produite  par  rinstrumeni  optique. 

Pour  les  télescopes,  l’objet  étant  à une  distance  tri's-grande,  les  rayons 
sont  censés  entrer  parallèles  dans  l’objectii'.  Le  cône  lumineux  devient 
alors  un  cylindre  dont  la  base  est  l’aire  même  de  l’objectif,  et  ce  cylindre 
sort  de  nouveau  par  l’oculaire  .sous  la  forme  de  cylindre. 

On  peut  donc  établir  cette  conclusion  générale,  que  ilans  un  télescope 
ou  microscope  quelcoiu|ue,  <|uels  que  soient  le  nombre,  l’arraugemenl 
et  la  force  des  lentilles  ou  des  miroirs  qui  le  composent,  l’augmentation 
des  diamètres  des  objets,  qui  conslilue  le  grtis.sisseiueut  produit  par  l'in- 
strument,  est  toujours  dans  le  rapport  du  diamètre  de  l’ouverture  de 
l’objectif  au  diamètre  de  l’ouverture  de  l’oculaire,  en  prenant  pour  cette 
ouverture  la  section  du  cylindre  lumineux  (|ui  .sort  de  l’oeulaire,  et  sup- 
posant que  le  faisceau  de  lumière  que  l’objet  envoie  dans  l’objectif  n'i'st 
intercepté  nulle  part  dans  son  trajet  et  peut  ressortir  tout  entier  par 
l’oculaire. 

La  bonté  d’un  télesr'Ope  ou  d’un  microscope  exige  que  tous  les  rayons 
qui  entrent  ilirectement  par  l’objectif  sortent  par  l’oculaire,  pour  (|ue  les 
objets  y paraissent  aussi  é(dairés  qu’ils  peuvent  l’etre  : c’est  pouniiioi  on 
fait  ordinairement  l’ouverture  du  dernier  oculaire,  et  même  celles  des 
oculaires  précédents,  plus  grandes  qu’il  n’est  nece.ssaire  pour  le  pa.ssage 
de  tous  les  rayons.  Leurs  limites  à cet  égard  .sont  déterminées  par  les 
valeurs  des  (juantités  x".  x' en  y fai.saiit  æ'  = o pour  les  télescopés, 

ou  X -v:  pour  les  microscopes,  oit  a est  la  distance  île  l’objet  à l’objec- 

tif. .Mais,  pour  pouvoir  juger  «/jor/cr/ori  si  la  condition  dont  il  s’agit  est 
remplie,  il  sullira  de  diminuer  à volonté  l’ouverture  de  l’idijectif  par  le 

H.,. 
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moyen  d'iin  anneau  de  i"arlon,  el  d’oliscrver  si  l'ouverture  proprement 
dite  du  dernier  oculaire,  c'est-à^lire  la  section  du  cylindre  lumineux  qui 
en  sort,  est  diminuée  dans  la  même  proporlion;  car  la  valeur  de  a;0»-o 

est  toujours  proportionnelle  à j;',  en  faisant  x = o,  ou  x = ^- 

Or  rien  n'est  plus  facile  i|ue  de  mesurer  le  diamètre  de  cette  section. 
Pour  les  télescopes,  il  n'y  a (jti'à  les  diriger  vers  le  Soleil,  et  recevoir  la 
lumière  <|ui  en  sort,  sur  un  carton  perpendiculaire  à l’axe  du  télescope; 
le  diamètre  du  cercle  lumineux,  formé  sur  le  carton,  sera  le  diamètre 
cherché.  Mais,  comme  on  ne  vent  tenir  compte  que  des  rayons  qui  en- 
lr<;nl  parallèlement  à l'axe,  il  sera  bon  d'allonger  le  tuyau  du  télescope 
du  côté  de  l’objectif,  pour  intercepter  les  rayons  qui  viendraient  des 
bords  du  Soleil  el  (pii  seraient  inelinés  à l'axe.  Pour  les  microscopes,  il 
n’y  aura  (pi'à  placer  une  lumière  au  lieu  de  l’objet,  ou  plutôt,  pour  évi- 
ter l’elfet  de  la  grosseur  di>  la  Ininièr**,  la  placer  un  peu  plus  loin,  et  la 
faire  ensuite  passer  par  un  petit  trou  placé  dans  l’axe  à l’endroit  on  l’ob- 
jet doit  être  situé;  ensuite  recevoir  de  même  sur  un  carton  le  cylindre 
lumineux  sortant  par  l’oculaire,  et  mesurer  le  diamètre  du  cercle  lunvi- 
nenx  formé  sur  le  carton. 

Le  rapport  du  diamètre  de  l’objectif  à celui  du  cercle  lumineux  don- 
nera sans  autre  connaissance  le  grossissement  linéaire  de  l’instrument. 

Je  crois  ipie  cette  manière  de  juger  du  grossissement  d’une  lunette 
n’est  pas  tout  à fait  ineonnue  aijx  artistes  opticiens;  mais  j’ignore  si  elle 
a été  démontrée  jus<pi’ici  d’une  manü'ix'  générale. 

Comme  il  y a en  Mécanique  la  loi  générale  des  viles.ses  virtuelles,  par 
laquelle  on  peut  connaître  l’augmentation  de  force  produite  par  une 
maebine,  .sans  connaitre  la  nature  ni  la  construction  d(>  la  machine,  mais 
par  le  simple  rapport  des  vitesses  simultanées  du  |»oint  où  est  appliquée 
la  puissance  et  du  point  auquel  cette  puissance  (-st  transmise  par  la  ma- 
chine; de  (iiémc  on  peut  dire  (pi’il  y a en  Optique  une  loi  analogue,  par 
bi(|uelle,  sans  connaitre  la  disposition  intériiuire  d’un  télescope  ou  d’un 
microscope,  on  peut  juger  de  .sa  force  par  le  simple  rapport  du  diamètre 
de  l’otiverlnre  de  l’objectif  an  diamètre  de  l’ouverture  de  l'oculaire. 
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SUR  UNE  1,01  GÈNÉIUI.E  D'OPTIQUE. 

Uni'  cons«qu«iu'e  Irès-iniporlaiite  d«  cflle  loi  générale  il’Optique  est 
qu'un  objet  vu  par  un  instruinenl  quelconque  d'Oplique  doit  toujours  pa- 
raître aussi  éclairé  qu'il  paraîtrait  à la  vue  simple,  en  faisant  abstraction 
de  toute  perte  de  lumière  occasionnée  par  les  lentilles  ou  les  miroirs. 

( jir  il  est  évident  que  la  densité  des  rayons  qui  sortent  de  l’oculaire 
est  è leur  densité,  en  entrant  dans  l'objectif,  en  raison  inverse  des  es- 
paces qu'ils  occupent  dans  l’oculaire  et  dans  l’objectif,  c’est-à-dire  îles 
aires  de  leurs  ouvertures;  par  conséquent  la  densité  des  rayons,  en  sor- 
tant de  l’instrument,  sera  à leur  den.sité,  en  y entrant,  comme  l’ouver- 
ture de  l’objectif  est  à l’ouverture  de  l’oculaire.  D’un  autre  coté,  nous 
venons  de  démontrer  que  l’amplilication  des  diamètres  apparents  des 
objets  vus  par  un  instrument  optique  est  mesurée  par  le  rapport  du  dia- 
mètre de  l'objectif  au  diamètre  de  l’oculaire;  par  conséquent  les  surfaces 
apparentes  .seront  augmentées  dans  la  raison  des  carrés  de  ces  diamètres 
ou  dans  celle  des  aires  des  ouvertures  de  l'objectif  et  de  l’oculaire. 

Donc  la  densité  des  rayons  est  augmentée  dans  la  même  raison  que 
les  surfaces  des  objets  vus  par  l’instrument  optique.  D’où  il  est  aisé  de 
conclure  que  la  clarté  doit  rester  la  même.  Si  l’instrument  iliminuail  les 
objets,  la  densité  de  la  lumière  serait  diminuée  dans  la  même  proportion 
que  les  surfaces  apparentes,  et  la  clarté  demeurerait  encore  la  même. 
(',’est  ainsi  que,  sans  la  perle  de  lumière  (|ui  se  fait  dans  le  passage  par 
l'air,  la  clarté  ou  l’éclat  d’un  même  corps  lumineux  vu  à une  distance 
quelconque  doit  être  constant;  car  la  den.sité  des  rayons  et  la  grandeur 
de  l’image  apparente  diminuent  dans  la  même  proportion  inverse  des 
carrés  des  distances,  de  sorte  que  la  force  de  la  lumière  dans  chaque 
point  de  l’image  est  toujours  la  même. 

Suivant  la  plupart  des  opticiens,  la  clarté  dans  les  télescopes  et  les 
microscopes  est  simplement  en  raison  directe  de  l’ouverture  de  l’objec- 
tif, et  en  raison  inverse  du  carré  des  amplitieations  linéaires;  ils  parais- 
sent croire  que  la  clarté  augmente  à mesure  que  l’ouverture  de  l’objectif 
augmente,  parce  (|u’en  elfel  la  quantité  île  lumière  reçue  par  cette  ou- 
verture est  aussi  plus  grande  dans  la  même  proportion;  mais  sa  densité 
n'augmente  pas,  tant  que  la  disposition  des  surfaces  réfringentes  ou  ré- 
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fl(*cliissiiiU»*s  reste  la  iiiêine.  L'au^nieiilalioii  (le  rduverlure  de  l'objeelir 
produit  une  :iut;inei)tatioii  proportionnelle  dans  l'ouverture  de  l'oeu- 
laire;  cl,  si  roriilaire  est  trop  petit,  le  sureroit  de  IninitMv  fourni  par 
l’olijeetif  est  perdu. 

Il  ('St  important  de  détruire  une  erreur  ()ui  nie  parait  aeeréditée  elie/. 
les  opticiens  et  dans  plusieurs  Ouvrages  d'Ofiti(|ue  : e'(>st  le  luit  prin- 
cipal de  ce  Mémoire. 
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[HisitHre  tic  /'  4rtiHcmtc  rmalr  tics  Sciencat  et  Briic\~l^ltrt\  tic  Hcrtin, 
anné(‘s  1781  ol  1782.) 


llapfHirt  d'une  (piadrature  du  eervle. 

rn'avaiil  chargé  de  lui  rendre  compte  d<‘  cet  Ouvrage  sur 
la  (piadralure  du  cercle,  je  l'ai  examiné  avec  toute  rallenlion  dont  je  suis 
capable  ; mais  je  suisuiiligé  d’avouer  qu’il  ne  m’a  pas  été  possible  de  dé- 
couvrir les  principes  de  l’Auteur,  ni  la  marche  de  ses  opérations.  Je  n’y 
ai  trouvé  nulle  trace  de  démonstrations  géométri(|ues.  et  moins  encore 
de  calculs  algéhri(|ues;  et  je  n’ai  pas  pu  comprendre  ce  que  signifient 
les  Tables  des  progressions  arithmétiques  de  la  quadrature  du  cercle,  les- 
(|Uelles  paraissent  servir  de  fondement  à tout  l’Ouvrage. 

Je  u’entends  pas  non  [dus  ce  que  l’.Vuteur  nomme carrés  mathé- 
matiques, ni  ce  (ju’il  ap(M‘lle  liaison  du  diamètre  et  de  ta  périphérie,  et 
qu'il  fait  consister  dans  la  .somme  de  leurs  valeurs. 

Ne  pouvant  dune  rien  ilire  de  la  méthode  et  des  rai.sonnemenLs  de  l'Au- 
teur. je  me  contenterai  d’en  examiner  le  résultat,  c’est-à-dire  la  valeur 
qu’il  donne  pour  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  Cette  va- 
leur est  exprimée  par  la  fraction  laquelle  se  réduit  à celle-ci  plus 

( * ) Nnu.<i  rr|)rcHlui.<ionif  ici  le»  deux  Rap{M)rt>  di>  I.4)grangc  <[uc  \' HtMttirt  tic  V Amiicmic 

tic  licritn  nr>U!<  ail  Iranp^mÎM.  bien  qui*  \ei>  Mémoires  dont  riilii»lrc  Géomètre  avait  à nmdre 
compte  soient  aliMjiumcnl  dépour\usd'intèrét.  nouii  avions  le  devoir  do  cnn.*ior>er  lo»  Hapiiofts 
(]ui  Iw  cunciTocnt . (Aorc  tic  l'Bfùtcur.) 
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simple  el  l’Auleur  h donne  pour  exacte  et  l•igoureusc;  de  sorte  que 

par  cette  seule  raison  on  est  déjà  en  droit  de  la  regarder  comme  fausse. 

•Mais,  pour  pouvoir  mieux  juger  de  comhien  elle  s'éloigne  de  la  vérité, 
je  la  réduis  en  décimales,  ce  qui  me  donne  où  les  ileux  chif- 

fres i4  reviennent  à rinlini.  Cette  valeur  étant  comparée  avec  la  valeur 

connue  3,  i j voit  qu'elle  est  fausse  dès  la  (|uatrièine  décimale, 

et  (pi’elleesl  nécessairement  moindre  (|ue  lu  véritable  valeur  «lu  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre.  .Ainsi  il  existe  nécessairement  une  in- 
tinité  de  polygones  inscrits  au  cercle  dont  les  périmètres  sont  plus  grands 
()ue  la  prétetidue  valeur  que  l’Auteur  a.ssigne  à la  circonférence,  ce  qui 
doit  sulfire  pour  en  prouver  la  fausseté. 

Snellius,  à l'exemple  d’.Vrclii'mède  et  pour  renchérir  sur  le  travail  de 
ce  grand  homme,  a pris  la  peine  de  calculer  en  nombres  la  valeur  des  pé- 
rimètres lie  quelques  polygones  in.scrits  et  circonscrits  au  cercle,  en  par- 
tant des  polygones  de  5 côtés  et  doublant  continuellement  le  nombre 
des  côtés.  Kt  l'on  voit  par  les  Tables  qu’il  en  donne  dans  son  Cyclometri- 
cits,  page  17,  que  le  polygone  inscrit  de  G4o  côtés  a son  périmètre  pins 
grand  que  3,i4iÔ7,  ce  qui  est,  comme  l’on  voit,  plus  grand  (|ue  la  va^ 
leur  prétendue  de  la  circonférence. 

.Mais  on  peut  trouver  des  polygones  inscrits  d’un  moindre  nombre  de 
côtés  dont  les  périmètres  soient  aussi  plus  grands  que  cette  valeur.  Il  n’y 
a pour  cela  qu'à  con.sulter  les  Tables  que  M.  Nicole  a données  dans  les 
Mémoires  de  Paris  pour  l’année  1747.  à l’occasion  d’une  nouvelle  pré- 
tendue quadrature  du  cercle. 

Dans  ces  Tables  on  trouve  les  valeurs  numériques  des  aires  cl  des  pé- 
rimètres des  polygones  inscrits  et  circonscrits  au  cercle,  dans  lesquels  le 
nombre  des  côtés  augmente  dans  la  progression  double  depuis  le  triangle 
éijuilatéral  ju.squ’au  polygone  régulier  de  3.  a”  ou  3g3ai6  côtés,  valeurs 
qui  sont  poussées  par  rextraction  des  racines  carrées  jusi|u’à  1 5 déci- 
males. 

On  voit  donc  par  CCS  Tables  que  le  polygone  inscrit  de  *>()  côtés  a pour 
périmètre  feu  sujqmsant  le  diamètre  i)  3.i4io3ig.ô qui  est  moin- 
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ilri‘  que  la  valeur  proposée;  mais  que  le  polvgoru?  suivant  (le  i()2  côtés  a 
pour  périmèire  't.  i4i45a‘i7"-.  (|tl!>ntilé  plus  grande  (|ue  eclle  valeur. 

Ainsi  la  prétendue  valeur  de  la  eirroidérenee  du  eereie  se  trouve 
moindre  (|ue  le  périmètre  du  polygone  régulier  de  i()2  eotés;  ce  i|ui  est 
une  preuve  palpable  de  sa  lausselé,  puis(|u’il  saule  aux  yeux  (|ue  la  pé- 
riphérie du  eereie  est  néeessairenieni  plus  grande  tjue  le  périmèire  de 
loin  polygone  in.seril. 

Si  l'Auteur  savait  assez  de  Ui'iométrie  et  d'.\rilliméti(pie  pour  faire  lui- 
même  le  caleul  de  ee  polygone,  il  pourrait  sc  eonvaincre  de  la  vérité  de 
ee  que  je  viens  d'avancer,  lit,  .s'il  voulait  .se  lier  pour  cet  effet  aux  Tables 
lrigunométri(|ues  déjà  calculées,  il  n'aurait  (|u'à  remarquer  que  le  côté 

du  polygone  inscrit  de  192  eûtes  étant  la  corde  de  l'angle  et  par 
eonsf-quent  le  double  du  sinus  de  la  moitié  de  c(‘t  angle,  c'est-à-dire  de 
l'angle  =r  ;ïG'i5",  il  snllil  de  multiplier  le  sinus  de  :>(iT5”  par 

pour  avoir  le  périmètre  ebercliedu  polygone  de  i()2  côtés. 

Fai.sant  donc  le  calcul  par'les  logarithmes,  on  a 

log  sin5t>'i5"=;  H,ii38ïi)3 
lofi384  = ».,5«.j33is 
o,7«)8i6«5 
Nombre  : 6,28290. 

Ainsi  (>,28290  est  la  valeur  ap|irocli(‘e  de  ce  périmètre  en  prenant  le 
rayon  pour  l'unité;  donc,  si  l'on  prend  le  diamètre  pour  l'unité,  on  a 
S,i4i45  pour  la  valeur  dont  il  s'agit,  la(|uelle  s'accorde,  comme  l'on 
voit,  avec  celle  de  M.  Nicole,  et  (|ui  est  évidemment  plus  grande  (pie 
celle  de  la  prétendue  (juadrature. 

Je  dois  remanpier  au  reste  que  la  fraction  adoptf’C  par  l'.Auteur, 

est  une  de  celles  de  la  suite  des  fractions  convergentes  vers  le  rapport 
de, la  périphérie  au  diamètre,  mais  plus  petites  (pie  ce  rapport,  comme 
on  le  voit  par  la  Table  que  j’en  ai  doiini’e  dans  les  Atlditions  à l'Algèbre 
de  M.  -Euler,  jiage  44“' 

(JO. 
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Ainsi  coite  l'niction  a l'avantage  qu’elle  appruelic  plus  de  la  vérité  que 
ne  pourrait  faire  aucune  autre  fraction  plus  petite  (|ue  la  vraie  valeur  et 
dont  le  dénominateur  serait  moindre  que  ç)^;  mais  elle  approclie  moins 

que  la  fraction  (|ui  la  suit  immédiatement  et  <|ui  est  et  moins  encore 
355 

(|ue  la  fraction  qui  est  celle  de  Metius,  mais  (|ui  est  plus  grande  <|ue 
la  vraie  valeur.  Je  conclus  donc  : 

i“  Que  la  quadrature  proposée  est  fausse,  parce  qu’elle  dilPere  des  ré- 
sultats connus,  et  qu’elle  donne  pour  la  c.iroonférence  du  cereje  une  va- 
leur moindre  que  le  périmètre  du  polygone  inscrit  de  193  côtés; 

a“  Que  l’on  ne  peut  porter  aucun  jugement  .sur  la  méthode  et  les  rai- 
sonnements de  r.Vuleur,  parce  (|u’ilssoiit  inintelligildes; 

3"  Qu’il  conviendrait  d’exhorter  cet  .Vuteur,  <|ui  parait  d’ailleurs  a.s.sez 
laliori(‘UX,  à employer  son  temps  et  son  travail  à des  objets  qui  soient 
plus  à sa  portée  et  .surtout  qui  puissent  être  d’une  plus  grande  utilité; 
car,  outre  qu’il  n’y  a aucune  récompense  promise  ou  à espérer  pour 
celui  qui  carrera  le  cercle,  il  ne  résulterait  même  de  cette  quadrature 
aucun  avantage  réel  pour  la  Géométrie.  En  elfel,  s’il  était  possible  de 
trouver  une  expression  finie  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
cette  expression  serait  nécessairement  si  compliquée  de  radicaux,  (]ue 
pour  en  faire  usage  il  faudrait  toujours  la  réduire  en  décimales,  et  par 
conséquent  à une  valeur  seulement  approchée;  or  on  a déjà  des  valeurs 
qui  approchent  si  pri-s  de'la  vraie  mesure  de  la  circonférence  du  cercle, 
que  l’erreur  est  moiiiilre  qu’une  fraction  i]ui  aurait  l’unité  pour  numé- 
rateur, et  pour  dénominateur  l’unité  suivie  de  12G  zéros;  car  t(dle  est  la 
valeur  trouvée  par  ,M.  I.agny  dans  les  Mémoires  de  l'aris  de  1719. 

UapjMii  fait  à V A vadéniie  le  3 août  1 782  d' mt  Mémoire  iiilitidé  : 
Méthode  pour  eouuuitre  si  la  Terre  est  aplatie  vers  les  pôles 
et  renflée  sous  létpiaieur. 

La  méthode  (|ue  l'Auteur  de  ce  .Mémoire  propose  pour  déterminer  la 
tigure  de  la  Terre  avec  plus  de  précision  et  moins  de  peine  qu’on  ne  l’a 
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fait  jiisrjii’ici  consiste  à placer  serlicalement  difrérents  styles,  les  uns 
sous  rcqualeiir,  les  autres  sous  un  même  niéritlien  quelcompie.  en  s«»rte 
que  les  premiers  soient  éloignés  île  ce  mériilien  de  i5,  5o,  degrés,  el 
que  les  seconds  soient  pareillement  éloignés  de  1 5,  io,  /|ô  degrés  de  l'é- 
quateur. L’Auteur  veut  que  l'on  observe  l'omlire  de  cliacun  de  ces  styles 
sur  un  plan  liorir.ontal,  lors<|ue  le  Stdeil  s<*ra  à la  Ibis  dans  l’équateur 
el  dans  le  méridien  donné,  ce  qui  a lieu  le  jour  de  l’équinoxe  à midi  par 
rapport  ,i  ce  méridien;  el  il  prétend  pouvoir  conclure  la  ligure  du  mé- 
ridien de  la  eomparaison  de  rouibre  des  styles  avec  celle  des  styles  de 
l’équateur. 

< Car,  dit-il,  si  le  méridien  était  parfaitement  semidalile  et  égal  à l'é- 

> (|ualeur,  ipii  dans  une  Planète  qui  roule  sur  elle-méine  ne  peut  ne  pas 

• être  un  cercle  parfait,  les  styles  plantés  sur  l’équateur  el  sur  le  méri- 

> dieu  .seraient  également  obliques  aux  rayons  .solaires,  el  les  ombres 
» projetées  par  les  styles  du  méridien  seraient  alors  rigoureusement 

• égalés  aux  ombres  projetées  par  les  styles  correspondants  de  l'équa- 

• leur.  Il  est  donc  de  la  dernière  évidence  que  si  les  ombres  des  styles 

• du  méridien  sont  respeetivement  plus  longues  <|ue  les  ombres  des 

• styles  correspondants  de  ré(|iiateur,  les  styles  du  méridien  sont  plus 

• (diliques  que  ceux  de  l’équateur  aux  rayons  du  Soleil.  Or  les  styles  du 

> méridien  ne  peuvent  être  plus  obliques  aux  rayons  du  Soleil  (|ue  ceux 

• de  ré<|uateur.  (pie  parce  ipie  le  méridien  est  une  circonférence  (|ui  va 

> en  s’aplatissant  de  l'équateur  aux  pfiles.  • 

Quant  à la  distance  des  styles,  l'.Aiiteur  ne  trouve  pas  la  moindre  dif- 
tieulté  à la  déterminer  : < L’élévation  du  pi'ile,  dit-il,  pour  déterminer 

• les  points  dilférentsoù  les  styles  doivent  être  plantés  sur  les  méridiens, 

• et  l’élévation  du  Soleil,  pour  déterminer  les  points  également  distants 

• où  doivent  être  plantés  sur  l’écpialeur  les  styles  eorrespondanls,  sont 

• une  règle  ipii  ne  .saurait  manquer.  • 

Telle  est  la  métbode  i|ue  l’.Vuteura  imaginée,  et  ipi’il  croit  préférable 
k celles  ipii  ont  été  employées  dans  ces  derniers  temps  pour  déterminer 
la  ligure  de  la  Terre.  Or,  .sans  parler  de  la  dillieiilté  de  placer  exactement 
les  styles,  ni  de  la  dilliculté  encore  plus  grande  d’y  faire  les  observations 
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iifiii:iii(l(M-s  iiviT  une  préeision  assez  grande  pour  pouvoir  en  déduire  des 
eonM-<|uenees  bien  justes  sur  la  eourhiire  des  méridiens  et  de  l’équateur, 
il  est  laeile  de  se  eoiivainere  (|iie  la  méthode  est  en  elle-même  illusoire, 
du  moins  sous  le  point  de  vue  où  l’Auteur  la  présente.  En  effet,  puisqu’on 
y suppose  (|ue  les  lieux  des  styles  du  méridien  y soient  déterminés  par 
les  hanl(‘urs  du  pôle,  dé<luites  à l’ordinaire  de  l’observation  de  l'éléva- 
tion des  astres  sur  l’Iiorizon,  il  n'est  pas  dillicilc  de  coneevuir  i|ue  l’in- 
elinaison  des  styles  aux  rayons  du  Soleil  dépendra  uniquement  de  leurs 
distanees  en  latitude,  et  i|ue  si  ees  distanees  sont  égales  aux  distanees 
en  longitude  des  styles  de  l'équateur,  les  ombres  des  styles  eorrespon- 
dants  seront  néeessairement  les  mêmes,  quelle  que  puisse  être  la  ligure, 
du  méridien.  Il  faudrait,  pour  (|ue  la  méthode  de  l’Auteur  pût  s«>rvir  à la 
détermination  de  la  ligure  de  la  Terre,  que  les  distanees  en  latitude  des 
styles  du  méridien  fussent  déterminées  par  la  mesure  immédiate  des  de- 
grés; alors  les  observations  de  l’ombre  projetée  par  ces  styles  tiendraient 
lieu  des  observations  astronomiques  .nécessaires  pour  déterminer  l’am- 
plitude des  ares  du  méridien  compris  etitre  les  styles.  .Mais  cette  méthode 
rentrerait  ainsi  dans  celle  qui  a été  mise  en  usage  par  les  Aoadémieiens 
français;  seulement  elle  serait  moins  exacte  et  moins  sûre,  car  il  est  im- 
possible que  des  observations  faites  avec  des  styles  pui.ss»mt  jamais  at- 
teindre au  degré  de  précision  de  celles  ipii  ont  été  faites  avee  de  très- 
grands  .s(H'teurs,  et  avec  tant  de  soin  et  de  s<Tupulc. 

Il  parait  dotic  parla  que  l’Auteur  de  ce  .Mémoire  n’a  pas  une  idée  nette 
de  la  question,  et  encore  moins  des  dillieultés  (|u’clle  renferme;  et  que 
le  nouveau  moyen  qu’il  propo.se  pour  la  décider  ne  peut  en  aucune  ma- 
nière mériter  l’attention  des  Savants. 
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